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I Fonctions dérivées {3 Dérivée du produit de deux fonctions

Notion de fonction dérivée —
B Soient u et v deux fonctions définies et dérivables sur un

Définiti > P = : 5 Exemple i
Soit f une fonction définie sur un intervalle L Sif est dérivable Y o intervalle 1. Alors la fonction produit u x v définie sur I par
en tout réel a de I, on dit que f est dérivable sur I'intervalle L. dofif_cqnﬂdes la fo;{ctlfn GOAEf B o et
erinie sur r Xl=a%. derhmb pm ] =
La fonction qui a tout réel x de I associe le nombre dérivée f”(x) est fest déﬁmmsznmm,ée, el X u(I]XU(I) est surl et, rtout xLeLbh
appelée fonction dérivée de f (ou dérivée de £). On la note f. avec f’(x)=2x. Lafonction (uxv) (x)=u'(x)xv(x)+ulx)x v (x)
f":x > 2x est la fonction dérivée 5
de la fonction carré. ou de maniére simplifiée (uv) =u'v +uv’.

[ Fonctions dérivées des fonctions usuelles yem,

Démonstration de la dérivée du produit
On considére la fonction f=ux v ; soit a un réel de I'intervalle I et k un réel

Fonction | Fonction f Fonction dérivée f* | [ étant dérivable sur non nul tel que (a+h) appartient a l.
flx)=k iy Le taux d'accroissement de f en a est :
CrieRme | aveck constante réelle Fix)=0 " t(h) = flath)=fla) ula+h)v(a+h)—ula)v(a)
Identité fla)=x £(x)=1 R - h - h
_ula+hvia+h)=nla +h}v{a}+ ula+h)via)=ulalvia)
Affine f[x)= Tx-:::S scll f’[x]:m (1} - h
SO, P COTDLRIS SR via+h)—via) ula+h)—ula)
Carré flx)=x? filxl=2x R’ =ula+h)x h + W svia)
' _ 1 ) 1 ' Puisque u et v sont dérivables en a, alors :
Inverse .f(x}:; r (x]=‘? J=eo:0[ etsur JO;+eo] ula+hl—ula)  via+h)—via)
i h & h
) flx)=a" o nel fix)=met R tendent respectivement vers les réels «’(a) et v'(a) lorsque h tend vers zéro.
e flx)= % oi e N Fr(x) = J-co:0[ et sur 0 ;4] De plus, on admet que u{a+ /) tend vers u(a) lorsque /i tend vers 0.
| : i Par les régles opératoires sur les limites (admises ici), on en déduit que 1(h)
Racine carrée =A% f’(x}z%,_ 10; 4= tend vers u(a)v'{a)+u’(a)v(a) lorsque h tend vers 0.
x Donc f=ux v est dérivable en a et on obtient :

Opérations sur les dérivées (1) Fal=a) (ale o) v it )

) Dérivée d’une somme, d’un produit

par une constante reelle [3 Dérivée du quotient de deux fonctions
Soit u et v deux fonctions définies et dérivables sur un méme intervalle 1

et k une constante réelle.
Dérivée de u +v

La fonction somme y+ v définie sur I par x - u(x)+ v(x) est dérivable | 1
sur l et, pour tout réel xde Lona: » La fonction inverse = définie sur 1 par x I—)m, est dérivable sur I

Soient u et v deux fonctions définies et dérivables sur un intervalle L.
On suppose que v ne s'annule pas sur 'intervalle L

(u+v) (x)=u'(x)+v"(x) 1Y v(x)
et, pour tout réel x de I, [_] (x)=- .
Dérivée de ku 2 (v(x))

u(x

» La fonction quotient % définie sur I par x -—{-—-l , est dérivable sur 1

La fonction ku définie sur I par x — k X u(x) est dérivable sur 1 et, pour vx)
ot Ein R ones : X et. pour tout réelx de 1, [ £ ’( )= u'(x)xv(x)—u(x)xv'(x)

(ku) (x)=k=xu'(x) P2 = o (v(x)) i
Remargue : dérivée de la différence u—v , ,
La fonction différence u— v est dérivable sur 1 et, pour tout réel x, ona: O reR e [1) e - [E) _uv—w’

] B 2 = 2
—y =u'(x)=v" v v v v
W el Vuirexen:ices Démo n® 27 et n® 67



Variations et extremums

On considére une fonction f définie et dérivable sur un intervalle 1.

) Signe de la dérivée et sens de variation
d’une fonction

« La fonction f est croissante sur 1 si, et seulement si :
pour tout réel xde 1, f*(x)=0

= La fonction f est décroissante sur 1 si, et seulement si :
pourtout réel xde 1, f'(x)=0

= La fonction f est constante sur 1 si, et seulernent si:
pour tout réel xde 1, f'(x)=0

Conséguence

Pour étudier les variations d"une fonction sur un intervalle I, on se raméne
souvent a I'étude du signe de sa fonction dérivée sur L.

Pour cela, on procéde selon I'enchainement d'étapes suivant.

@ Caleul de la fonction dérivée f'.

@ Etude du signe de f*(x) sur L.

@ Construction du tableau de variations de f sur L

@ Caleul des images aux bornes de I, ainsi qu’aux éventuelles valeurs oil
I'on observe un changement de sens de variation de la fonction f.

) Extremums d’une fonction

= Le réel M est le maximum de f sur I s'il existe un réel a tel

que f(a)=M et, pourtout réel xdel, f(x)=M.
On dit alors que le maximum M de f sur [ est atteint en a.

o Le réel m est le minimum de f sur 15l existe un réel a tel que f(a)=m

et, pour tout réel xdel, f(x)=m.
On dit alors que le minimum m de f sur 1 est atteint en a.

= On appelle extremum de f sur I le maximum ou le minimum de f sur 1.
« Ondit que le réel o est un extremum local de f surl'intervalle 1 il existe

un intervalle ouvert ] I tel que o soit un extremum de f sur 1.

Soit a un réel de I'intervalle I qui n'est pas une borne de L

= Si f admet un extrernum local en g, dlors f"(a)=0.

« 5i la fonction dérivée f* s’annule en a en changeant de signe de part et

d"autre de a. alors { admet un extrernum local en a.

Enoncé

Les Méthodes

Déterminer les fonctions dérivées de chacune des fonctions suivantes sur I'intervalle indiqué.

1 fixr>—7x+2surR 2. fixt> x2++x sur |0;+ oo 3.g:xr—>_755ur]—oo;0[
T - 2

h.h:x»—)K—SxH sur R 5.::)6|—>)c2+3—):3 sur 0 ;oo
Solution

1. On reconnait / comme une fonction affine avec m=-7 donc f est
dérivable sur R avec, pour tout xeR, f/(x)=-7.
2. La fonction f* est la somme de deux fonctions usuelles :
wixs x2 et vixisJx
u est dérivable sur R et donc en particulier sur ]0;+c<| et v est dérivable

sur ]0;+eo| avec, pour tout x € ]0;+eof, u’(x)=2x et v'(x) =%.
X

Donc f est dérivable sur |0 ;+co| et, pour tout réel x € |0;+e[,0na:

oy — ot PN 1 _flxxff+1_ﬁx2+-,f}.
f{x)—i.r(x}+v(x)—2x+2ﬂ_ e

3. La fonction g est le produit de la fonction inverse g: x I—)% par la
constante k =-5.La f0r11cticm u est dérivable sur ]-e<; 0] et, pour tout réel
x<0,ona:u(x)=—-—.

(1)=-=

Donc g est dérivable sur |-=;0[ et, pour tout réel x <0,ona:

g’(r)=kxu'{x)=-5x[_xlz]_£

=
4. La fonction hest de laforme h=k xu+v ol & =-é-.

u est la fonction cube u: x > x? et v est la fonction affine v: x> -8x+1.
u et v sont dérivables sur R donc k également et, pour tout réel x,ona:

W(x)=kxu'(x)+v'(x)= % X(3x%)+(-8)= %.1'2 _8

5. La fonction i est la somme des fonctions u et v définies par u(x)= x2

et v(x)= % = % x'rlS. u et v sont dérivables sur ]0; +eo[ doncil en est de
méme pour la fonction i et, pour tout réel x>0,0na:
7 i o 2 -3 2
P(x)=d’(x)+v'(x)=2x +§xx_‘*=2'¥-x_‘*



Enoncé  Déterminer les fonctions dérivées de chacune des fonctions suivantes sur I'intervalle indiqué. Enoncé Soit f la fonction définie sur I'intervalle I =[-2; 4] par f(x)=2x3-3x2-12x+6
1. f i 22x sur J0;+ e 2. gix > —g——sur 15+eof 1. Etudier les variations de f sur I.
2 = e
3 it 2;3:4 i Lol 4. j(x)=(7x+17 surR 2. En déduire les extremums de f sur L.
Solution
Solution

1. La fonction f est le produit des fonctions u: x> x? et v: x> Jx toutes
deux dérivables sur |0;+e<[ avec, pour tout x e J0;+e] :
1
wix)=2x et v'(x)=
(x) (x) WP
Donc f est dérivable sur ]0;+c< , et pour tout réel x € |0;4co[, 0na:
J'(x)=u (x)v(x)+u(x)v'(x)
2
1 ax(¥x) +22 52 5
= 20X +x2x = = ==X
2Vx 2Jx 2Vx 2

2. La fonction g est de la forme & x% ol k =5 et v est la fonction définie

Jx

par v:x x4 —x.
La fonction v est dérivable et ne s’annule pas sur |1;+e9| et, pour tout
x>1,0na v'(x)=4x?-1. Par conséquent, la fonction g est dérivable sur
J1; 40| et, pour tout réel x >1,0na:
Ay Hv’[xj; ¥ —£u'3+: g -20x3 +25
(v(x)) (x4=x)"  (x*-x)
3. La fonction h est le quotient des fonctions u et v définies par :
u:xr» x24+3x-1letvixi 2x+4
La fonction & est une somme algébrique de fonctions dérivables sur [,
donc u est dérivable sur B avec u’(x)=2x+3 . D'autre part, v est une
fonction affine, donc v est également dérivable sur B avec v'(x)=2.
Enfin, v ne s’annule pas sur |-e<;— 2|, donc k est dérivable sur }-ee;-2|
et, pour tout réel x <-2,ona:
W(x)= W (x)v(x)—u(x)v'(x) _(2x+ 3)(2x+4)—(x2+3x-1)x2
| (v(x)) (2x+4)
224 8x+14  2AxP+4x+7) x24bx+7
T (4P 2(x+2P8 2(x+2)
4. La fonction j est la composée de la fonction affine y: x = 7x+Tola=7
par la fonction g : x - x* toutes deux dérivables sur [t. On a g*(x)=3x2.

Donc j est dérivable sur [t et, pour tout réel x, ona:
J(x)=7x3(7x+ 12 =21(7x+1)?

1. On étudie le signe de la fonction dérivée f.

@ Calcul de la fonction dérivée

Ona,pourtout xeR, f'(x)=2x3x2-3x2x-12x1+0=6x?-6x-12.
@ Etude du signe de la fonction dérivée

" estun trindbme du second degré admettant pour discriminant A =324
et donc x,=-1 et x, =2 pour racines.

On obtient donc le tableau de signes suivant.

| -1 2 4
f(x) t 0 = 0 i
@ Construction du tableau de variations
Dans le tableau de variations, on inclut une premiére ligne précisant le

signe de la dérivée f’: on en déduit, en dessous, les conséquences pour
les variations de f.

x -2 -1 2 &
£(x) | . 0 o 0 + |
£(x) 5 »13 B » 38

® Calcul des images par f
On intégre ces valeurs au tableau de variations.
f(-2)=2 f(=n=13 f(2)=-14 f(4)=38

2. D'aprés le tableau de variations, pour tout réel x de I'intervalle [-2; 4] :
» f(x)=38 et f(4)=238. Ainsi, le maximum de f sur[-2; 4] est 38, atteint
pour x=4.

* f(x)=-14 et f(2)=-14. Ainsi, le minimum de f sur [-2; 4] est —14,
atteint pour x=2.

Par ailleurs, la dérivée s’annule en changeant de signe en —1.

Ainsi, 13 est un maximum local de f.

On vérifie les résultats en tracant la représentation graphique de f sur [-2; 4].



Enoncé Optimiser une surface

Un vase en verre a la forme d’un parallélépipéde rectangle de hauteur 16 cm. Ce vase a une
contenance de 900 cm?.

Quelles dimensions doit-on donner a ce vase pour qu’il ait une surface en verre minimale ?
Justifier.

Solution

@ Interprétation des contraintes
En notant x et y les dimensions, en cm, du rectangle de base de ce vase,

son volume V s’exprime par V =16xy or ¥V =900cm? d’ou 16xy=900

soit y = 2 g La surface en verre de ce vase est alors égale a:

- 16x 3 Ly H e
A(x)= Agpep + 24,55 + 2Apccr /1 /]
=xy+2x16x+2x 16y Ef . F/
900 225 :

=¥+32A‘+32KE qa] i WO

900 1800 { Sy
= —E-' +32x+ T‘ A m B
@ Etude des variations et des extremums éventuels de A
Cnm!;:lte ten}u du N 0 75
probléme modélisé, le
réel x est strictement

positif. On étudie alors

Signe de 32x? -1800 | | = ﬂ +
Signe de x? 0 + +

Signe de A’(x) - 0 +

les variations de A sur
I"intervalle ]0;+eo .
Cette fonction est
dérivable sur cet

Variations de A

intervalle et, pour toutréel x >0,0na:
i 1800 32x?-1800
A'(x)=32-——= ;.
Ainsi, aprés étude du signe de cette dérivée, on peut déduire les variations
de A.
@ Retour au probléme et conclusion

Le vase a une surface en verre minimale lorsque x=7,5cm. On a alors
225 225

Lx  G4x75
7.5 cm et de hauteur 16 cm.

=7,5cm . Dans ce cas, le vase a une base carrée de coté

Lt

Enoncé
On considére la fonction f définie sur I'intervalle 1=[-13;2] par f(x)=

1. Calculer f’(x) pour tout réel x de l'intervalle I.
2. Etudier le signe de f’(x) sur I et en déduire le tableau de variations de la fonction f.

3. a. Montrer que, pour tout réel xe I, -2 < f(x)< %

b. Donner un encadrement de f(x) lorsque 1< x < 2.

Solution

1. La fonction f est une fonction rationnelle dont le denominateur
ne s’annule pas.
Elle est donc dérivable sur 1.
u(x)=-2x2+x+1 donc {u:(x) =—4x+1
v(x)=x2+6 v(x)=2x
On obtient, pour tout réel x de I :

calculatrice :

On pose

l

“2x2+x+1
x2+6

On veut vérifier le tableau
de variations a l'aide de la

"

J

F(x)= (—tx+1)%(x2+6)—(-2x2+ x+ 1) x (2x) _ —x2-26x+6
(x? +6)2 (2 +6)2

2. Etude du signe de f(x) surl

Pourtoutréelxdel,ona: (x2 +6)2 > 0. D’autre part, le trinéme

—x2-26x +6 admet deux racines réelles : x; = —13+5v7 et
x;=-13-57 et x, ¢[-13;2].

\des images f(x).

Point méthode

3. En exploitant le tableau de
variations d'une fonctionf, on
peut déterminer suivant les
valeurs de x, un encadrement

On déduit alors le signe de f’(x) et les variations de f sur L. Y,
On obtient le tableau de signes et de
variations ci-contre avec f(-13)=-2, * e 154 Sﬁ 1 2
f(z):_% et f(_13+5ﬁ]=0.19- Signede —x2-26x+6 | 1 O =
3. a. Du tableau de variations de f Signe de {x2+6)2 ‘ * ‘ VE
précédent, on déduit que pour tout Signe de f*(x) + 0 P

3 1 , ‘
reelxde[—13;2],—2Sf{x)$§. Veriations do f . .rf(—13+5-\ﬁ)' .
b. Comme =13+ 5+/7 <1, la fonction ariationsde f 2 S 05

f est décroissante surI'intervalle [1; 2]
doncsi 1< x=<2,dlors f(2)< f(x)=< f(1). De plus, f(1)=0 et f(2)=-0,5 d'ot -0,5< f(x)<0.



