Tale Maths Complémentaire - TD 2 - Continuité

: 1
Correction 1 ® La fonction f est continue sur I'intervalle [—3 ; g} ;

1. L’expression de la fonction f est donnée sous la forme ® La fonction f est strictement croissante sur
du quotient des deux fonctions u et v définies par: . 1

w(w) =3z +4 ; v(z)=a?+1 I'intervalle [73; ﬂ ;

qui admettent pour dérivées:

W(z)=3 ; o'(z)=2a ® Le nombre 1 est compris entre les images —3 et 3

D’aprés le corollaire du théoréme des valeurs intermé-

La formule de dérivation d’un quotient permet d’obtenir . ) . . .
diaires, I’équation f(z)=1 admet une unique solution

I’expression de la fonction f’ dérivée de la fonction f:

1
(=) o' (z)v(z) —u(z)v'(z) 3 (x?4+1) — (3-x4+4)-(2-x) sur U'intervalle [—3 ; g}
X)) = =
2 5 2
[u(w)] (x + 1) b.) Voici deux captures de 1’écran de la calculatrice lors
- 32243622 -8z _ —322-8x+3 de la recherche de la valeur approchée:
B 2 2 o 2 2 Plotl Plot2 Plot3 Y23l
(1; + ]_) (1; + ]_) A Gy
Le dénominateur étant strictement positif, déterminons g
le signe du numérateur qui est un polynéome du second E\Y3=
degré: , N -
A=b—4dac=(—8)" —4x(—3)x3 =64+ 36 = 100 .:x:: —
On a la simplification : \/Z: 100=10 — =
L . . . La valeur approchée recherchée est: —0,79
Le discriminant étant strictement positif, ce polynéme
admet les deux racines suivantes: Correction 2
-b—+A —b+ VA , ) i . )
L=y Ty = —H 1. (a.) L’expression de la fonction f est donnée sous la
forme du quotient des fonctions w et v définies par:
_—(=8)~10 _ —(=8)+10 w(@) =4z +3 ; v(z)=22+1
2x(-3) 2x(=3) qui admettent pour dérivées:
_8-10 8410 u(z)=4 ; v'(z)=22>
-6 -6 La formule de dérivation d’un quotient permet
=2 18 d’obtenir I'expression de la fonction f’ dérivée de la
T _6 R fonction f:
2
1 -3 () = w'(z)v(x) — UQ(JE)-U’(%) _ 4@ 41) - (4w ;L 3)-(2-)
3 [v(x)] (x2 + 1)
Le coefficient du terme du second degré étant stricte- dg?2+4—-822—6x —432—6x+4
ment négatif, le quotient définissant la fonction f’ admet = =
Ggati, le q d (22 11)° (2 11)°
pour signe:

i b.) Pour étudier le signe de la fonction f’, on s’intéresse
€ - -3 2 +00 au numérateur car le dénominateur est un carré et est
£(x) B + B donc toujours positif.

Le numeérateur est un polynoéme du second degré dont

le discriminant a pour valeur:
A =b2—4-ac=(—6)2—4x(—4)x4 = 36+64 = 100
® f(—3)= 3x(=3) +4 _ 944 -5 1 On a la simplification : \/K =+/100 =10

(=32+41  9+1 10 2

La fonction f admet les images:

Le discriminant étant strictement positif, ce polynéme

3><1 +4 admet les deux racines:
T P R N - /A b+ VA
3 1\2 1 149 10 1= —F5 Ty = —F—"—
(, +1 -+1 —2 = 2-a 2-a
3 ) 9 9  —(=6)—10  —(=6)+ 10
= 5><1g0 = g o 2x(—4)  2x(—4)
. L . 6—10 6+ 10
On obtient le tableau de variations de la fonction f: =3 = —3
T —00 -3 % +og = _—4 = E
-8 -8
2 1 — 2
Variation 2 )
de f Le coefficient du terme du second degré étant stricte-
) ment négatif, on a le tableau de signes ci-dessous:
—2 x —00 -2 % 400
2. (a.) La fonction f vérifie les propriétés ci-dessous: () B 4 B
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On a les images suivantes par la fonction f:

¥2=3

_—

a 0
~1.333333 ¥=3

Y2=3

Intersection
X=8.138E-15

_—

¥=3

4x(=5)+3 —-20+3 -—17
o j5y o XCDTE_ 048
(=5)2+1 2541 26
4x (=2 — —
o f(-2)— x(=2)+3 8+3:j:_1
(—=2)2+1 4+1 5
1
dx—+3
1 2 4
of(,)z 2 _ +3:i:5x,:4
)T T TS
2 4 4
4x5+3 20+3 23
® 5 = = = —
1) 52+1 25+1 26
On en déduit le tableau de variations:
T -5 -2 5

de

_ 17
26
Variation
f
1 23

=] M=

26

a.) Raisonnons par une disjonction de cas:
® Sur l'intervalle [—5 ; —2] :
La fonction est strictement négative: 1'équation
f(z)=3 n’admet aucune solution sur lintervalle
[-5:-2]
. 1 .
® Sur lintervalle {—2; 5}, la fonction f a les pro-
priétés:
2 la fonction f est continue sur [—2; 5],
> la fonction f est strictement croissante sur [—
1
2 5 7:| )
2
e la valeur 3 est comprise entre —1 et 4.
D’aprés le corollaire du théoréme des valeurs inter-
médiaires, il existe une unique solution « appar-
1
tenant & l'intervalle [—2; 5}
. 1 . . .
® Sur l'intervalle [5 ;5] , la fonction f a les propriétés:
. . 1
2 la fonction f est continue sur [5 ;5}7
= la fonction f est strictement croissante sur
1
53]
) 23
= la valeur 3 est comprise entre 6 et 4.
D’aprés le corollaire du théoréme des valeurs inter-
médiaires, il existe une unique solution (§ appar-
1
tenant & l'intervalle [5 ;5]
Ainsi, Péquation f(z)=3 admet deux solutions sur

I'intervalle [—5 ; 5] .

b.) Voici des captures d’écrans de la calculatrice:

Plotl Plot2 Plot2

E\Y1B( -4xx+3) (%%+1)
\Y2B3
ENYz=
ENY4=
ENYs=
\Ye=
EINY 7=
ENYg=

On obtient les deux valeurs approchées:
ar~—-133 ; =0

Correction 3

D’aprés le tableau de signes de la fonction f’ et sachant
qu’elle s’annule pour x=3, la fonction f admet le tableau
de variations suivant:

-

On peut compléter le tableau de signes de la fonction f sur
I'intervalle [1 ; 5] :

Variation
de f

T —00 1 3 5
f(z) - +

On effectue les raisonnements par ’absurde suivant :

® Supposons que la fonction f n’est pas strictement néga-
tive sur ]—oo ; 1]. Ainsi, il existe un nombre x appar-
tenant a l'intervalle ]foo ; 1} :

= tel que f(z)>0. Elle changerait de signe sur | —oco;1]
et par continuité, la fonction f s’annulerait sur cet in-
tervalle, ce qui absurde puisque la fonction f admet
un unique zéro pour r=3.

e tel que f(z)=0, ce qui est absurde car la fonction f
n’admet aucun zéro dans ’'intervalle ]—oo ; 1].

On en déduit que la fonction f est strictement négative
sur ] —00; 1] .

® Supposons que la fonction f n’est pas strictement posi-
tive sur [5 ; —l—oo]. Ainsi, il existe un nombre x apparte-
ment & I'intervalle [5 ; +oo[:

2 tel que f(z) <0. Elle changerait de signe sur [5;+o0
et par continuité, la fonction f s’annulerait sur cet in-
tervalle, ce qui absurde puisque la fonction f admet
un unique zéro pour r=3.

2 tel que f(z)=0, ce qui est absurde car la fonction f
n’admet aucun zéro dans ’'intervalle [5 ; 00 [

On en déduit que la fonction f est strictement positive
sur [5; —i—oo[

T —00 3

f(z) - +

Correction 4

1. L’expression de la fonction f est donnée sous la forme:
flz) =u(@)v(z) —e® —1
ou les fonctions u et v sont définies par:
ulz)=x ; v(z)=¢e"
qui admettent pour dérivées:
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W(z)=1 ; J(z)=¢€"

La formule de dérivation d’un produit permet d’obtenir

l’expression de la fonction f’

f'(@) =/ (2)-v(@) + u(z)-v' () —

e —0

=le"4+zxet—e*—0=e"+4 e’ —e¥ =g’

La fonction exponentielle étant positive sur R, on en
déduit que la fonction f’ est positive sur [O ;00 [

2. (a.) On a les valeurs approchées des deux images suiv-

antes par la fonction f:

® f0)=0xe’—-e’-1=0-1—-1=-2

® f(2)=2xe?—-e?—-1=¢e?>—-1=~6,39

De plus:

® la fonction f est continue sur [O ; —i—oo[

® la fonction f est strictement croissante sur [0 ; Jroo[

® le nombre 0 est compris entre les images par la fonc-
tion f des bornes de l'intervalle [0 ; 2}.

A Tlaide du corollaire du théoréme des valeurs inter-

médiaires, il existe un unique nombre « solution de

I'équation f(x)=0.

b.) Voici une capture d’écran:

V1=¥xe™H-a™¥-1

—

=1.278UEY5UT V=0

RoaT

On en déduit un encadrement a 'unité de la valeur de

a:
l1<a<?2.

3. La fonction f étant croissante sur [O ;s +00 [ et s’annulant
en «, on en déduit le tableau de signes de la fonction f:

T 0

«

+00

f(z) -
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