SOS maths - Tale - TD3

Correction 1 c

Les deux droites (d) et (d’) sont sécantes si, et seulement si,
il existe deux valeurs des paramétres t et ¢’ définissant les
coordonnées d’'un méme point.

Ainsi, ces deux valeurs sont solutions du systéme:

—t =4+ —t—t =4
“1-t=341 = —t—t' =4
5+3t = -1 3t =—6

De la troisiéme équation, on obtient la valeur de ¢:
3t =—6

,_ 6
3
t = —
En utilisant cette valeur dans la premiére équation, on a:
—t—t' =4
—(-2)—-t' =4
2—t' =4
—t'=2
t'=-2

Le couple (—2;—2) vérifie toutes les équations du systéme,
on en déduit que les droites s’interceptent. En utilisant le
paramétre —2 dans la représentation de la droite (d), on ob-
tient les coordonnées du points d’intersection des droites (d)
et (d'):

T = —(-2)
y= —1-(-2)
z =5+ 3><( 2) =

2
1

Ainsi: M (2 31 —1)
Correction2 &
1. Déterminons les coordonnés des deux vecteurs suivants:

—
® AB(xBp —TA;YB —YA:ZB — 2A)

=(1-2;0-0;3—(-1)) = (=1;0;3+1) = (—1;0;4)
_>
® AC(zc —za3Yc —yaszc — za)
=(2-2;1-0;1—(-1)) = (0;1;1+1) = (0;1;2)

En observant les abscisses des coordonnées de ces deux
vecteurs, on en déduit qu’il n’existe pas de réel o vérifi-
ant I'égalité:

AB = o-AC
On en déduit que les vecteurs AB et AC’ ne sont pas
colinéaires: les points A, B et C' définissent un plan.

2. Tout point du plan M vérifie la relation vectorielle:
—_— = —
AM =t-AB+t-AC outeR, t'eR
—
. Ii\;ecteur AM admet pour coordonnées :
AM (Tyr — TAYM — YA 2M — 24)
= (x—Z;y;z— (—1)) = (m—?;y;z—l—l)
—
® Pour tout point du M du plan (ABC), le vecteur AM

est un vecteur de ce plan. Ainsi, on a l'existence de
deux réels ¢ et t' vérifiant I’égalité vectorielle:

— =
AM =t AB+t-AC

—
Ainsi, le vecteur AM a pour coordonnées:

—
AM (tx(—l) +t’><0;t><0+t’><1;t><4+t’><2)

= (—t;t'; 4t +2t')

Par identiﬁgation des deux écritures des coordonnées du
vecteur AM, on en déduit le systéme d’équations suiv-

ant:
rT—2=—t T =—1+2
y:t/ —t y:tl
z+1 = 4t+2t z=4t+2t' -1

3. Pour que le point D appartiennent au plan (ABC), le
systéme ci-dessous doit admettre une solution :
1=—-t+2
-2 =1
—1=4t+2t' -1

De la premiére et seconde ligne, on obtient facilement la
valeur d’un couple (¢;#') qui est (1;—2). Il reste & véri-
fier que ce couple soit également solution de la troisiéme
équation :

dt 42t —1=4x14+2x(-2)—1=4—-4—-1=-1

On en déduit que le couple (1;—2) est solution de ce
systéme: le point D est un point du plan (ABC).

Correction 3 c

On a£§ coordonnées de vecteurs:
® AB = (T —TA;YB —YA;ZB — 2A) = (*5;3;72)

—
® AC = (zc —masyc —yaizc —za) = (—4;-1;-1)

_>
® AD = (zp —ZA;YD — YA;2D — ZA)
=(5-3;8—(—1);4-5)=(2;9; 1)

Pour étudier la coplanaiarité des point A, B, C et D, il faut
étudier ’équation suivante:
— —

a-AB+ -AC +~v-AD = 0

En étudions pour chaque coordonnées cette équation, on ob-
tient l’expression
a-(=5) + B-(—4) + 72 =0
a3+ p(-1)+ 9=0
a:(=2) + B:(=1) + 7(-1) =0

—5a — 48 + 2y =0 30a + 248 — 12y =0
— 30— B+9y=0 = { 30a — 108+ 90y =0
20— B— v=0 300 4 158 + 15y =0

3004248 — 127=0 3004248 — 12y =0

= 348 - 102v=0 = B— 3v=0
95— 277=0 B— 3y=0
30a + 248 — 12y = 0
=
{ 3y=-08

En choisissant la valeur 8=3, on obtient:

:>{ 30a+245— 12y= 0 :>{ 30+ 72 —-12x1=0
—3y=-3 vy=1

{3004 = 60 {oz =2
et —
7= 1 v =1

Ainsi, 'équation vectorielle admet notamment le triplet
(2;3;1) non-nul pour solution: on en déduit que les qua-
tre points ne sont pas coplanaires.

Correction 4 c
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Effectuons le calcul des distances de chacun des cotés du tri-
angle ABC':

® AB? = (vp—xa)*+ (yp —ya)’ + (yp — ya)®
= (=10)2+ (=3)2 +(=5)2 =100+ 9 + 25 = 134
® AC? = (xc —xa)*+ (yo —ya)* + (yc —ya)?
=(—2)2+224+12=4+441=9
® BC? = (xz¢ —x)* + (yo —yB)* + (yo — yB)?
=82 +524+6%=64+25+36=125
On remarque l'égalité: AB%=AC?*+BC?.

D’apres la réciproque du théoréme de Pythagore, le triangle
ABC est rectangle en C.

Correction5 &
1. On a les coordonnées suivantes des vecteurs:
—
® AB = (rB —ZA;YB —YA;ZB — 2A)
=(1-(-2);2-0; —1-1) = (3;2; —2)
—
® AC=(-2-(-2);2-0;2—-1) = (0;2;1)
On a le produit scalaire suivant :
AB-AC =3x0+4+2x2+ (-2)x1=0+4—-2=2

On a les longueurs suivantes:

© AB= /(x5 —xa)" + (ys —ya) + (28 — 24)°

/(1= (=2 +2-0°+(-1-1)
_ ATiTio JT
® AC=/024+224+12=10+4+1=1/5
2. On a la définition suivante du produit scalaire:

el T SN — —
AB - AC = | 4B]| - |AC]| - cos (4B AC)

Q:ﬁx\/gxcos(/l—é;fl—é)
— —>) :;
VIT-4/5

cos (AB s AC
A Taide des relations trigonométriques inverses:

(/@,14—&) =cos™! (\/1772\/5)

~ 7747
Ainsi, au degré prés, on a la mesure suivante:
BAC =177°

3. La mesure de l'angle BAC nest pas un angle plat; on
en déduit que les points A, B et C ne sont pas alignés.

Correction6 &
Déterminons les coordonnées des vecteurs suivants:
—
® EF (xp — ZE;Yr — YE; 2F — 2E)

=(1-2;-1-1;2—(-3)) = (-1;-2;5)

—
® EG (¢ —TE;Ye —YE:2G — 2EB)

= (-1-2;3-1;1—(-3)) = (-3;2;4)
On a les deux distances suivantes:
® FF = \/ :cp - acE)2 + ('yF - yE)2 (ZF - ZE)

/(-1 )’ +52=+/1+4+25=1/30

L]

L EGZ\/(CL‘G_mE)Q‘i‘(yG_yE)2+(ZG_ZE)2
TR iTiT T - v

. . H H .
Le produit scalaire des vecteurs EF et EG peut s’exprimer
de deux fagons:

— —

® EF -EG = —1x(—3)+(—2)x2+5x4 =3—4+20 = 19
— — — —

o BF.EC = EFxEGx cos (EF; BC)

30x \/@x CcoSs (E—F>',E—G>)

En identifiant les deux résultats obtenus pour le produit
scalaire de ces vecteurs, on obtient :

19 = \/30-/29- cos (BF: BC)

19

RRVETVT

3l
2

COS

(
cos ( ) =~ 0,6442

( ) O 6442)

(87 £C)

STRTINS)
2| “%1 3|

49,897°

22

— —
(EF ; EG) ~ 50°
L’affirmation est donc vraie.
Correction7 &
Déte@;nons les coordonnées des deux vecteurs suivants:
® AB(vB —TA;YB — YA 2B — 24)
(1—1 ; 1—0;1—0):(0; 1; 1)

&l

(yo —yasyc —yasze — 2a)
(7-1;2-0;-1-0)=(6;2;—-1)

La comparaison des abscisses de ces deux vecteurs permet

de montrer que les deux vecteurs AB et AC' ne sont pas
colinéaires entre eux.

Effectuons les deux produits scalaires suivants:
® AB o =0x(—1)+1x2+1x(-2)=04+2-2=0
o AC U = 6x(—1)+2x2 + (—1)x(~2)
—-64+4+2=0

%
Le vecteur u est orthogonal & deux vecteurs non-colinéaires
du plan (ABC), on en déduit que le vecteur u est orthogonal
au plan (ABC).

Correction 8 c

1. On a les coordonnées des deux vecteurs suivantes:

.>
o AB(xB—xA;yB—yA;ZB—ZA)
=(7-1;-1—(-1);—2—4)=(6;0; —6)
_>
° Ac(xc—wA;yc—yA;Zc—ZA)
=(1-1;5—(—1); —2—4)=(0;6;—6)

—
% remarque facilement que les deux vecteurs AB et
AC sont non-colinéaires: les points A, B et C' ne sont
pas alignés et forment donc un plan.

% .
2. Pour montrer que le vecteur n est orthogonal au plan, il
suffit de montrer que ce vecteur est orthogonal & chacun
— =

des vecteurs AB et AC':
—
® AB-n =6x1+0x1+(-6)x1=64+0—-6=0
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— N
® AC -1 =0x1+6x1+(—6)x1=0+6-6=0

. —
On en déduit que le vecteur n est un vecteur orthogo-
- =

%
nal aux deux vecteurs AB et AC': le vecteur n est un
vecteur normal au plan (ABC).

3. Le vecteur 7 étant un vecteur orthogonal au plan
(ABC'), on en déduit que le plan (ABC) admet pour
équation cartésienne, I’équation suivante:

r+y+z+d=0 oudeR

Le point A appartenant au plan (ABC), ses coor-

données vérifient 1’équation cartésienne de ce plan:
TAa+ya+24+d=0
1+(-1)+4+d=0
4+d=0

d=—4
Le plan (ABC) admet pour équation cartésienne:
r+y+z2—4=0
Correction9 &

Le plan médiateur du segment [AB] est le plan perpendic-

ulaire & la droite (AB) passant par le milieu I du segment
[AB].

Les coordonnées du point I sont données par la formule:
I<$A+$B Ya+yp ZA-I-ZB)
2 ’ 2 ’ 2

_ <2+(1) (=3)+1 (1)+0>

2 ’ 2 ' 2

(2N

\27 27 2/ \27 "7 2
—>

Le vecteur AB a pour coordonnées:

—

AB(xB—xA;yB—yA;ZB—ZA)

=(=1-2;1=(=3);0—(=1)) = (=3; 143 1) = (=3;4;1)

—
Le vecteur AB est un vecteur normal au plan médiateur du
segment [AB]; I'équation cartésienne de ce plan est de la
forme:
—-3z+4y+z+d=0 oudeR
Le point I appartenant a ce plan, ses coordonnées veéri-
fient I’équation de ce plan:

—3xr+4yr+z2r+d=0

1 1
—3><§+4><(—1)+ (—5) +d=0
3 1
5~ 4— 3 +d=0
—2—-44d=0
—6+d=0
d=6
Ainsi, le plan médiateur du segment [AB] admet pour ex-

pression :
—3rx+4y+2+6=0

Correction 10 c

1. Déterminons les coordonnées des deux vecteurs suiv-
ants:

.)
® AB(xp —TA;YB —YA;2B — 24)
:(3—1;—1—1;2—(—2)) :(2;—2;2+2) :(2;—2;4)

_>
® AC(zc —za3yc —yaszc — za)
=(0-1;2-1;1—(=2)) =(-1;1;142) = (-1;1;3)

Considérons le systéme suivant :

2 = kx(-1)
-2 = kx1
4 = kx3

Ce systéme n’admettant pas de solution, on en déduit
— =

que les vecteurs AB et AC ne sont pas colinéaires.
Les points A, B et C définissent un plan.

ﬁ
2. Considérons u (z;y;z) normal au plan (ABC). Ainsi,
%
le vecteur u doit étre orthogonal aux deux vecteurs AB

—
et AC. On en déduit les deux ﬂuations suivantes:
— — —
AB-u =0 AC-u =0
20 — 2y +42=0 —rx+y+32=0

Ainsi, les coordonnées du vecteur 7 doivent vérifier le
systéme d’équations suivant :

{2x—2y+4z=0 { 2 — 2y + 42 =10

-+ y+32=0 —2x + 2y + 62 =0

Par addition membre & membre des deux équations, on
obtient I’équation:
102 =0
z=0
Le systéme d’équation devient :
20 — 2y =0
{ -+ y=20

La seconde équation permet d’obtenir ’expression de x
en fonction de y:

—xz+y=0
—x=—y
=1y
. — , —
Ainsi, le vecteur u a pour coordonnées: u (x 1T 0)
. —
En prenant z=1, on obtient un vecteur u normal au

plan (ABC') et a coordonnées entiéres:
_)
U (1 i1 O)

%
3. Le vecteur u (1;1;0) étant normal au plan (ABC), ce
plan admet pour équation cartésienne:
r+y+d=0 oudeR

Le point D appartenant au plan (ABC), ses coordon-
nées vérifient I’équation du plan:

rp+yp+d=0

1+14+d=0
24+d=0
d= -2
Le plan (ABC) admet pour équation cartésienne:
r+y—2=0

Correction 11 c

On a:
4+ 2y — 2= -2 3z + 6y — 3z = —6
3z + y+22=-1 = 3+ y+2z=-1
r— y+3z= 3 3z — 3y + 92 = 9
3x+6y— 3z= —6
== oYy— bz= -5 —
9y —122=-15

3x+ 6y— 3z= —6
45y —45z=—-45
45y —60z=—-75
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3r+ 6y— 3z= —6 3r+ 6y— 3z= —6
:>{ 45y —45z=—-45 — 45y —45z=—45
15z= 30 z= 2
3rz+ 6y—3z= —6 3rx+ 6y—3z=-6
:>{ 45y —90=—-45 — 45y =45
z= 2 z= 2
3r + 6y — 3z = —6 3r +6 —6=-6
:>{ Y = 1 = Y = 1
z= 2 z= 2
3z = —6 x = -2
== Y 1 = Y 1
z= 2 z= 2

Correction 12 c

On a:
3z + y— z= 1 3+ y— z=1
T — y+2z= 2 = 3r — 3y + 6z= 6
-z + 5y — 92 = -5 3z — 1dy + 272z = 15
3z+ y— z= 1 3z+ y— z= 1
== dy— 7z2= -5 — 16y —282=-20
16y —282z=—-14 16y —282=-14

Par addition des deux derniéres équations, on obtient :
Oy — 0z = —6
Cette équation ne peut avoir de solution.
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