SOS maths - Tale spé - 09/09

Correction 1 25
1. Considérons la propriété P,, définie par:
12
’Pn: ((un — 1 + 5777

Montrons, & 'aide d’un raisonnement par récurrence,
que la propriété P, est vraie pour tout entier naturel n.

® Initialisation:
On a les deux valeurs suivantes:

12 12
On vient de montrer que la propriété Py est vraie.

® Hérédité:
Supposons la propriété P,, réalisée pour un entier na-
turel n quelconque. C’est & dire qu’on a ’hypothése
de récurrence:

nzl oy
U +5n

La définition de la suite (un) permet d’obtenir
lexpression du terme de rang (n+1):

1 4 1 12 4

i = gt =5 (14 5) 5

_l 112 04 5 12 12
5755 "5 5 Gl g

On vient d’établir que la propriété P, ;1 est vraie.

® Conclusion:
On vient d’établir que la propriété P,, est initialisée
au rang 0 et qu’elle vérifie la propriété d’hérédité.
A Taide d’un raisonnement par récurrence, on vient
d’établir que la propriété P,, est vraie pour tout en-
tier naturel n.

1
2. On a '’encadrement 0< 5 <1. On en déduit la limite:
1\n
lim (z) =0
el (5
On en déduit la limite:l2 L\
Jm = 1 2= i 112 (5)
=1+12x0=1
Correction 2 R
1. Considérons pour tout entier naturel n, la propriété P,

définie par:
Prn: “up <7

Montrons, a ’aide d’un raisonnement par récurrence,
que la propriété P,, est réalisée pour tout entier naturel
n.

® Initialisation:
Ona: uy=5<7
La propriété Py est vraie.
® Hérédité:
Supposons que la propriété P,, soit réalisée pour un
entier naturel n quelconque. C’est & dire qu’on a
I’hypothése de récurrence:
Up <7

Partons de la comparaison suivante :

Correction 3

up <7
1 <7
— Uy < =
3773
7
19
un+1<§
19
un+1<?<7
un+1<7

On vient d’établir la propriété P, 41.

® Conclusion:
La propriété P,, est initialisée au rang 0 et elle vérifie
la propriété d’hérédité. A l’aide d’un raisonnement
par récurrence, on vient d’établir que la propriété P,,
est vérifiée pour tout entier naturel n.

Considérons la propriété Q,, définie pour tout entier na-
turel n par la relation:
. “ b2
On: Up, K Up 41
Montrons, & 'aide d’un raisonnement par récurrence,

que la propriété Q,, est réalisée pour tout entier naturel
n.

® Initialisation:
Le terme de rang 1 a pour valeur:

1 5 17
u=gxotd=gtd=sg
On a la comparaison :
T
3
Ug < Uy

Ainsi, la propriété Q est vérifiée.
® Heérédité:
Supposons que la propriété Q,, soit réalisée pour un
entier naturel n quelconque. C’est a dire qu’on a
I’hypothése de récurrence:
Up < Upt1
Partons de la comparaison :
Up < Unp41

1 1
§~un < §~un+1

1 1
g'un +4 < g'un+1 +4

Un+1 < Un+4-2
On vient détablir la propriété Q,, 1.

® Conclusion:
La propriété Q,, est initialisée au rang 0 et elle vérifie
la propriété d’hérédité. A l’aide d’un raisonnement
par récurrence, on vient d’établir que la propriété Q,,
est réalisée pour tout entier naturel n.

La suite (un) est croissante et majorée. D’aprés le
théoréeme de convergence des suites monotones, on en

déduit que la suite (un) est convergente.

1. Considérons la propriété P,, définie pour tout entier na-

turel n par la relation:
Prn: “O<u, <2

Montrons, a l’aide d’un raisonnement par récurrence,
que cette propriété P,, est vraie pour tout entier naturel
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n.

® Initialisation:
De l'encadrement 0<1<2, on en déduit que la pro-
priété Py est vraie.

® Hérédité:
Supposons que la propriété P, est vraie pour un entier
naturel n quelconque. C’est a dire qu’on a I’hypothése
de récurrence suivante:

0< wu, <2

La fonction racine carrée est croissante sur Ry :
0< 2u, <4
\/6 <V2u, < \/41

0< Up+1 < 2
On vient d’établir que la propriété P, est vraie au
rang n+1.

® Conclusion:
La propriété P,, est initialisé au rang 0 et elle vérifie la
propriété d’hérédité. A ’aide d’un raisonnement par
récurrence, on vient de montrer que la propriété P,
est vraie pour tout entier naturel n.

2. Etudions le signe de la différence suivante:
un-i-l_un:\/%_un
Le facteur \/%—i—un est strictement postif:
(V2 ) (V2 4 )
V2u, + up
(V2un)® = (un)?  2un—u2  upe(2-uy)
Voun tun V2w V2un g

De I’encadrement obtenu & la question 1., on a:

Up >0 Up < 2 \/m+un>0
— Uy = —2
2—Up =22—2
2—u, =20

Ainsi, la différence de deux termes consécutifs de la suite
(un) a pour signe:
Up,* (2 — un)

Upyl — Up = —F7—
vV 2Up + U

On en déduit que la suite (un) est croissante sur N.

>0

Autre démonstration: étudier le signe de u,+1—u,
via la transformation algébrique:

Un+1 — Up = 2~un—un:\/§.@_(\/17n)2
= Vun (V2 = V/un)

3. La suite (un) est croissante et majorée par 2.
D’aprés le théoréme de convergence des suites mono-
tones, on en déduit que la suite (un) est convergente.

Correction 4 W

1. Voici les quatre premiers termes de cette suite:

® U():].

 ui= tupt0-2=x140-2=1 _9=_>
3 3 3 3

. uzzl-ul+1—2:1-(—§)+1—2:—§—1:-L4
3 3\73 9 9

2. (a.) Considérons la propriété P,, définie pour tout entier

naturel par:

Prn: “u, =207
Montrons, & 'aide d’un raisonnement par récurrence,
que pour tout entier naturel supérieur ou égal 4, la
propriété P, est vraie.

® Initialisation:
Le terme de rang 4 a pour valeur:
1 1 14
ug =gy +3-2= (-5 ) +1
4 1= 14 81_67>
TR TR TR Tl
La propriété Py est vraie.
® Hérédité:
Supposons que la propriété P,, est vraie pour un en-
tier naturel quelconque; c’est a dire qu'on a pour
hypothése par récurrence:
Up =0

Par définition des termes de la suite (un) :
Unt1 = 3-Un +n—2

Le rang n étant supérieur a 4:

1
>*'n 4-2
3u +
1
>§'un+2
Au rang n, on a u, >0
1
> —x0+2
3 +
>2>0

La propriété P, est vraie au rang (n+1).
® Conclusion:

La propriété P,, est initialisée au rang 0 et elle vérifie
la propriété d’hérédité. A 'aide d’un raisonnement
par récurrence, on vient d’établir que la propriété
P, est vraie pour tout entier naturel n.

b.) Soit n un entier naturel supérieur ou égal & 5; on en
déduit que (n—1) est supérieur ou égal a 4.
On a l'égalité:

1 1
un:§~un,1+(n—1)—2:g-un,l—i—n—i’)

Puisque n—12>1, de la question précédente:

1
> =x0 -3
gxOtn
>n—3
c.) On a la limite: lim n—3=+c0
n——+oo

A l’aide de I'inégalité obtenue & la question précédente
et par les théorémes de comparaison des suites mono-
tones, on a:

lim w, =400
n——4o00

Correction 5 SRR

1. Pour tout entier naturel n, on a:

unH—un:(un+2-n+2)—un:2~n+2>0

Ainsi, pour tout entier naturel n, on a:
un+1 2 Up,

a.) Considérons la propriété P,, définie pour tout entier
naturel n par:
Pr: “up >n?
Montrons a I'aide d’un raisonnement par récurrence,
que la propriété P,, est vraie pour tout entier naturel
n.
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® Inialisation:
Pour n=0, on a: up=2>0?
On vient de montrer que la propriété Py.
¢ Hérédité:
Supposons que la propriété P, est vraie pour un
entier naturel n quelconque; c’est & dire qu’on a
comme hypothése de récurrence:
Up > n?
Par définition des termes de la suite (un) :
Up41 = Up + 2.0+ 2

>n242n+2
>n242n+2>n24+2n+1
>n2+2n+1

> (n+1)’
On vient d’établir que la propriété P, .1 est vraie.
¢ Conclusion:
La propriété P, est initialisé au rang 0 et elle vérifie
la propriété d’hérédité. A I'aide d’un raisonnement
par récurrence, on vient de montrer que cette rela-
tion est vraie pour tout entier naturel n.

b.) D’aprés la question 1., que la suite (un) est crois-
sante.
De la comparaison obtenue a la question 2. (a.) et

de la limite lim n?=+o00, on obtient , d’aprés les
n——400

théorémes de divergence des suites monotones, la lim-
ite de la suite (un) :

lim w, = +oco
n+——+oo
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