Les Nombres Complexes — Tale STi2D

A) Forme algébrique d'un nombre complexe
1) Définition d'un complexe

Définition : 11 existe un ensemble noté C , appelé ensemble des nombres
complexes ou imaginaire, qui possede les propriétés suivantes :

* D’ensemble des nombres réel R estinclusdans € soit RcC

* D’ensemble C posséde un élément noté i tel que i’

 toutélément z de C s’écrit demaniére unique sous la forme
algébrique z=a+ib ou a et b sontdesnombres réels

* D’addition et lamultiplication des réels se prolongent aux nombres
complexes en remplacant i~ par (1)

Notations :si z=a+ibeC et a,beR alors
e« a=WNR(z) estlapartieréellede =z
. b=3(z) estla partie imaginaire de =z

exemples :
e si z=—2+3i alors R(z)=—2 et I(z)=3

« si z=4 alors R(z)=4 et J(z)=0 ainsi z€R
e si z=—5i alors R(z)=0 et JI(z)=—5 ainsi z€iC

2) Addition & multiplication de nombres complexes

Propriété : Soit z et z' deux nombres complexes de formes algébriques :

z=a+ib et z'=a'+ib’' ;alors z+z'=(a+a')+i(b+b")
Définition : Soit z et z'
z=a+ib et z'=a'+ib' ;alors zXz'=(aa'—bb')+i(a'b+ab’)

exemples :
e si z=—243; et z'=1-4j alors z+z'=—1-i
e si z=—2+43i et z'=1-4i alors
Xz =(=2+3i)(1—4i)=—2+3i+8i—12i"=—2+11i+12=10+11i

Remarque : il est souvent préférable d'effectuer le calcul du produit de 2
complexes sous la forme "directe" au lieu d'applicable la "formule"

deux nombres complexes de formes algébriques :

3) Représentation dans le plan complexe

Définition : Dans le plan muni d’un repére orthonormé direct :
* atout nombre complexe z=a+ib ,onassociele point M (a,;b) et

le vecteur OM (Z)z W qui sont le point image et vecteur image de z

e atoutpoint M (a,;b) etvecteur W(Z)=ﬁ on associe le nombre

complexe z=a+ib appelé affixe de M et affixe de W
* Le plan est alors appelé le plan complexe ou plan d’Argand-Cauchy

représentation graphique :
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4) Représentation dans le plan complexe

Propriétés : Le plan complexe est muni d’un repere orthonormé direct
(O;u,v) Soitlespoints A4 et B d’affixes z, et z, alors:

* levecteur AB apour affixe zz—z,
Z,+2Z,

* lemilieude [A4B] a pour affixe

« soit w(z),w'(z') 2vecteurset k€ER alors l'affixe de wW+w' est
z+z' etlaffixede kw est kz

exemples : Soient A(2—i), B(1+3i),C(4+i) 3 points du plan complexe
o laffixede AB est —1+4i
o laffixede AB+AC est 1+6i
» ['affixe du milieu de [BC] est: 2,5+2i



B) Forme géométrique d'un nombre complexe
1) Module & conjugué d'un complexe

Définition : On se place dans le Plan Complexe muni d'un repére (O, #,7)
Soit z=a+ib uncomplexe de point image M

- On appelle module du complexe z le réel positif |z|=0M =+/a’+§
* On appelle conjugué du complexe z le complexe z=a—ib

Rque : un CE)rnplexe z etson iR

conjugué z ont le le méme module Axe des imaginaires purs

! =a+ i
exemples : Soit z=3-4ie€C /‘r(z i lb)

* lemodulede =z est
l2l=V3"+(-4) =5

* leconjuguéde =z est -
z=3+4] Axe des Féels

e limagede z est A(3;-4)

e limagede z est B(3;4) M (a—ib)

2) Propriétés du conjugué
Propriété : Soit z=a+ibeC dans le plan complexe muni d'un repére
* Unnombre complexe =z estréels'il est égal a son conjugué z=z
soit encore  J(z)=0

* Un nombre complexe z estimaginaire pur s'il est égal a I'opposé de
son conjugué z=—Z% soitencore R(z)=0

exemples : soit z=(2—m)+(m°—1)i ;déterminer la valeurde m pour que
z€IR puislavaleurde m pourque z€iC

. z€R donc z=z donc m°—1=0 donc m=—1 ou m=1
. z€IC donc z=—z donc 2-—-m=0 donc m=2

3) Propriétés algébriques du module

Propriétés : Soit un complexe z€C avec z=a+ib ;alorsona
. |zXz'|=|z|x]|z|" et pourtout neN , |z"
1] 1 z

z| I z'

=zf’

et

!

z

:||Z||, pour tout z'#0
z

Propriétés : Inégalité triangulaire

Pour tout complexes z et z' du plan complexe :

=i
On se place dans un repére orthonormé [O, u, v ]du A

plan complexe.

Soit les points M(z), M'(z') et M"(z + 2').

Soit les vecteti‘O_M\‘ﬂ\et OM' (') et le vecteur
somme OM + OM' = OM" est d'affixe (z+ 2.
Ainsile quadrilatére OMM”M’ est un parallélogramme.
Linégalité |z + 2’| < |z| +|2'| signifie que

OM" < OM + MM"

d’oi1 le nom de cette inégalité.

A

|Z+z'|<|z|+|z '|

M

(),-'\g[’.:f"': |2+ 2'|

“Mi(z)

OM = |z|

-1

3 4 5 6

Rque : dans le cas particulier ot |z+z'|=|z|+|z'] alors z'=kz

4) Argument d'un complexe

Définition : On appelle argument de z , noté M(z)
arg(z) , toute mesure en radians de I’angle de ¥ |——---~-~- -
vecteur (i,0M)=0 avec O€]—x, x| P |
Ao
exemple : soit z=1+i€C alors N A N arg(z) :
lzZl=V1'+1°=V2 et arg(z)zE : o
4 > l
Ol u 1
exemples graphiques :
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Rques :

* si z€R alorssonargumentestOou

* si ze€iC alors son argument est
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ou
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5) Propriétés des Arguments d'un complexe

Propriétés : Soit un complexe z€C avec z=a+ib ;alorsona

1. =z est un réel non nul si et seulement si T+ 8 %
arg (z) =0 [2m]ouarg(z) =n [27]. 4 i
9 [}
2. z est un imaginaire pur non nul si et seulement si Ffi Vv 1 % g ' i
T =1 — - :
arg (z) = - [27] ou arg (2) = = [27]. a E_ 1[ S ) 0 1‘
] 1
3 |arg(z) = —arg (z) [27] ot s LR !

M'(-z) -b M“(Z
4. |arg(—2) = arg(z) + 7 [27] ‘

C) Equations du second degré
1) Equations dutype z’=a avec a€R

o s, r . , ~ - - . 2
Propriétés : Soit a un nombre réel. On cherche a résoudre 1’équation z"=a

* Si a=0 alors il existe une seule solution z=0

« Si >0 alors il existe 2 solutions réelles : z=—+va ou z=va

* Si a<0 alorsil existe 2 solutions complexes imaginaires pures :
z=—1i |a| ou z=i |a|

exemples : on donne les équations de degré 2 suivantes

. z’=4 donne z=-2 ou z=2
e 7z’=—9 donne z=-3i ou z=3i

2) Equations du type az’+bz+c=0

o s, . , . 2 . N
Propriétés : Soit I’équation az'+bz+c=0 d’inconnue z ,oua, b etc sont

des réels avec a#0

Le discriminant de cette équation est leréel A=h’—4ac

. a4 . —b
 Si A=0 alors il existe une seule solution Z0=5,
a

« Si A>0 alors il existe 2 solutions : z, ——b—VA , zZ:L\/A
2a 2a
* Si A<O0 alors il existe 2 solutions complexes :

. :—b—ix/w . :—b+ix/W
! 2a > 2a

exemples : on donne les équations de degré 2 suivantes
o —4z+4=0 ; A=0 ; z=2
«  Z22-5z+44=0 ; A=9>0 ; z=1 ou z=4
e Z4+2z+45=0 ; A=-16<0 ; z=—1-2i ou z=—1+2i

D) Forme trigonométrique d'un complexe
1) Définition de la forme trigonométrique

Définition : Soit un complexe nonnul z ;onnote |z|=r et arg(z)=0
on appelle écriture trigonométrique du complexe z: z=r(cos0+isin0)

exemples : on établit le passage de |' « algébrique » au « trigonométrique »

« z=1+i donne zzxﬁ(cosﬁﬂ'sin%)
: z=i donne z=cos%+isin%
« z=—v3+i donne z:2(cos_2n+isin2Tn)

2) Déterminer une forme trigonométrique

Propriétés : Soit un complexe z€C avec z=a+ib et z=r(cosO+isin0)
Alors on a les relations suivantes :

. a=rcosO et b=rsin0 avec r=\/a2+b2
. cos(e)Z% et sin(0)= 2b -
a +b a +b

exemples : déterminer la forme trigonométrique des complexes suivants

e  z=1+i donne r=V1’+1°=V2 ; cos(@)zL_zQ et
B V2§ 2
sin(E)):LfZJ—2 donc 6=Z donc z=v2(cosZ+isinZ)
V2 2 4 4 4
. z=—+3+i donne r=\/(—\/§)2+12:2 ; cos(e)z_T@ et
sin(B)Z% donc 62% donc z=2(cos_2n+isin27n)



3) Propriétés des arguments
Propriétés : Soit z,z'€C ; on a les propriétés suivantes
. arg (zXz')=arg(z)+arg(z') et arg(z")=narg(z)

o arg(Z)=arg(2)-arg(z") et arg(L)=—arg|2)
z z
. arg(—z)=arg(z)+m et arg(z)=—arg(z)
exemples : donner 1'écriture algébrique puis trigonométrique des complexes
définis par les points images ci-dessous
schéma type

v Mz
: arg(-2)
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E) Forme exponentielle d'un complexe
1) La Notation exponentielle complexe

Définition : Soit un complexe nonnul z ;onnote |z|=r et arg(z)=0
on appelle notation exponentielle complexe de z: z=re"’

exemples : déterminer la notation exponentielle des complexes ci-dessous

i |
7 4 P 1
. z=1+i donne z=+2e |B(e'2)
iZ Ao~ M)

—_ — 2 .

. z=i donne z=e :
=27

;m2m
. z=—+3+i donne z=2e °*

T

. z=2-—2i donne z:2\/§elT

T

. z=1+v/3i donne z=2 elg

2) Applications de la Notation exponentielle
Propriétés : les Formules d EULER
i0 —i0 i0 —i0
e +te . e
et sinO=

Pour toutréel O on alesrelations: cosf=

21

explications : on met en relation les formes trigonométriques et exponentielles
d'un méme complexe z : z=r(cosO+isinf) et z=re'’

donc re'’=r(cos@+isin®) donc e'’=cosO+isin®

avec l'angle —0 onobtient e ’=cosf—isin0

car cos(—0)=cos(0) et sin(—0)=—sin(0)

e i —i e
on déduit alors que e'’+e*=2cos0 donc cos BZT

i0 —i0
e —e

A~ [0 —i0 .« . .
deméme,ona e —e "=2isin® donc sinf= 5
i

Propriétés : les Formules de MOIVRE
Pour tout réel 0 et tout entiern: (cos@+isin0)'=cos(n0)+isin(n0)

explications :ona (¢'")'=e" donc (cosB+isin®)"=cos(n0)+isin(n6)

3) Linéarisation de lignes trigonomeétriques

Principe : Grace aux formules de Moivre, on peut trouver des relations entre les
puissances des sinus et cosinus de multiples des angles concernes

Exemples : on obtient facilement les reations suivantes pour tout x€IR

(oL, 1
cos (x)—2+2cos(2x) et sin’(x) 5 2cos(2)c)

303 1 .30 3. 1
cos (x)—4cos(x)+4cos(3x) et sin (x)—4s1n(x) 4s1n(3x)

explication :  cos’(x)

[l
—_

el‘x+eiix3 13 ix . —ixv3_ Ly ix, —ix3
1ot ierve=bere s
((eix)3+3(eix>2.(e—ix)+3(eix).(e—ix)2+(e—ix)3)

(e31x+3 esz‘e—1x+3 etx.e—21x+e—31x)

O |— 0|— 0O|— o|—

((e3ix+e—3ix)+3(eix+e—ix))

(2cos(3x)+6 cos(x)):%cos(x)+%cos(3x)



