TD - Suites et Récuurences - Terminale spé maths

Correction 1

1. Considérons la propriété P,, définie par:
Prn: “up =07

Montrons, & 'aide d’un raisonnement par récurrence,
que la propriété P,, est vraie pour tout entier naturel n
supérieur ou égal a 4.

® Initialisation:
Voici les premiers termes de la suite (un) :

B ug = 1
1 1 5
B U =g+ 0—2=-x1-2=_2
U1 = grto 3% 6
1 1/ 5
B Uy = - 1—2:7(—7) 1-2
2 U2 3 uy + 3 5 +
5 23
18 18
> 1 1929 1 ( 23)+2 9 23
Uaqa = —-U —_ = —| —— j— e p—
873772 3\ 18 54
> s 432 1(2%+1
Up = —U N R S R
R T 3\ 54

23 1 162 23 139

162 162 162 162
On vient d’établir que la propriété P, est vraie.
® Hérédité:
On suppose que la propriété P,, soit réalisée pour un
entier naturel n quelconque supérieur ou égal a 4.
C’est a dire qu’on a I’hypothése de récurrence:
Uy =0
n étant supérieur ou égal & 4, on peut écrire:
n=(Mm-—-4)+4 oun—4=0.
D’aprés la définition du terme de rang (n+1) de la
suite (un), on a:

1 1
un+1:g-u,L+n—2:§-un+(n—4)—|—4—2

1
= g-un+(n—4)—|—2
L’hypothése de récurrence donne u,, >0
>0
Car u,41 est la somme de terme positif.
On vient de montrer que la propriété P, 1 est vraie.

® Conclusion:
La propriété P,, est initialisée au rang 4 et elle véri-
fie la propriété d’hérédité. A 'aide d’un raisonnement
par récurrence, on établit que la propriété P,, est vraie
pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 4.

2. (a.) On a:
21
Un41 = —2'Un+1 + 3(TL + 1) — ?
1 21
:szwm+nf2)+&m+1y~5

2 21
:—g-un—2-n+4—|—3~n—|—3—?

PR (PP L

1
La suite (un) est une suite géométrique de raison 3

b.) Le premier terme de la suite (vn) a pour valeur:
21 2125

UOZ—2~UO—|—3'0—?:—2 5 5

Ainsi, le terme de rang n de la suite géométrique de

raison — et de premier terme 5 a pour valeur:

_ 25 (1)n
=53

Ainsi, on a:

21
vy = —2-Uy, + 31— >
3 +21 2
Up — 3N+ — = U,
2
1 3 21
Un =75 n o=y
25 (1)” 3 21
un_—in — — R —
4 \3 2 4

Correction 2

1. (a.) D’aprés la définition des termes de la suite (vn) :
Up = Up41 — Up = (un+2~n+2) — Uy =21+ 2

b.) Etudions la différence de deux termes consécutifs de
la suite (vn) :
Upg1 — U = [2:(n+ 1) +2] — (2n+2)
=2n+242—-2n—-2=2
On en déduit que la suite (vn) est une suite arithmé-
tique de raison 2 et de premier terme:
vo=u1 —up = (0+2x04+2) —0=2

2. Considérons la propriété P,, définie pour tout entier na-
turel n par la relation:
Pn: “Sp=Mm+1)(n+2)"
Montrons, & 'aide d’un raisonnement par récurrence,
que la propriété P,, est vraie pour tout entier naturel n.

® Initialisation:
On a:

0
So=Y vme=w=2 ; (0+1)(0+2)=1x2=2
k=0

On vient de montrer que Py est vraie.
® Hérédité:
Supposons la propriété P, vraie pour un entier na-

turel n quelconque. C’est & dire qu’on a ’hypothése
de récurrence :

5.-%

k=0
e Etudions le terme de rang n+1:
n+1 n
Sn+1 = ka = (ka) + Vpg1
k=0 k=0

D’aprés ’hypothése de récurrence :
= (n+1)(n+2) +2:(n+1) +2
=n?+2n+n+2+2n+2+2=n*>+5n+6
2 [(n+1)+1][(n+1)+2] = (n+2)(n+3)
=n?+3n+2n+6
=n2+5n+6
On en déduit I’égalité:
Snr1=[(n+1) +1][(n+1)+2]
On vient de montrer que la propriété P, 1 est vraie.
® La propriété P, est initialisée au rang 0 et elle vérifie
la propriété d’hérédité. A D'aide d’un raisonnement
par récurrence, on vient de montrer que la propriété
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‘P, est vraie pour tout entier naturel n.

Correction 3

Considérons la propriété P,, définie pour tout entier naturel
n non-nul définie par:
Pp: “a"—1=(z—-1)(1+z+---+a" 1)

Démontrons, a ’aide d’un raisonnement par récurrence, que
la propriété P,, est vérifié pour tout entier naturel n non-nul:
® Inialisation:
Au rang 1, on a:
Bl —1l=2x-1
= (:cfl)(l) =x—1
La propriété P; est vérifiée.
® Hérédité:
Supposons que la propriété P, est vérifiée pour un en-
tier naturel n non-nul quelconque. C’est a dire qu’on a

I’hypotheése de récurrence:
"—1= (xfl)(1+x+~~+x”71)

On a:
Ml — 1 =gt — g n — 1

=z" —a"+ (z-1)(1+a+22+- 2"}
x”-(x—l)+(x—1)(1+x+x2—|—-~-—|—x"—1)

(x_1>{xn+(1+x+x2+...+xn—1)]

=(z-1)(1+z+2+ 42" 42"
La propriété P, est établie.

® Conclusion:
La propriété P, est initialisée au rang 0 et elle vérifie
la propriété d’hérédité. A I'aide d’un raisonnement par
récurrence, on vient d’établir que la propriété P, est
vraie pour tout entier naturel n non-nul.

Correction 4

1. Considérons la propriété P,, définie par:
12,
Pn : =1+ 57
Montrons, & 'aide d’un raisonnement par récurrence,
que la propriété P, est vraie pour tout entier naturel n.

® Initialisation:
On a les deux valeurs suivantes:

1
On vient de montrer que la proprlete Po est vraie.
® Hérédité:
Supposons la propriété P,, réalisée pour un entier na-
turel n quelconque. C’est & dire qu’on a ’hypothése
de récurrence :

La définition de la suite (un) permet d’obtenir
Pexpression du terme de rang (n+1):

1 4 1 12 4
e = St g = 2 (14 50) + ¢

5 5 5 5n 5
_l,112 4 5 12, 12
5 55% 5 5 5ol Fn+tl

On vient d’établir que la propriété P, ;1 est vraie.

¢ Conclusion:
On vient d’établir que la propriété P,, est initialisée
au rang 0 et qu’elle vérifie la propriété d’hérédité.
A Taide d’un raisonnement par récurrence, on vient
d’établir que la propriété P,, est vraie pour tout en-

tier naturel n.

1
2. On a 'encadrement 0< 3 < 1. On en déduit la limite:

n——+o0o n——+o0o 5 n+——+o0o

im (+)" =0

n——o00 5

On en déduit la limite:

12 1\7
lim w,= lm 14+ — = hm 1—|—12< )

=1+12x0=1

Correction 5

1.

On considére la propriété P,, définie pour tout entier na-
turel n par:

L3 13 1,
Poi S =g 4(5)

Montrons, a ’aide d’un raisonnement par récurrence,
que la propriété P,, est vraie pour tout entier naturel n
non-nul.

® Initialisation:

Pour n=1, on a les deux valeurs:
3 13

3 13 1

:’1 7——(> = — — — X —
u =0 1 1\5 11755
3 13 15 13 2

1

T4 20 20 20 20 10
On vient d’établir que la propriété P; est vraie.

® Héreédité:

Supposons la propriété P,, soit vérifiée pour un entier
naturel n non-nul quelconque. C’est a dire qu’'on a
I’hypothése de récurrence:

“":Z_§(5)

La définition de la suite (un) donne une expression
du terme de rang (n+1), on a:

oo~ b= L~ 5 ]
= En T = e T 1 \5 5

1 13 3

51(5) *s

L (7>n+1+2 E_E( )n+1

4 \5 20 20 4 \5

SR 0N

On vient de montrer que la propriété P, 1 est vraie.

3

20
3

20

® Conclusion:

La propriété P,, est initialisée au rang 1 et elle vérifie
la propriété d’hérédité. A l’aide d’un raisonnement
par récurrence, on vient d’établir que la propriété P,
est vraie pour tout entier naturel non-nul.

1
On a 'encadrement 0 < 3 < 1. On en déduit la limite:

Jim(5)" =0

On en déduit la liimite suivante:

lim u, = lim §7E<l)n*
'm—1>+oo nin>—>+c>o4 4 5 o

Résolvons 'inéquation suivante :

Feuille 259 - http : //mboquet.chingatome.fr ()EaE


https://creativecommons.org/licenses/by-nc/4.0/deed.fr

13
la fonction logarithmique étant croissante:

n[(5)] < ()

() < (2207

Comme O<%<17 on a: ln(%) <0:

m@%?7)
n(3)
(2238

On a la valeur approchée: “1(13)) ~ 10,7:

n >

1

n =11

Ainsi, I'inégalité recherchée est réalisée a partir du rang
11.

Correction 6

1. Considérons pour tout entier naturel n, la propriété P,
définie par:
’Pn : “un g 7’7

Montrons, & l'aide d’un raisonnement par récurrence,
que la propriété P,, est réalisée pour tout entier naturel
n.

® Initialisation:
Ona: uy=5<7
La propriété Py est vraie.

® Hérédité:
Supposons que la propriété P,, soit réalisée pour un
entier naturel n quelconque. C’est & dire qu'on a
I’hypothése de récurrence:

Up <7
Partons de la comparaison suivante :
Up <7
1 7
3UnS 3
1 7
3 Un +4 < 3 +4
19
Upt1 < 3
Upt1 < ? <7
Un+41 < 7

On vient d’établir la propriété P, 1.

® Conclusion:
La propriété P, est initialisée au rang 0 et elle vérifie
la propriété d’hérédité. A l’aide d’un raisonnement
par récurrence, on vient d’établir que la propriété P,
est vérifiée pour tout entier naturel n.

2. Considérons la propriété Q,, définie pour tout entier na-
turel n par la relation:
Qn : “un < un+1,7

Montrons, & 'aide d’un raisonnement par récurrence,
que la propriété Q,, est réalisée pour tout entier naturel
n.

® Initialisation:
Le terme de rang 1 a pour valeur:

1 7
U1:§X5+4:*+4:7

o3 3
On a la comparaison :
5 < 17
3
U < Uy

Ainsi, la propriété Q est vérifiée.
® Hérédité:
Supposons que la propriété Q,, soit réalisée pour un
entier naturel n quelconque. C’est & dire qu’on a
I’hypotheése de récurrence:
Up, < un+1
Partons de la comparaison :
Up < Upa1
1 1
§~un < §~un+1
%-un +4< éunﬂ +4
Un+1 < Un+2
On vient détablir la propriété Q,, 1.

® Conclusion:
La propriété Q,, est initialisée au rang 0 et elle vérifie
la propriété d’hérédité. A D'aide d’un raisonnement
par récurrence, on vient d’établir que la propriété Q,,
est réalisée pour tout entier naturel n.

3. La suite (un) est croissante et majorée. D’aprés le
théoréme de convergence des suites monotones, on en
déduit que la suite (un) est convergente.

Correction 7

1. Voici les quatre premiers termes de cette suite:

oL
2
oy Lt 211
2x1 2 2 2
oy 2tl, 313
2%2 4 2 8
RS K SR B
2x3 6 8 4

2. (a.) Considérons la propriété P,, définie pour tout entier
naturel non-nul n par la relation:
'Pn . Mun 2 077
Montrons, & 'aide d’un raisonnement par récurrence,
que la propriété P,, est vraie pour tout entier naturel
non-nul.
® Initialisation;
Pour n=1, on a:
Uy = = 2 0
La propriété P, est vraie.
® Hérédité:
Supposons la propriété P,, est vraie pour un entier
naturel n non-nul quelconque. C’est a dire qu’on a
I’hypothése de récurrence suivante:

Feuille 259 - http : //mboquet.chingatome.fr ()EaE


https://creativecommons.org/licenses/by-nc/4.0/deed.fr

Up = 0
Pour tout entier naturel n, on a:
n2—.i;1 1 >0
uy, étant positif, on a:
n+1
2n
n+1
2n
Up 41 2 0
On vient de montrer que la propriété P,y est vraie.

Up = OXuy,

Uy =0

¢ Conclusion:
La propriété P, est initialisée au rang 1 et elle véri-
fie la propriété d’hérédité. A ’aide du raisonnement
par récurrence, on vient de montrer que la propriété
P, est vraie pour tout entier naturel n non-nul.

b.) Etudions le signe de la différence suivante:
n+1 n+1
Up+1 — Up = ‘Up — Up = ( - 1)un
2:n 2:n
n+1—2n 1—n
_u — .
2:n " 2:n
Or, pour tout entier naturel n non-nul, on a:
up =20 ;3 1—m<0
On en déduit le signe de cette différence:

n+1 1—n
Un+1 — Un = I Up — Up = 2 “Up, go

Up,

Ainsi, la suite (un) est décroissante sur N*.

c.) La suite (un) étant positive, elle est minorée par 0.
Ainsi, la suite (un) est décroissante et minorée, on en
déduit que la suite (uy) est convergente.

3. (a.) Etudions I'expression du terme vy, :

n+1
Y :um_lzﬁ'u”:n—l—l.u 1
ol n+1 n+1 2n " n+41
1 1wy, 1

7'“” —_ — - —.’Ijn
2n 2 n 2
On vient de démontrer que la suite (vn) est une suite

1
géométrique de raison 5 et dont le premier terme a

pour valeur :
U1 1

1 2
b.) D’aprés la question précédente, la suite (’Un) a son
terme de rang n qui admet pour expression :
1 1\n—1 1
w=3x(3) =%
On en déduit expression du terme u,, de rang n en
fonction de son rang:

v =

Un
Up = —
n
Up = Up N
1
n
Up = %

Correction 8

1. (a.) On a:
1 1 2 17
= 3x050 = —x2+3x1l==-+3=—
U1 5 ug + 3%0, 5 X2+ aX 5 + 5
b.) Considérons la propriété P, définie pour tout entier

naturel n par la relation:
15
Pr: “uny = ZXO,S"”

Montrons, & 'aide d’un raisonnement par récurrence,
que la propriété P,, est vraie pour tout entier naturel

n.
® Initialisation:
17 15 15 1 15
=_—=34 ; —x05l="x-=—"=12875
uy 5 ) ) 4 XU, 4 X 2 ] 9

La propriété P; est vraie.
® Heérédité:
Supposons la propriété P, vraie pour un entier na-

turel non-nul n quelconque. C’est & dire qu’on a
I’hypothése de récurrence:

n 2 7)(07571
iy

Partons de cette comparaison :

15
> . n
Uy, = 1 x0,5

L (o)

g
3
WV

Ol = Ot =
AN R W R W ot

S
3

> —x0,5"

1
£ otin +3X0,5" > Tx0.5" + 3x0,5"

w

w1 > (7 + 3) % 0,5"

—_
(@3

Un4-1 2 07577,

—x
4
De la comparaison 1>0,5:
15
Up41 X1 > ZXO’5HXO’5

15
Un4-1 2 Z X075n+1

La propriété P, 41 est vraie.

¢ Conclusion:
La propriété P, est initialisée au rang 1 et elle vérifie
la propriété d’hérédité. A 'aide d’un raisonnement
par récurrence, on vient de montrer que la propriété
P, est vraie pour tout entier naturel n non-nul.

2. On a les transformations algébriques suivantes :

1
Upt1 — Up = (gun + 3><O,5") — Up,

1 4
= (5 = 1)un +3x05" = —Zun +3x05"

1
De la question 1., on a —u, < — Z5><0,5”

15 15
< - n n < (__7 . n
< = X057 +3x0,5 \( . +3) 0,5

3
< —Sx0,5" <0
4><

3. De la question [1., on en déduit que les termes de la suite

(un) sont positifs.
De la question 2., on en déduit que pour tout entier
naturel n:
Upt1 — Un <0
Up+1 < Up
D’aprés les théorémes de convergence des suites mono-
tones, on en déduit que la suite (un) est convergente.

Correction 9

1. Voici les quatre premiers termes de cette suite:

® yuy=1
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o ui=tupr0_2= w110 2=t _o9-2
i =go 3 T3 ‘773
© uy = Ty t1 2—1(5)+1 o 2 g 1
v —3\3 9 T
o uy= sup+1 2—1(14)+2 P
Us =312 3\ o7

2. (a.) Considérons la propriété P,, définie pour tout entier
naturel par:
Prn: “up =07
Montrons, a ’aide d’un raisonnement par récurrence,
que pour tout entier naturel supérieur ou égal 4, la
propriété P, est vraie.

® Initialisation:
Le terme de rang 4 a pour valeur:
1 1 14
wg =gy +3-2= (-3 ) +1
14 - 14 81_67>
TR TR TR Tl
La propriété P, est vraie.
® Hérédité:
Supposons que la propriété P,, est vraie pour un en-
tier naturel quelconque; c’est a dire qu’on a pour
hypothése par récurrence:
Uy = 0

Par définition des termes de la suite (un) :

Un+1:§'un+n_2
Le rang n étant supérieur a 4:
1
27' n 4*2
3u +
1
Au rang n, on a u, >0
1
> —x0+2
3 +
2220

La propriété P, est vraie au rang (n+1).

¢ Conclusion:
La propriété P, est initialisée au rang 0 et elle vérifie
la propriété d’hérédité. A I'aide d’un raisonnement
par récurrence, on vient d’établir que la propriété
P,, est vraie pour tout entier naturel n.

b.) Soit n un entier naturel supérieur ou égal & 5; on en
déduit que (n—1) est supérieur ou égal a 4.
On a l'égalité:
1 1

Up=—Up1+(n—1)—2==wup_14+n—3

3 3
Puisque n—12>1, de la question précédente:
1
>n—3

lim n—3=+4o00
n——o00

c.) On a la limite:

A Taide de I'inégalité obtenue & la question précédente
et par les théorémes de comparaison des suites mono-
tones, on a:
lim w, = 400
n——4o00

Correction 10

1. Pour tout entier naturel n, on a:
Upt1 — Up = (un+2~n+2) —U, =2n+22>0

Ainsi, pour tout entier naturel n, on a:

Up+1 2 Unp

2. (a.) Considérons la propriété P,, définie pour tout entier
naturel n par:
Pn: “up >n?”
Montrons & ’aide d’un raisonnement par récurrence,
que la propriété P,, est vraie pour tout entier naturel
n.

® Inialisation:
Pour n=0, on a: ug=2>0?
On vient de montrer que la propriété Py.
® Hérédité:
Supposons que la propriété P,, est vraie pour un
entier naturel n quelconque; c’est & dire qu’on a
comme hypothése de récurrence:
Up > n?
Par définition des termes de la suite (un) :
Up41 = Up + 2.0+ 2
>n?+2n+2
>n?24+2n+2>n2+2n+1
>n?+2n+1
> (n + 1)2
On vient d’établir que la propriété P,, ;1 est vraie.
® Conclusion:
La propriété P, est initialisé au rang 0 et elle vérifie
la propriété d’hérédité. A 'aide d’un raisonnement
par récurrence, on vient de montrer que cette rela-
tion est vraie pour tout entier naturel n.

b. D’aprés la question [1., que la suite (un) est crois-
sante.
De la comparaison obtenue & la question 2. (a.) et

de la limite lim n?=+o0, on obtient , d’aprés les
n+——+o0o

théorémes de divergence des suites monotones, la lim-
ite de la suite (un) :
lim w, = +oo
n+—-+o0o

Correction 11

1. Considérons la propriété P,, définie pour tout entier na-
turel non-nul n par la relation :

Pui > V2

Montrons, & 'aide d’un raisonnement par récurrence

k) 9
que la propriété P,, est vraie pour tout entier naturel n
non-nul.

® Initialisation:
_:1( +2>_1(1+2)_1(1+X2>
tr=g\mms) 72\ 1) T2y

1132502
La propriété P; est vraie.
® Hérédité:
Supposons la propriété P, est réalisée pour un entier
naturel non-nul n quelconque. C’est & dire qu’on a
I’hypothése par récurrence:
Uy = \/§
De la comparaison :
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U, = /2

La fonction f est croissante sur [y/2; 400
Flun) = F(V2)
Uns1 > F(1/2)
Unt1 > /2

On vient de montrer que la propriété P, 1 est vraie.

® Conclusion:
La propriété P, est initialisée au rang 1 et elle vérifie
la relation d’hérédité. A ’aide d’un raisonnement par
récurrence, on vient d’établir que la propriété P,, est
vraie pour tout entier naturel non-nul.

On a les transformations algébriques:
R e RERE {CRR)
z)—rx=—|lz+—-)—zx==(z+—-—2z
2 z 2 T

1(2_x>_2—ﬁ__u@+wﬂ¢5—m
2 \x 2z 2z

On obtient le tableau de signes de cette différence sur
]0 ; —|—oo[:

x —00 —\/5 0 \/5 +o00

2 — 2 - + + -

flz) —= + -

Ainsi, on vient d’établir que sur l'intervalle [\/5 ; —|—oo[:
f@)—z <0

flz) <z

La question 1. a permis montrer que tout entier na-
turel n non-nul, le terme u,, appartiennent & I’intervalle

[V/2;+oo].
Ainsi, d’apreés la question (2., pour tout entier naturel n
non nul, on a la comparaison :

flun) < up
Par définition de la suite (un), on a:

Unp+1 < Unp
On vient d’établir que la suite (un) est décroissante a
partir du rang 1.

D’aprés la question 1., la suite (un) est minorée par
V2.

D’aprés la question précédente, la suite (un) est décrois-
sant & partir du rang 1.

D’aprés le théoréme de convergence des suites mono-
tones, on en déduit que la suite (un) est convergente.

Correction 12

On considére la propriété P,, définie pour tout entier na-
turel n , par la relation:
Pun: “up >0

Montrons, & 'aide d’un raisonnement par récurrence,
que la propriété P,, est vraie pour tout entier naturel n.

® Initialisation:
On a ug=4, donc ug>0.
On en déduit que la propriété Py est vraie.

® Hérédité:
Supposons que la propriété P,, est vraie pour un en-
tier naturel n quelconque. Ainsi, on a I’hypothése de
récurrence suivante:

Up >0
On a:

1 5 1 )
it =5 (1 + ) =5 (o)
1

2’“"’(1 + i)

n
Or chaque facteur de ce produit est strictement posi-

5
tif: u, >0 1+7<1
u'ﬂ/

On en déduit: wu,41>0
La propriété P, 1 est vraie.

® Conclusion:
La propriété P,, s’initialise au rang 0 et elle vérifie la
propriété d’hérédité. A 'aide d’un raisonnement par
récurrence, on vient d’établir que la propriété P,, est
vraie pour tout entier naturel n.

Considérons la propriété Q,, définie pour tout entier na-
turel non-nul n par la relation:

Ou: “un— /320

® Initialisiation:
On a ug=4; ainsi, wug > \/g = uo—\/520
La propriété Qg est vraie.

® Hérédité:
Supposons que la propriété Q, est vraie pour un
entier naturel n quelconque. C’est a dire qu’on a
I’hypotheése de récurrence: un—\/520

1 5 1 5
s = VB= g (unt ) = 5 (umt ) V5

1 u2 —24/5
-(un+i—2\/5):§-u” 5 Up +5
Up

Un
1 (un - \/5)2
Up

On a montré a la question précédente que u, était
strictement positif; ainsi, le quotient est positif. On
en déduit :

Un+1 — \/E) = 0
On vient de montrer que la propriété 9,41 est vraie.

N | =

® Conclusion:
La propriété Q,, est initialisée au rang 0 et elle vérifie
la propriété d’hérédité. A l’aide d’un raisonnement
par récurrence, on vient de montrer que la propriété
Q,, est réalisée pour tout entier naturel n.

Considérons la propriété R,, définie pour tout entier na-
turel m non-nul et par la relation:
1
Rn : “un - \/g g 27”
Montrons, & 'aide d’un raisonnement par récurrence,
que la propriété R, est vraie pour tout entier naturel
non-nul.

® Initialisation:
Le terme de rang 1 de la suite (un) a pour valeur:

1 5 1 5 1 16+5
w= e 2) =4y 22100
0

2 2 4 2 4
21

8
L’utilisation de la calculatrice permet d’obtenir la

valeur approchée suivante :
21
u1—\[:§— 5~ 0,39

On en déduit I'inégalité suivante:
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ul—\/g<i

91
Ainsi, la propriété R; est vraie.
® Hérédité:
Supposons que la propriété R,, est vraie pour un en-
tier naturel n non-nul quelconque. C’est & dire qu’on
a ’hypothése de récurrence suivante :

1
un*\/5<27n

Etudions la différence suivante:

1 )
Vo, 5 V5
2

tn Ty g

.(i_ﬁ)
— 5 (= VB) + 3+ (2 - V5)

La propriété étant vraie au rang n, on a:

1 1 1/5 1 1 5—+/5u,
by (V) b

N= N~ N

— 2% T\ 2 w,
L1 VBB
_2"+1+§X Uy,

A la question 2., on a montré: un—\/520
< 1
= 2n+1
On vient d’établir que la propriété R,1 est vraie.

® Conclusion:
La propriété R,, est initialisé au rang 1 et elle vérifie
la propriété d’hérédité. A l’aide d’un raisonnement
par récurrence, on vient de montrer que la propriété
R., est vraie pour tout entier naturel non-nul.

4. Ainsi, a l'aide des questions [2. et 3., on obtient
I’encadrement pour tout entier naturel n non-nul:

0<un—¢5<2—n

VE< <\/5+2in

On a les deux limites suivantes:

i VE=V5 sl Vo g =B

n——+oo

D’aprés le théoréme des gendarmes, on en déduit la lim-
ite suivante:

Correction 13

1. Considérons la propriété P, définie pour tout entier na-
turel n par la relation:
Pr: “O<v, <3

Montrons, & 'aide d’un raisonnement par récurrence,
que la propriété P,, est vraie pour tout entier naturel n.

® Initialisation:
On a les encadrements:
0<1<3 = 0O0<v,<3
La propriété Py est vraie.
® Hérédité:
Supposons la propriété P, vraie pour un entier na-
turel n quelconque. C’est & dire qu’on a ’hypothése
de récurrence:
O0<v, <3

Partons de I’encadrement :
o< v, <3
0> —v, >-3

6+0>6—v, >6—-3
6>6—v, >3

1

6 — vy,
9

6 — vy,

<

Wl Wl

< <

< vpg1 <3

W N W DO O
A\

1< < Up+1 <3

2
1< vpp1 <3
La propriété P, 41 est vraie.
® Conclusion:
La propriété P, est inialisée au rang 0 et elle vérifie la
propriété d’hérédité. A 'aide d’un raisonnement par
récurrence, nous venons de montrer que la propriété
‘P, est vraie pour tout entier naturel n.

2. (a.) Etudions la différence consécutive de deux termes
de la suite (vy):

B 9 B B 970n~(67vn)
Un41 — Un = 6—u, Un = 6——1:”
B 32 — 6-v,, + vy, 2 - (3—%)2
a 6 — v, 66—,

b.) D’aprés la question précédente:

(8 —vn)”

6 — v,

Le numérateur du quotient étant un carré, il est posi-
tif. D’aprés la question (1., les termes v,, sont majorés
par 3: on en déduit que le dénominateur est stricte-
ment positif.

Un4+1 — Up =

Ainsi, la différence de deux termes consécutifs de la
suite (vn) est positive: la suite (vn) est croissante.

3. La suite (vn) est une suite croissante et majorée par 3.
D’aprés les théorémes de convergence des suites mono-
tones, on en déduit que la suite (vn) est convergente.

Correction 14

1. On a les termes suivans:
® Uy =Hu; —6ug =5HX8 —6x3 =40 — 18 =22
® u3 = bug — 6uy = 5%x22 —6x8 =110 — 48 = 62
2. On considére la propriété P,, définie sur N par la rela-

tion:
P “u, = 2™ 4+ 2x3™7

Montrons, & l'aide d’un raisonnement par récurrence,
que la propriété P,, est vraie pour tout entier naturel n.

® Initialisation:
On a les deux valeurs:
w=3 ; 2942x3°=14+2x1=14+2=3
On vient d’établir que la propriété Py est vraie.
® Hérédité:
On suppose que la relation P,, est vraie pour un entier
naturel n quelconque. C’est a dire que 'hypothése de
récurrence est:
Uy = 2" + 2% 3"
Ainsi, on a
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D’aprés la définition de la suite (un), on a:
Up4+1 = 5un — 6'Un,1

=5-(2" +2x3") —6- (2" +2x3"71)

=5x2" +10x3" — 6x2"~1 — 12x37~!
=5Hx2" 4+ 10x3" — Ix2™ —4x3"
= 2x2" 4 6x3" = 2"+ 4 2% 3nt!
On vient d’établir que la propriété P,, est vraie pour
tout entier naturel n.

® Conclusion:
La propriété P, est initialisée au rang 0 et elle vérifie
la propriété d’hérédité. A l’aide d’un raisonnement
par récurrence, on vient de montrer que la propriété
P, est vraie pour tout entier naturel n.

3. Puisque 2 et 3 sont deux nombres réels strictement
supérieur a 1, on a les deux limites:
lim 2" =400 ; lim 3" =400
n——+oo r—>—+00
On en déduit la limite:
lim w, = lim 2™+ 2x3™ = +oc0
r—+00 Tr—+00

Correction 15

1. (a.) On a:
3 3
oSt 5 5 5 3
_ 0 _ = -2 _
1+ 2-ug 1+ 2x0 1+1 2 4
3 9 9
I S o SR SR
L= _ _ _ 4
1+2x2 142 2
taxp g3
9 2 9
= — X - = —
47510

b.) Considérons la propriété P,, définie pour tout entier
naturel n par la relation:
Pn: “0<u,”
Montrons, & I’aide d’un raisonnmenent par récurrence,
que la propriété P,, est vraie pour tout entier naturel
n.
® Initialisation: 1
De la comparaison 0< ok on en déduit que la pro-
priété Py est vraie.
® Hérédité:
Supposons que la propriété P,, est vraie pour un
entier naturel n quelconque. C’est & dire qu’on a
I’hypothése de récurrence suivante:
0<uy,
On en déduit les signes des expressions suivantes :
3u,>0 ; 1+2-u, >0
On en déduit : _ 3Un_
n en déduit: up41= T2, >0
On vient de montrer que la propriété P,, est vraie.
¢ Conclusion:
La propriété P,, est initialisée au rang 0 et elle vérifie
la propriété d’hérédité. A I'aide d’un raisonnement
par récurrence, on vient de montrer que la propriété
P, est vraie pour tout entier naturel n.

2. (a.) Etudions la différence suivante:

3-uy, 3t — up- (14 2-up)

UnJrl_un:m—un: 1+ 2u,
U —up — 2-up? _ 2up — 2-u,2
1+ 2-uy, 142w,
B 2'un~(1 — un)
T 14 2w,
De la comparaison u,, >0, on en déduit:
1+2wu, >0

De la comparaison u, <1, on en déduit:
1=y >0 = 2-uy-(1-up) >0
On en déduit la comparaison suivante:
2 Uy, - (1 — un)
14 2-u,
Upt1 — Un >0

>0

Up+41 > Uy
Ainsi, la suite (un) est croissante.

b.) La suite (un) est croissante et majorée par 1.
D’aprés le théoréme de convergence des suites mono-
tones, on en déduit que la suite (un) est convergente.

Correction 16

1. Considérons la propriété P,, définie pour tout entier na-
turel n:
P, : “pour tout nombre nombre réel x tel que = >0,
ona: (1+z)">1+n-a”
Etablissons que cette propriété est vraie pour tout entier
naturel n a ’aide d’un raisonnement par récurrence :

® Initialisation:
Soit x un nombre réel strictement positif:
14+z)°=1 ; 1+0xz=1
On vient d’établir la comparaison :
(1+2)° > 14 0xx
On vient d’établir que la propriété Py est vérifiée.
® Heérédité:
Supposons que la propriété P, est réalisée pour un
entier naturel n quelconque. C’est a dire qu’on a
I’hypothése de récurrence suivante:
“Pour tout zeR% :  (1+x)" >14+n-2”
On a les comparaisons suivantes :
(14+z)" > 14nw
Le nombre 1+x est positif:
14+2)"1+4+2)=21Q+nz)(l+2x)
A+2)"" ' >1+z+nz+na?
1+2)""t > 1+ (n+1)x+na?
Or, le terme n-22 est positif ou nul:

Al+2)" "t >1+(n+1)a
On vient d’établir que la propriété P, est vraie au
rang n+1.

® Conclusion:
La propriété P,, a été initialisée au rang 0 et elle véri-
fie la propriété d’hérédité. A l’aide d’un raisonnement
par récurrence, on montre que la propriété P,, est véri-
fie pour tout entier naturel n.

2. Prenons un nombre réel ¢ supérieur ou égal a 1. On
peut écrire le nombre ¢ sous la forme d’une somme:
g=1+xz ouzel0;+oo|
A Taide de I'inégalité de Bernoulli, on a 'inégalité:
"=014+z)"=21+nz
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Or, on a la limite: lim 14n-x=+4o0.
n—-+00

D’aprés les théorémes des comparaisons des limites, on
obtient la limite:
lim (14 2)" =400

n——+oo
On en déduit: lim ¢" = +o0
n——+o0o
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