Tale spé SOS Maths — Suites & Fonctions — Corrigé Nov 2022
Les Suites
Ex1 =2t =0
X1 U= u’1+2 et U=
Partie A -
2u,+1 _2u,+4—4+1 2(un+2)—3_2 3 =0
Uy = U +2 U +2 U +2 = U +2 pour tout n=
on pose la relation de récurrence : (P,) :" VneN , O<u,<l "
Initialisation :
uy=0 donc O<u,<1 donc (P,) est vérifiée
Hérédité :
On suppose que pour un certain rang 7 , (P,) est vérifice
1 1 1
donc O<u,<1 donc 2<u,+2<3 donc == <—
" 3 wu+2 2
-3 _ -3 _-3 1 3 1
—< <— —<2——-xI1 —< <
donc 2 Su+2 3 donc > ) donc 0<2 u,,, <1

n

donc (P,M) est encore vérifiée

Conclusion :
la suite (u,,) est minorée par 0 et majorée par 1

3 (2—u,)(2+u,)-3 4—u=3 l1—u
Z'tn+1_un:(2_—)_ n: = =
u,+2 u,+2 u,+2 u,+2
or 0<u,<l donc O<ui<l donc 1—ui>0 et u,+2>0

(u,)

ainsi la suite (u,) est croissante et majorée ; d'apres le théoréme de
"convergence monotone" on déduit que (u,) est convergente vers une limite L

donc u,.,—u,=0 donc la suite est croissante

d'apres le théoréme du "point fixe" on vérifie que L= Z—ﬁ
donc L—Z:% donc (L—2)(/+2)=-3 donc L[*—4=-3
donc L’=1 or 0<L<1 donc L=I

Partie B :
On pose la suite (v,) défini p=te ]
n pose la suite (v,) définie par ]
3,3
d u,,—1 u,+2 u,+2 u,+2—3 u,—1 1
Vv = = = = = =—V
One BT A 3 3 3(u+2)-3 3(u+1) 3"
2-— 41 3-— Uk n
u,+2 u,+2
. . : _1 _
ainsi (vn) est une suite géométrique de raison q—g etde ler terme v,=—1
1. u,—1 wu,+1-2 2
=—(= . = = =1-
donc v, (3> > Or Y u 1l u,+1 u,+1
-2 -2 2
—1= +l=—= =—1-
donc Vv, w1 donc u, S donc u, v 1
ainsi _(l) 1 (l)+1 or nlrgo - =
3
donc la suite (u,) est convergente et lim un——1+% 1
Ex2:
u _cos(2n) 1<cos(2n)<1 d —1 u,s !
=—F—— ;ona: —I< < onc —=SU,S—=
Y i ST
or lim \/7—0 d'aprés le théoréme " des gendarmes" :  1im #,=0
n>+o n+0
u,=n’—4(—1)" ;ona: (—=1)'<l donc —4(—1)'>-4
donc u,>n"—4 or 1}31 (n*—4)=+o0
d'aprés le théoréme de "majoration" : nl_i)rﬂo u, =+
u,=n+l—cos(n) ;ona: —l<cos(n)<I donc —1<—cos(n)<l

donc n<u,<n+2 or lim (”):"'OO
n=>+ow
lim u,=+o0

n=>+ow

d'aprés le théoréeme de "majoration" :



y :n+@—ﬂn_2

, e —1<(=1)"'<1 donc n—1<n+(—1)'<n+l
e

,ona:

n—1 <n+(—1)"< n+1

or n’—1>0 désque n=2 donc —

=1 -1 n—1
1 —1) 1
donc <n+£ )< donc L—2<un< -2
n+l n—1 n—1 n+l n—
. 1 .
or lim (727072572 et lim (7 =2)=0-2=2

lim u,=—2

n=>+o0

d'apres le théoréme " des gendarmes" :

Ex3:
P1: FAUX car la suite (u,) définie par u,=(—2)" n'est pas majorée et elle
ne tend pas vers +infty puisqu'elle est divergente fortement (suite chaotique)

. o —1 .
P2 : FAUX car la suite  (u,) définie par u, 27 est croissante et pourtant elle
tend vers 0

P3 : VRAI en considérant la contraposée : "Si la suite est majorée alors elle ne
tend pas ver +o "

P4 : FAUX car la suite (u,,) définie par u,=n+2 cos(n) tend vers +oo
pourtant cette suite n'est pas monotone

Les Fonctions

Ex1:
2
f(x>=)1c+3 ;  f estdéfinie et dérivable sur R \{I}
—X
2x)(1=x)=(=1)(x* 240
dérivée : f’(x):( x)( x) ( . )(x +3): x + x2+3
(1-x) (1—x)

points critiques : f'(x)=0 donne —x*+2x+3=0 et x#I
A=16>0 alors x;=—1 et x,=3

signe de la dérivée : (1—x)’>0 et —x’+2x+3 estpositifentre —1 et3

Tableau de variations :

X — 00 -1 1 3 +o0
F'(x) SRR R
+00 +o0o vy Y -6
f
) —®© oo
2e) 1w
Limites : 1 (x)= T —x
1 1
x(==1)  —-1
X X
3 1 1+%
lim (1+=)=1 lim (=—1)=—1 donc lim ( al )=-1
X+ X x>+ X X2+ l—l
X

ot lim (x)Zioo donc

lim f(x)=+0 o lim f(x)=—o0

¢ _lax+b)(1-x)+c

x=>+oo x>+
x'+3
asymptotes : [ (x)= =ax+b+
1—x 1—x
2
done f(x):(—a)x +(a—b)x+(b+c)
1—x
—a=1 a=—1 a=—1
a—b=0 donc {—1-b=0 donc b=—1
b+c=3 b+c=3 —1+c=3
donc f(x)=—x—1+
1—x
or lim (f(x)=(=x—1))=lim —2+—=0

X+ x>t 1—x

donc

1—x

; par identification on obtient

a=-—1
b=—1
c=4

donc la droite (d) d'équation y=—x—1 estune asymptote oblique a la

courbe C, aux voisinagesde —® etde +o

de plus la droite (d ') d'équation x=1 est une asymptote verticalea C,




5 5 f estdéfinie et dérivable sur R \{-3}

civie . £ '(x :(x+3)2—2(x+2)(x+3):(x+3)—2(x+2):—x—l
dertvée: f'(x) (x+3)° (x+3)  (x+3)

points critiques : f'(x)=0 donne —x—1=0 et x#—3 donc x=-1

signe de la dérivée :

X — -3 -1 +00
—x—1 + + 0 -
(x+3)° - 0 + 0 +
f(x) - I + 0 -

Tableau de variations :

X —00 -3 3 +00
f'(x) - | + 0 -
0 Y 0,25
f
» —0 | = A0
) x(1+2) | 1+2
Limites : f(x):(x+3)2: ;C z:;x ;2
* (1+2) (1+2)
x x
2
5 1+;

or lim (1+2):1 lim (1+§) =1 donc lim
x>+ X x>+ X x>+ (1+3)

de plus lim (l):() donc on obtient : xl_i)lfw f(x)=0

x>+ X

asymptotes :
on déduit alors que la droite (d) d'équation y=0 est une asymptote
horizontale a la courbe C, aux voisinages de —© etde +o

de plus la droite (d') d'équation x=-—3 estune asymptote verticalea C,

fx)==

" ; f estdéfinie et dérivable sur R
X +

3 +)=2x () xM3x7 xP(x7+3)
(x*+1) (x*+1)*  (x*+1)

points critiques : f'(x)=0 donne x*=0 ou x’+3=0 donc x=0

dérivée : [ '(x)

signe de la dérivée : x’>0 , x’+3>0 et (x’+1)>0 donc f'(x)=0

Tableau de variations :

X —00 0 +00
f'(x) + 0 +
+00
y
f y 0
— 0
3 3
(X) X X X
. . . - 2 - -
Limites : x'+1 (1+—) 1+
X x
or lim (1+-5)=1 | lim (x)=2® gope lim f(x)=2e
X+ X x>+ x=>+o0

2
asymptotes : f (x)=— :ax+b+03§+d:(ax+b)(x2+1)+cx+d
x+1 x+1 x"+1

X’ +(b)x*+(a+c)x+(b+c+d)

donc f(x)z(a)

; par identification on obtient

i +1

a=1 a=1 a=1 a=1

b=0 b=0 b=0 b=0

gt =0 donc l+c=0 donc c=—1 donc c=—1
b+c+d=0 c+d =0 —1+d =0 =0

) X ) ) —X

on vérifie que f(X)=x——— or lim (f(x)=(x))=lim —=—=0

x+1 X+ xdHo )X +1

donc la droite (d) d'équation y=x estune asymptote oblique a la courbe
C, aux voisinagesde —© etde +o



;f estdéfinie et dérivable sur R

_—5e"(1+2e")—2e"(3—5¢€") _ —1le"

dérivée : /f'(x) (1+2¢") (1+2€")
points critiques : f'(x)=0 donne —11¢*=0 cela est impossible !

signe de la dérivée : ¢*>0 et (1+2¢")°>0 donc f'(x)<0

Tableau de variations :

X —00 —-0,7 +00
f'(x) - | -
3
f > 0,26
> _25
Limites : f(x):3—5ex et flx)= 3e_x -
1+2e e +2

or lim (3=5¢")=3  lim (1+2¢")=1 gonc lim (f(x))=3

x> - x> - x> —o

de méme lim (3¢ =5)=—5 o lim (e "+2)=2 gopc lim (f(x))=-2,5

X+ X400 X+

asymptotes :
on déduit alors que la droite (d) d'équation y=3 est une asymptote
horizontale a la courbe C, au voisinage de —®

de méme la droite (d) d'équation y=-—2,5 estune asymptote horizontale &
lacourbe C, auvoisinage de +o

rque : ce type de fonction est appelée "fonction logistique"

Ex 2 : Calculs de limites

F ()= Prx

en —®

f(x):\/x3(—1+%+

or lim |X|:+OO (1), lim X(

xX=>—o0

donc par composée avec la racine

1

X>—o X

1 1.1
—2)=|x|.\/x(—1+—+—2)
X X

X

1

—1+—+—2):+oo

X

lim 4/ x(— 1+1+L2):+oo
x>—o0 X Xx

puis par produit avec (1) : xlir_nw fx)=+w

f(x)=e*> en +o

lim (5-2x°)=—o0

et lim e’ =0

x>+ X>—0
donc par composée : lim / (x)=0
x>+
1—x
X)= en —©
Flomy 1%
1o
lim ~—X=lim X =0 ¢ limVX=0
xX>— 1+x x>—o X=0
—+X
x

donc par composée :

_ 1
f(X)_—\/l—xz en

liI}l f(x)=0

-1

si x>—1 (prochede —1 )alors

1—x*>0

done lim V1—-x*=0" o lim d o

x=>—1"

donc par composée :

X0

lim f(x)=+m
x>—1"



1 T+—
hm (nx.'- ): hm —x =7 et thOSX:—l

Y- X=>n

X>—w 1

X
donc par composée lim f(x)=n
xX=>—o0

e

f(x):cos(ix) en +o

lim L:() ot limcos X =1

o lim f(x)=1
o Y0 donc par composee 17

-2
f(x)=e™ en —3" et -3

. -2 . X _ . —
lim —==+0w ¢t lim "=+ Jonc par composée hmrf(x)—+oo
=3 X+ X+ x>-3

=2 o . _
lim —==-o0 ¢t lim " =0 donc par composée 1M ./ (x)=0
x>-3" x+3 X —oo x>-3

f(x):\/ﬁ en +oo

lim (4—x)=-0 o lim e*=0 donc par composée  lim e =0’

x>+ X>— x>+

de plus lim v X =0 donc par composée )}E}}w f(x)=0

X0

2
Ex3: f(x)Z% ; f estdéfinie et dérivable sur R \{-1}

(2x=3)(x+1)=x’+3x—1 _x’+2x—4
(x+1) (x+1)

points critiques : f'(x)=0 donne x’+2x—4=0

dérivée : f'(x)=

A=18>0 donc xlz%@:—l—ﬁ et x,=—1+V5

signe de la dérivée : x’+2x—4 estnégatifentre X, et x, pour x#—I

Tableau de variations :

X —© X -1 X, + 00
f'(x) - 0 + I + 0 —
; 3955 +00 0
% 2 00 4.0,5
*—3x+l x_3+l
Limites : /(x)=2—2""= X
x+1 1 1
X

or lim (x—3+l>:ioo , lim (1+l):l donc l_i)m (x):ioo

x=>*oo X x>+ X x=>+oo
asymptotes :

2
I(x)=2 —3x+l_ p C _lax+b)(x+1)+c
x+1 x+1 x+1
2
donc f(x):(a)x +(a+f1)x+(b+c) ; par identification on obtient
x
a=1 a=1 a=
a+b=—-3 donc b=—4 donc =—4

b+c=1 —4+c=1 c=

donc f(x):)f—‘“'i donc lim (f(x)—(x—4))=lim 3 9
x+1 xdtoo wsxw 1+X

donc la droite (d) d'équation y=x—4 est une asymptote oblique a la courbe
C, aux voisinages de —© etde +o

de plus la droite (d') d'équation x=—1 estune asymptote verticalea C



