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Partie 1 : Image d’un point
Considérons la configuration suivante : 
On a A (x ; y) , A ’(x ’ ; y ’ ) avec A ’=r (A) où
r est la rotation r=r (O;θ )
On cherche à déterminer x ’ , y ’  en fonction de
x , y ,θ

on sait que {x=OA cos (ϕ )
y=OA sin(ϕ )

et {x '=OA ' cos (ϕ +θ )
y '=OA ' sin(ϕ +θ ) avec OA ’=OA

or cos(ϕ +θ )=cos(ϕ )cos(θ )−sin(ϕ )sin(θ )  

et sin(ϕ +θ )=sin(ϕ )cos(θ )+sin(θ )cos(ϕ )

donc {x '=x cos(θ )− y sin(θ )
y '=xsin (θ )+ y cos (θ ) on pose X=( xy) , X '=( x 'y ')

et P=(cos(θ ) −sin (θ )
sin (θ ) cos (θ ) ) ainsi X ’=P . X en notation matricielle

Partie 2 : Image d’une droite
Considérons une droite (d) d’équation réduite y=m x+ p . Cherchons une 
équation cartésienne de l’image (d’) de (d) par la rotation de centre O et d’angle θ.

On pose (d ’): ax+b y+c=0  ainsi u⃗(1
m)  est directeur de (d )

et u⃗ '(−ba )  est directeur de (d ') avec ‖u⃗‖=‖u⃗ '‖

donc ‖u⃗‖2=‖u⃗ '‖2 donc 1+m2=a2+b2 (*)
de même u⃗⋅⃗u’=‖u⃗‖×‖u⃗ ’‖×cos(θ ) donc −b+am=(1+m ²)cos (θ )

on substitue la valeur de b  dans la relation (*) :
1+m2=a2+(am−(1+m²)cos(θ ))2

donc (1+m ²)a2+(−2m(1+m ²)cos(θ ))a+(1+m2) ² cos2(θ )−1−m2=0

soit a2+(−2mcos (θ ))a+(1+m ²)cos (θ )−1=0

on calcule le discriminant de cette équation :

Δ=4m ² cos2(θ )+4−4(1+m ²)cos2(θ )=4−4 cos2(θ )=4 sin2(θ )

donc a=mcos (θ )+|sin(θ )|  ou a=mcos(θ )−|sin(θ )|
posons a=mcos (θ )+|sin(θ )| donc b=m|sin(θ )|−cos (θ )

l’équation de la droite (d ’)  est donc : 

(mcos (θ )+|sin (θ )|) x+(m|sin (θ )|−cos (θ )) y+c=0 (**)

posons A (0 ; p)∈(d )  donc A ’=r (A)∈(d ’)

or d’après la Partie 1 on obtient : {x A '=x A cos (θ )− y A sin(θ )
y A '=x A sin(θ )+ y A cos (θ )

soit {x A '=0×cos (θ )−p×sin(θ )=−p sin(θ )
yA '=0×sin (θ )+p×cos (θ )=pcos (θ )

on remplace alors les coordonnées de A’ dans la relation (**)
(m cos(θ )+|sin(θ )|)(−p sin(θ ))+(m|sin(θ )|−cos (θ ))( pcos(θ ))+c=0

on déduit : c=p sin (θ )(mcos (θ )+|sin (θ )|)−p cos(θ )(m|sin(θ )|−cos(θ ))

Avec un programme PYTHON on obtient la figure ci-dessous avec
(d ): y=x+1  et θ=90 °


