SOS Maths Tale expertes Matrices de Rotation Déc 2022
Partie 1 : Image d’un point
Considérons la configuration suivante :
Ona A(x;y),A’(x’;y’) avec A’=r(A) ou
r est la rotation r=r(0;6) \
On cherche a déterminer x’,y’ en fonction de .
Xx,y,0
_ x=0A cos(¢) ‘\‘:’
on sait que [y:OAsin(q)) ‘\

OA’=0A O

’: A’
. [x OA 'cos (¢ +0) avec

y'=0A'sin(¢+0)
or cos(¢+6)=cos(¢)cos(0)—sin(¢)sin(0)
et sin(¢+0)=sin(¢)cos(0)+sin(6)cos(¢)

on pose X:(X) , X':(X,)
y y

) ainsi X ’=P.X en notation matricielle

x'=xcos(0)—ysin(0)

donc [y’:xsin(0)+ycos((9)

_[cos(8) —sin(8)
€ P_(sin(B) cos(8)

Partie 2 : Image d’une droite
Considérons une droite (d) d’équation réduite y=mx+p . Cherchons une
équation cartésienne de 1’image (d’) de (d) par la rotation de centre O et d’angle 6.

Onpose (d’):ax+by+c=0 ainsi ﬁil est directeur de (d)
et ﬁ'(_ab) est directeur de (d') avec |[ul|=|u’|

donc |[i|f=|[u'|f donc 1+m’=d’+b> (*)
de méme u-1’=||u||X||i ||} cos(@) donc

—b+am=(1+m?)cos(6)
on substitue la valeur de b dans la relation (*) :
1+m’=a’+(am—(1+m?)cos(8))’

donc (1+m?2)a’*+(—2m(1+m?)cos(6))a+(1+m*)2cos’(0)—1—m’=0
soit a’+(—2mcos(6))a+(1+m?)cos(6)—1=0

on calcule le discriminant de cette équation :
A=4m?2cos’(0)+4—4(1+m?)cos’ (0 )=4—4cos’(6 )=4sin’(9)

donc a=mecos(6)+|sin(0) ou a=mcos(6)—]|sin(0)
posons a=mcos(6)+|sin(#) donc b=ml|sin(#)—cos(A)
I’équation de la droite (d’) estdonc :
(mcos(8)+|sin(8)|) x+(m|sin (8)|—cos(8)) y+c=0 (**)
posons A(0;p)e(d) donc A’=r(A)e(d’)
X,'=x,008(6)—y,sin(0)

or d’apres la Partie 1 on obtient : Y. '=x,sin(0)+y,cos ()

X,'=0x%cos (0 )—pxsin(0)=—psin(O)

SOIL ) 1 1= xsin()+pxcos(8)=pcos(6)

on remplace alors les coordonnées de A’ dans la relation (**)
(mcos(0)+|sin(0)|)(— psin(@))+(m|sin(8)|—cos(0))(pcos(6))+c=0

on déduit : c=psin(@)(mcos(8)+|sin(8)|)—pcos(8)(m|sin(8)—cos(8))

Avec un programme PYTHON on obtient la figure ci-dessous avec
(d):y=x+1 et 6=90°

— (d)
(d")

6 —




