PCSi/MPSi Colle n° 2 : Nombres réels - Corrigé mars 2023

2
X +x—3=—x,x<x,
Ex 1 : Simplification d'écritures : , —xX’—x+3=—x, x,<x<0
2)  |x*+x-=3|=|x| équivauta

1) 3n+2_3n+1_7X3n+5><3n—1:9><3n_3><3n_7><3"+0’2X3":_0’8X3” —xz—x+3=x,0<x<x2

xz+x—3=x,x>x2
4"3"-1_36"-1_

6"—1 -~ —1- —
2) 2" 3"+1 6"+1 donc S:{—3;—\/3;1;\/§} avec xlzlfm , xZZ%\E
n—1 n n
3) 328 __4X8 _4X8 :iz” 3) |x+2[+[3x—1/=4 donne avec la méme méthode S={-0,5,;0,75}
222 —4" 4x4"—4" 3x4" 3
) 4)  1-2x=|x+7 donne 1-2x=(x+7)’ donc S={—12;,—4}
" 5'x12° _ 12°x5" _[1 0.5 =L 05"
10"x6" 36°x10" |3 97 5) x.|x|=3x+2 donne avec la méthodedu2): S={-2,-1}
L (g Pt () 6 +5=vx+11 donne x+11=(x+5)° si x>—5 donc S={-2
5) 163 ! 45) ! ? :%16”—%16”+%16”:4,7x16” ) ars=vx xr11=(x+5) =2}

Ex 7 : Equations & Inéquations

Ex 2 : Max & Min )
‘ 1 1 X" —6x+4<1,x<x,
ona: mln{x,y}—z(x+y—|x—y|) et max{x,y}—a(x+y+|x—y|) 1)  |x*>~6x+4|<1 donne —x’+6x—4<1, x,<x<x,

ainsi  [x—y[=max {x,y}—min{x,y} et x+y=min{x,y}+max{x,y} X’—6x+4<1,x>x,

Ex 5 : majoration d'expression : S=[3-V6;1]U[5;3+V6] avec x,=3—V5 , x,=3+/5

2_
on pose f(x):% , Vx€[0;2]\{1} 2) x+2<[2x—35| donne avec la méthode précédente S=]1,7|
(r—1)(x=2) _(Va—1)(Va+1)(x=2) (Va+1)(x=2) 3 <2 squivana >0
ainsi  f(x)= = = x+1 x+3 (x+1)(x+3)
(Vx—=1)(Wx+2) (Vx=1)(Vx+1) Vx+2 donc  S=]—c0;~3[U]—1;+o0]
or l'enserle R est archimédien donc  +x+1<vx+2 4) [3x—5|<]2x+3| donne avec laméthode du1): S=[0,4,8]
x+1
d <1 d <lx—2|<2
one 2 onc |/ (x)|<lx—2] 5) |x—1|<]2x+1|+1 donne avec la méthode précédente

e 1
Ex 6 : Equations & Inéquations §=)ze=1lV] 3’+OO[

4—x=x,x<4

x—4=x,x>4 donc §={2}

D M-xl=x équivaua 6) x+3<Vx+5 donne (x+3)’<x+5 si x>-3 donc S=[-3,-1]



2
x+5 —x"+x+6
>1 domne —————=0

x—1 x—1
ainsi avec un signes on obtient S=[—2,—1[U]1 ,3]

8) |x+3]>|x>~3| donne avec laméthode du1): S=]-2;-1[U]0,3]

V=x—2<—x+10,x<—2
Vx+2<—x+10,—2<x<10
Vx+2<x—10,x>10

9) |x+2|<|x—10| donne
donc S=]—o00,;7]|U[14;+x0|

10) vYx’—1<2—x donne x*—1<(2—x)* si x<2
donc S=]—o0;1,25]

Ex 9 : Equation paramétrique

soit f(x)=+vx+Vx+1 ;on cherchearésoudre f(x)=a pourtout a€R
1 1
D . =0+ "x)]=——=+——>0
o=l [, /) 2vx 2Vx+l

festdonc strict croissante sur D, ; ainsi on obtient :

e si a<l alors f(x)=a donne S=40
e si a=1 alors f(x)=a donne S={0}
e si a>1 alors f(x)=a donne S={x,}

Ex 10 : Inégalités & Substitutions

1) ona (\/x+y)2:x+y pour x>0,y>0 et
(Vx+Vy)P=x+y+2Vxy pour x>0,y>0
done (Vr+y P <(xy)’

donc +x+y<vVx+/y carles termes sont positifs
2) deméme (Vx—y)=x—y et (Vx—vy) =x+y—2Vxy
donc (Vx—vy)<(Vx—y)

donc Vx—vVy<Vx—y car x>y

3) si y=x ona \/;—\/;< y—Xx
ainsi pour tout x,yeR , [Vx—vyl<]x—y]

Ex11:
D

2)

Ex12:

1)

2)

Inégalités & Substitutions

(\/;—\/;)Z:x+y—2\/xy pour x=0,y=0
or (Vx—vy)=0 donc x+y—2vxy=0

— x+
donc \/xy<% pour tout x=0, y=0

Rque : on retiendra que Moy g, (X, ¥ )<SMOY 40 (x, ¥)

A 4 2 2 4
On déduit alors \/x4y2<% et \/x2y4<%

x'+y’ X4yt
donc x’y< Y et xyzé—y
2 2
X’y _1 xy’ _1
donc —; 2<5 et — 4<5
X' +y X +y
2
X
donc icy2+ §y4<1 donc — 5+ 2y 2
X +y x'+y x+y  x+y X)y

Inégalités & Substitutions

ona (x—y)=x’+y’—2xy pourtout x>0,y>0

or (x—y)=0 donc x’+y’>2xy
2 2

donc —+X->2 donc §+§>2 pour tout x>0, y>0

Xy Xxy
a) onpose s=a+b+c ;ona: T+_>2 , T+_>2
donc a+b+c+l+l+l>6 donc l+l+l>6_s
a b c a b ¢
b) onpose s=a+b+c ;ona: Q+Q>2 , Q+_>2
b a c
b ¢ a a c b
donc g+é+£ + g+é+£ + é+£+£ >9
a b c b ¢ a a ¢ b
a+b+c+a+b+c+a+b+c>9 donc l+l+l>2
a b c a b ¢ s

1
S— si x>0,y>0



A
<

3) on utilise la propriété MOygeom(x L Y)SMOY iy (x, )

donc Moy,,,,(a.b,c)<Moy,,(a,b,c)

a b c a b c

M _)_J_ <M _)_J_

dOHC Oygeom(b c Cl) Oyarzth(b c a)
a b _c\” 1 a b ¢
donc (EXZX; \§>< Z+z+;)
1/3

donc g+é+£>3>< g><2><£ donc g+é+£>3

b ¢ a b ¢ a b ¢ a

Ex 13 : Inégalités & Substitutions

1) on sait que §+%>2 pour tout x<0,y>0 (cf Ex 12)

2) on sait que %+%+%>% pour tout a>0,6>0,c>0

1 1 1 9
>
a+b b+c cta (a+b)+(b+c)+(c+a)

donc

1 1 1
donc ((a+b)+(b+c)+(0+a))x( a+b+b+c+c+a )29

a+tb a+b a+b b+c b+c b+c cta c+a c+a
+ + + + + + >
a+b b+c c+a a+b b+c c+a a+b b+c c+a

a+b a+b b+c b+c cta c+a
donc + + + + + =6
b+c c+a a+b c+a a+b b+c
donc a+b+2c+b+c+2a_'_c+a+2b>6
a+b b+c cta
donc 2¢ + 2a + 2b >

=
a+b b+c c+a

a b c 3
2 4 C 2
donc b+c c+a a+b 2




