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Colle n° 3 : Calculs de Sommes & Produits - Corrigé

Ex 1: (*) - VRAI ou FAUX (en justifiant)
Ces différentes propriétés sont a retenir pour les Colles & DS

1) a) 2, (a+b,)=. (a,)+Y,(b,) par linéarité de la somme
k=1 k= =
b) Y. (ha,)=h.Y.(a,) par linéarité de la somme
k=1 k=1
) Z (akxbk);ﬁz (ak)xz (b,) avec a,=k et ka%
k=1 k=1 k=1
d) |2 (@)}~ |a] daprés linégalité triangulaire
k=1 k=1
n p n
e) (Z (a,)| #Y,a? daprés l'identité remarquable généralisée
k=1 k=1
2) a) [1(a,+b,)#][](a,)+]](b,) par distributivité de la somme sur le
k=1 =1
prodult
b) H (ha,)=n".]](a,) par propriété élémentaire
k=1 k=1
C) (a,xb,)=]11(a,) XH b,) par propriété élémentaire
k=1 =1
d) (a,)|= |a .| par propriété élémentaire
k—, pk— 1 )
e) (a, :H aj par propriété élémentaire
k=1 k=1
3 Y. ln(ak)ZIn(H ak) pour da,da,as---,a,>0
k=1 k=1
4) H Z z,%# Z H z; par distributivité de la somme sur le produit

i=1 j=1 ~  j=1i=1
(a vérifier sur des exemples simples)

2023 Ex 3:(*) - Calculs de Sommes élémentaires

5o {es2)
] e (e

_+((n—1)(n—z))z_((n—2)(n—3))2+((n—2)2(n—3))2__”

2 2

'+(3>2<2)2_(2>2<1 )2+(2>2<1)2_( 1>2<0)2+(1>2<0)2_(0><(2—1))2

> ) (une variante de la preuve par récurrence de T**)

2) de la méme fagon on applique le principe des « sommes télescopiques »

n

D (-1 K

k=0

(07 1)+(2 =34 =5 +{(n= 1P =?) =2

(—1)X1+(=1)X5+(=1)x9+---+(=1)x(2n—1)
(=1)X(1+4+9+---+(4 p+1))
(—1)x| 22 (1)

=<—1>><<zp+1>><<p+1>:_(n<n+1>)

2

de méme on obtient :

X (1 B (02 P # = peslr~(n-1) 0-20)
i =(1)x3+(1)x7+(1) X1 1+--+(1)x (4 p—1)
(x| 222 |x(p)

=(1)><(2p+1)><(p):(M)

2
ainsi dans tous les , selon la parité de n, on déduit que :

;(—1)".#:(—1)”.(@) , VneN



Ex 4 : (**) - Etude de la série de Riemann

1) Soit k& un entier naturel tel que k=2 ;alorsona:
1 1 1
— <
k2 k(k—1)+k k(k—l) pour k#0 et k#1
1 1 1 1 1 1
= —_ —_——
O Tlh—1) k=1 & " 21k

2) on pose un:z —2 pour n=1 ;d'apres ce qui précede on obtient :

O<u, \Z——— donc O<u <1—%<1

ainsi la su1te (u,,) est croissante (évident) et majorée par 1
d'apres le TH de CV monotone, la suite (u,,) est convergente vers une
2

limite L ; de plus 0<L<1 ; en fait on montre que L:%— 1

Ex 2 : (**) - Calculs de sommes diverses (type DS)

:ii(i— ZZ—ZZZZZ—I Zl—
: n+1)(2n+1) (n+1)_n(n —1)
=3 -3 =l

2 3

n

n Dili-

i=0

i=1

2) >.(2j-1) ZZ Z =n(n+1)—n=n" (une preuve de nature
Jj=1 j=1

géométrique est au551 avoir ....)

3) i(_l)k:[ 0 S‘l' I’l_:2p

(sommes télescopiques)

=1 =1 si n=2p+1
4) Z k+n) Zk+zn_ (n+1):M
k=0 k=1 2
n+l
n+1 2[ n+l 1 2 i 1 1_(3) 3 2 n+1
= —|=]==X ==X(1—-(=
5 S-S L[ S 1-2)")

6)

éln(l )

7)

Z_‘, (ﬁ) Z In(k+1)+In(k—1)-21n(k))

k2

Z‘ n(k+1)—In(k Z

k)—In(k—1)

=1n(n+1)—ln(2)—ln(n)+ln(I)ZIn(’g—l):o)o—ln(Z)

n
3 1 —an( /3 1/3 )_l <! 1, 1
= (3k+1)(3k+4) 423 3k+1 3k+4’ 374 3k+1 374 3k+4
_l((1+l+l+...+ 1 ) (l+l+L+...+ 1 ))
3 3n+l’ 4 7 10 3n+4
3" 3n+4’ 3n+4+*3

8)

9)

10)

11)

12)

1<i, j<n i=1 j=1 i=1 Jj=1 i=1 i=1
v v . e aln+l) ni(n+1)
Z"Z’ 5 2 2
n n ) ) n n ) n n n+1
1+7)=2 X 1+ )1= X (X (0+32 ()=X (nie )
1<i, j<n i=1 j=1 i=1 j=1 j=1 i=1
o~ n(n+l) < _nz(n+1) n2(n+1)_
=n 2 i+ > . 1= > y =" (n+1)
Z x’”: x" " x’:Zn:x’ l—x””:(l xn+1)2 pour x#1
1<i, j<n i=1  j=1 i=1 l—x l—x
iy iy Loy 1 jir
= =2 T - Ai= -
1<§<n Jj+l /Z:;z‘:l Jt j; Jj+l ; i=1 (J"'l 2 )
N J_n n+1)
a2 4



J . J ' +1
13) ¥ (i) DIE IS Wi AL
I<i<j<n j=1i=1 j=1 i=1 i=1 j=1
_l( > 2N ,)_n(n+1)(2n+1)_n(n+l)_n(nz—l)
—2 ]le ]:1] - 2 4 - 6
.2 n J 2 n J n
i i 1 . 1 +1)(2/+1
14) > (5)=22(5)=2-. 2 (@)=2 LY, )6( j*+1)
1<i<j<n J o j=ti=1 J 0 =1 =t j=1J
v UHD(2)+1) ¥ (ﬁ+i+l) (4n°+15n+17)
o 6 =3 6’ 36
15) 2, (i+j)=20 2 (420 j+/7)= 20 (i 2 1+2i. ZJ+Z /)
1<i, j<n i=1 j=1 i=1 j=1
N n(n+1)(2n+1)
—;(nl +in(n+1)+ 5 )
_nz(n+l)(2n+1)+n2(n+1)2+n2(n+1)(2n+1)_nz(n+1)(7n+5)
= S 5 =
16)
Z max(z,]): max (i, ] Z Zmax z ] + Z max(z ]))
1<i, j<n i=1 j=1 i=1 j=1 Jj=i+l
n i . n . n 5 (l+1+7’l n l _l+n +n
= 1+ = 1+
i:l(jZ::l j:ziﬂj> i:l( ;
n 2_ 2 _
:l (iz—i)+n (n+1)=n(n 1)+n (n+1)=n(n+1)(4n 1)
2= 2 6 2 6

17) de la méme facon on obtient : N

en image cela correspond a ---------------- >

on retrouve la somme bien connue

n

2 (%)=

i=1

Ex 10 : (**) - Calculs de produits divers

oo n(n+1)(2n+1)
z mzn(z,])— 6

1<i,j<n

n(n+1)(2n+1)
6 2

(type DS)

les calculs de produits sont beaucoup plus intuitifs ; il suffit simplement de
donner les résultats a 1'aide de factorielles ; on donne ici seulement les résultats
attendus :

1)

2)

3)

4)

5)
6)
7)
8)
9)

10)

HF(/{H):WH).(WV

n

k=1
H 4 n(n+l)
o K (n!)
- (2n+1)!
2k+1)=
HGern="m
. > _(2n)(2n+1)(2n—1)!
E(‘”‘ D)= (2n—2)!
H xi+j:xn(n+l)
1<i, j<n
11_[ (28)=(2n!)" attention : (2n!)#(2n)!
<i,j<n
H (l,‘,‘):\/_/n(nﬂ)
1<i, j<n
[T ()=(ny



