1. Démonstrations du formulaire de trigonométrie:

1.1. Formules d'addition:

a) cos(a+b)

On sait que e"=cos(x)+isin(x)
Donc cos(x)=R (")

Or cos(a+b)=R (e

Onaalors ¢"“*"'=¢"e”=(cos(a)+isin(a))(cos(b)+isin(b))

= cos(Z)ecos(z)—sin(a)sin(bHi(sin(b)cos(a)+sin(a)cos(b))
Et donc | cos(a+b)=cos(a)cos(b)—sin(a)sin(b)

b) sin(a+b) :

De méme, on sait que sin(x)=3(e")

Or e"“*"'=cos(a)cos(b)—sin(a)sin(b)+i(sin(b)cos(a)+sin(a)cos (b))
Donc sin(a+b)=sin(a)cos(b)+sin(b)cos(a)

¢) cos(a—b) et sin(a—b)

Ici il suffit de remplacer b par —b

Onaalors cos(a+(—b))=cos(a)cos(—b)—sin(a)sin(—b)

Or cos(—x)=cos(x) et sin(—x)=—sin(x)

Donc cos(a—b)=cos(a)cos(b)+sin(a)sin(b)

De la méme maniére on trouve:  sin(a—b)=sin(a)cos(b)—sin(b)cos(a)
d) cos(2a) et sin(2a)

En utilisant les formules précédentes, on remplace b par a

On a alors: cos(a+a)=cos(2a)=cos(a)cos(a)—sin(a)sin(a)=cos?(a)—sin’(a)
Sachant que cos?(a)+sin’(a)=1

On peut également dire que: cos(2a)=2cos?(a)—1=1—2sin*(a)

On utilise le méme raisonnement pour sin(2a) et on obtient:

sin (2a)=2sin (a)cos(a)



e) tan(a+b) tan(a—b) tan(2a)

, sin( x)
On sait que tan(x)=
cos(x)
sin(a+b)
tan (a+b)=———=~
Donc  tan(a+b) cos(a+b)

sin(a)cos(b)+sin(b)cos(a)

tan (a+b)=cos(a)COS(b)—Sin<a)sm(b)

On factorise par  cos(b) au numérateur et au dénominateur et on simplifie par cos(b)

n(x)
s(x)

On simplifie les par tan(x)

sin(a)+tan(b)cos(a)
cos(a)—sin(a)tan(b)

On obtient: tan(a+b)=

On factorise par cos(a) au numérateur et au dénominateur et on simplifie par cos(a)

(sin (x))

Ensuite on remplace les (o0 par tan(x)

s(x)

tan(a)+tan (b)
1 —tan (a)tan (b)

On obtient: tan(a+b)=

Pour obtenir tan(a—»b) ,onremplace b par —b dans la formule précédente

_ tan(a)+tan(—>)
" 1—tan(a)tan(—b)

On obtient tan(a+(—5b))

tan(a)—tan (b)
1+tan (a)tan (b)

Or tan(—x)=—tan(x) donc: tan(a—b)=

Pour tan(2a) ,onremplace 5 par a ,on obtient:

2tan(a)
tan(2a)=————
(22) 1—tan?(a)
1.2. Formules d'Euler:

On sait que: e"=cos(x)+isin(x) et e “=cos(x)—isin(x)

x —ix

e +e
2

ix

Donc e”+e “=2cos(x) etdonc cos(x)=

ix —ix

e —e
21

i

De méme: e“—e “=2isin(x) etdonc sin(x)=




1.3. Formules de linéarisation :

a) cos(a)cos(b) :

On sait que cos(a—b)=cos(a)cos (b)+sin (a)sin(b)
etque cos(a-+b)=cos(a)cos(b)—sin(a)sin(b)
Donc  cos(a+b)+cos(a—b)=2cos(a)cos (b)

Soit cos(a)cos(b)= cos(a—b);cos(aer)

b) sin(a)sin(b) :
De méme cos(a—b)—cos(a+b)=2sin(a)sin(b)

Donc sin(a)sin(b)= COS(a_b);COS(aJr b)

¢) sin(a)cos(b) :

Pour finir, on sait que sin(a+b)=sin(a)cos(b)+sin(b)cos(a)
etque sin(a—b)=sin(a)cos(b)—sin(b)cos(a)

Donc sin(a—b)+sin(a+b)=2sin(a)cos(b)

Et donc Sin(a)cos(b):Sm(a_b);Sln(a'Fb)

d) cos?’(a)

On sait que cos(a)cos(b)= Cos(a—b)—iz-cos(a—i- b)

Onremplace b par a ,on obtient:

COSZ((I)=COS(O)+COS(2a) SOit cosz(a>=1+Ls(2a)
2 2
e) sin’(a)
) . ) —b)— +
On sait que Sln(a)sm(b)=cos<a )2cos(a b) , donc de la méme maniére:
sin(a)= 1—cos(2a)

2



) -
tan (a)= sin(a) donc tan’(a)= sin*(a)
cos(a) cos’(a)
Soit  tan®(a)= 1+ cos(2a)
ot 1—cos(2a)
1.4. Formules de transformation de somme en produit:

a) cos(a)+cos(b) :

On sait que cos(a)cos(b)= COS(Cl—b)‘iZ‘COS<CH— b)

a+b ¢ b a—>b
5 e par >

Onremplace a par

cos(a+b a—>b
On a donc . a+b a—>b 2 2

os( > )cos ( 5 )= 5

En simplifiant, on obtient:

a—>b
2

)_cos(a)-l-cos(b)
B 2

)cos (

Cos(a+b
2

a—>b
2

a+b

2

Soit  cos(a)+cos(b)=2cos( )cos ( )

b) cos(a)—cos(b) :

. . —b)— +
On sait que sm(a)sm(b):cos(a b)—cos(a+b)

2
On remplace a par ; et b par a;b
On a donc Sin(aer)sin(a—b)=COS(a;b_a;b)_cos(a;b"‘a;b)
2 2 2
Qu'on simplifie pour obtenir sin (< er b )sin (£ ;b )=98 (b);COS (a)
a—>b

Et donc cos(a)—cos(b)=—2sin(a+b)sin( )

2



¢) sin(a)+sin(b)

On sait que sin(a)cos(b)= Sm(aer)sz sin(a—b)

A | . . . a+b
De la méme maniere que les démonstrations précédentes, on remplace a par 5
a— .
et b par 5 »on obtient alors:
: . . a+b —b
sin (a)+sin (b)=2sin (4=2)cos (£=2)

2 2

d) sin(a)—sin(b)

De la méme manicere que les démonstrations précédentes, on trouve:

sin(a)—sin(b)=2cos(a+b)sin(a_b)
2 2
1.5. Formules dites d’arc moitié :
a) cos(x)
a
_ 2(Z
; g 1 —tan (2)
Onpose t=tan(—) donc =
2 1+¢2 a
l—l—tanz(z)
1 +cos(2x)
tan® (x)=———"—
Or  tan’(x) 1 —cos(2x)
2cos(a)
£ 1+
Alors LL;: ccz)s(a) , on simplifie par 1+ cos(a)
1+cos(a)
On obtient alors:  cos(x)= i
) 1+
b) sin(x)
2tan (%)
2t _ 2 =2tan(ﬁ)cosz(£) car l+tan?(x)=cos?(x)
1422 a 2 2
1 +tan? (=)

2




2sin(%)cos2(%)

=2sin(%)cos(%)=sin(a)

On a donc: 77 p
cos (=)

[\9)

car sin(2x)=2sin(x)cos(x)

N
Donc Sln(x)_1+t2

¢) tan(x)

a
2tan (4
2 an ()

11—

l—tanz(%)

2tan(x)

2

_ 2tan(x)
" tan(2x)

Or tan(2x)= donc 1—tan?(x)

1 —tan?(x)

2tan(%) tan(a)
On a alors =

1-¢# a
2tan(§)

2t
Donc tan(a)= 1—7

1.6. Formule de Moivre:

On sait que (e™)'=e™ or e"=cos(x)+isin(x)
Donc (e™)'=(cos(x)+isin(x))"=e™=(cos (nx)+isin(nx))

Et donc | (cos(x)+isin(x))"=(cos(nx)+isin(nx))

1.7. Formule d'angle moitié:
_ , 1+ cos(2a) ,,ay_l1+cos(a)
On sait que cos (a)=# ,donc cos (E)zT

cos(g)

De plus, on sait que x?=[x| , donc >

et de la méme maniére on prouve que:

1—cos(2a)

De méme, on sait que sin’(a)= 5

sin(%)




sin(%)

On sait que tan (§)=

cos(E)

o , , ) X
on multiplie au numérateur et au dénominateur par: ~ 2cos ( 5)

2sin (%)cos(i)

On obtient tan (£)= Sachant que sin(2a)=2sin(a)cos(a)
2 2¢0s? (i)
2
1+ 2
etque cos?(a)= %S(a) , on simplifie l'expression précédente et on obtient:
X sin(x)
tan (2 )=——-/_
an(2 ) 1+cos(x)

1.8. Autres Formules:

2005(%) el§=[2cos(%)][cos(%)-l—isin (%)]=2cosz(§)+2isin(§) cos(%)

1+ 2 . .

Or cosz(x)=w et sin(2x)=2sin(x)cos(x)

Donc 2cosz(§)+2isin(§)cos(§)= 1+ cos(x)+isin(x)=1+e"

- X
=

Et donc eix+1=2cos(§)e :

2isin(%)e[;=[Zisin(g)][cos(%)—i-isin(%)]=2icos(%)sin(%)—ZsinZ(g)

On sait que sin(2a)=2sin(a)cos(a)

i
2

Donc 2isin(§)e =isin(x)—2Sin2(%)

1—cos(2a)

De plus, on sait que  sin’(a)= 5

On obtient alors isin(x)—2sin2(§)=isin (x)—1+cos(x)=e"—1

i

%

Etdonc e"—1 =2isin(§) e



