n On areprésenté ci-contre va
la courbe représentative de la .
fonction valeur absolue. _
a. Conjecturer les limites de 14
la fonction valeur absolue en -
+o0 eten — . 0] X
b. Démontrer la conjecture.

E En sinspirant de lexercice corrigé ci-dessus,

déterminer lim (—x? + 3x).

X ——c0

B La représentation graphique %, ci—contre est celle

2
de la fonction f définie sur R par f(x) = 1 +§
y
i N
T T T T T T T 0-| !I T T T T T T |X

a. Démontrer que € admet une asymptote horizontale
que I'on déterminera.
b. Démontrer que la fonction f est bornée.

IZ Soit une fonction £ telle que lim f(x)=1.
X —too

Démontrer, en utilisant le définition de la limite, qu'il existe
un réel a tel que pour tout réel x de l'intervalle |a ; + oo |,

f(x)>o.

3
X —x
E Déterminer lim T

X—+o

I_ Déterminer lim (x — v x).

X —+oo

=~

On considére la fonction f:x —> X+X1 .
Calculer lim f(x).
X —+oco
| 2
Déterminer I|m 3cos
X—+o0

n Déterminer lim (x++v2x¥ —3)=0.

X —>—o0

m On considére la fonction f définie sur |1;+ oo
_ x+1
par : f(x)—\/—x_1 .

a. Calculer la limitede f en +oc eten 1.
b. Interpréter graphiquement les résultats précédents.

On considére la fonction f définie sur IR par:
x pour x <1
flx)= :
~ pour x =1

La fonction f est-elle continue sur R ?

m Etudier la continuité de la fonction f définie sur

[0;+ oo par:
160 =E557)

E désignant la fonction partie entiére.

|E On considére la fonction f définie pour x # 0 par:
3¢+ 2| xl
E=———

a. Simplifier f(x) pour x = 0 et en déduire I|m f(x).

2 " x>0
b. Calculer de méme I|m0 f(x).
X —

x<0
c. Peut-on trouver une fonction g définie et continue
sur R telle que pour tout réel x # 0, g(x) = f(x) ?

IE On considére la fonction f* définie sur R par:
f(x)=2+12x* +18x +9.
a. Démontrer que I'équation f(x) = 0 admet une unique

solution a.
b. En déduire les solutions de l'inéquation f(x) > 0

E On considére lafonction f définie sur [0 ; + oo par:
Fx)=2(x—2Wx +1.
a.Démontrer que l'équation f(x) =0 admet deux

solutions a et b.
b. Déterminer des valeurs approchéesdeaet ba 1072 prés.

E On a tracé la courbe
représentative d’'une 1
fonction f définie sur //
lintervalle [—2; 2]. /Ty |
a. La fonction f est-elle 0 ]
continue sur [—2;2]?
b. Déterminer graphiquement les réels k pour lesquels
I'équation f(x) = k admet au moins une solution,

. Gl it en deduire que la conclusion du théoreme
desvaleursintermédiaires peut étre vérifiée pour certaines
fonctions qui ne sont pas continues.

1y




E On considére les fonctions f;, f>, f3 et f,; définies
sur R, de courbes représentatives 6, 6,, 5 et 6,.
Quelles semblent étre leurs limitesen —oc eten +o0 7

m Conjecturer graphiquement la limite éventuelle
des fonctions f', g, h et k suivantes en +co.

m Démonstrations du cours
S Voir le cours, page 54.
1 a. Soit un réel ¢ strictement positif.

; & qiiais ; 1
Résoudre sur R* I'inéquation el <e.

b. En déduire que: lim .. Oet lim 1—2 = 0.
X—+oo X——o0 X

F1 Démontrer de la méme facon que lim S I 0
X—+o0 x/;

Soit la fonction [ [|M=iz-#23lid+fz)
définie sur R par:
2 =5
f(X) = -I +X2 *
El Etudier les variations _——ﬂ’f } \\-—n__
de f surR. H=E Y=-.B@4615Y4

El a. Déterminer un réel g tel que :
Si x=a, alors f(x)—(—1)<107.
b. Démontrer que lim f(x)=—1.
X—=+o0
c. Déterminer la limite de f en —co.

d. Que représente la droite d'équation y =—1 pour la
courbe représentative de f ?

El Justifier que la fonction f est bornée.

Eﬂ Soit la fonction f définie sur |—2;+ oo

3x+4
par: f(x)=—XJr2 :

El En tabulant f'(x) a la calculatrice pour des valeurs de
x « grandes », conjecturer la limite de f en +oc.
El a. Exprimer | 1(x) — 3| en fonction de x.

b. Démontrer la conjecture émise a la question Kl . Que
peut-on en déduire pour la courbe représentative de 1?7

On considére lafonction f définiesur |0 ; + oo par:
flx)= W

Ell Etudier les variations de f et construire sa courbe

représentative €.

F a. Conjecturer la limite de f en + .

b. Tracer la droite 9 d'équation y = 2.

El a. Démontrer que pourtout x >1,| f(x)—2|< %
b. Soit un réel € > 0. Démontrer qu'il existe un réel A tel
que pourtout x = A, | f(x)—2|<e.

En déduire la limite de f en +co.

c. Que représente la droite % pour la courbe 6,?

E Soit une fonction f décroissante sur |0;+ oo
telleque lim f(x)=0.
X—+ox

Démontrer que pour tout réel x >0,ona f(x)>= 0.

@ Dans un repére orthonormé, on considére
le point A(0;2) et un point M(x ;0) avec x >0.
La perpendiculaire en A a la droite (AM) coupe I'axe des
abscisses en M.
On pose y = OM'.

il a. En utilisant un logiciel de géométrie dyna-
mique, construire les points A, M et M’, ainsi que le
point N de coordonnées (x ; ).

b. Que peut-on dire du point M’ lorsque l'abscisse x
devient « grande » ? devient « proche »de 0 ?




c. En affichant la trace du point N, confirmer ou infirmer
les résultats du b.
El a. Démontrer que la fonction f quia x associe y est

telle que f(x) = %

b. Pour quelles valeurs de x a-t-on f(x)>10°?
c. Que peut-on dire de f(x) lorsque x > 10 ?

Démonstrations du cours
© Voir le cours, page 54.

1 a. Soit A un réel strictement positif.
Résoudre sur [0; + oo[ I'inéquation x2 = A.

b. En déduire que lim x* =+ .
X—-+x

c. Démontrer de la méme facon que  lim x? =+ 0.

X —>—0o0

F1Démontrer que lim v'x =+oo.

X—+oo

Soit une fonction 1 définie sur | — oo ; 0[.

On donne deux propositions :

D P, : «ll existe un intervalle |- oo ; A[ qui contient tous
les réels f'(x) pour tout réel x assez grand. »

D P, : « Tout intervalle |— oo; A[ contient tous les réels
f(x) lorsque x est assez grand. »

Laquelle des propositions P, ou P, est la définition de

« lim f(x)=—oco»?
X—+oo

m Déterminer les limites en +oc et en —oc des
fonctions f, g et h définies ci-dessous sur R :

fx)==x*; g(x)=5-2x; h(x)=-3x%

m El Construire la représentation graphique de la
fonction carré et rappeler ses limites en — oo et en +oo.

F1 Endéduire les représentations graphiques des fonctions
g et h définies sur R par g(x) =—x? et h(x) = x* +5.
El Déterminer, par lecture graphique, les limites de g et
hen —oc eten +co.

m Fonction sans limite a l'infini
Soit la fonction f définie sur R par f(x) = sinx.

Kl Justifier que 7 ne peut pas admettre de limite infinie
en +oo.

1 Calculer pour tout entier k les images par 1 de:
Xy =kt et y, = 72t + 2k,

El Justifier que f n‘admet pas de limite en +co.

m Dans chacun des cas suivants, donner une allure
possible de la courbe %6 représentant une fonction f
définie et dérivable sur R\{1}.
a. lim f(x)=-2, limf(x)=+o

X——00 x—=1

et lim f(x)=0.

X—-+o
b. lim f(x) =—oc et lim f(x)=—oo.
x—1 X—>—

La droite d'équation y = 2 est asymptote a ‘€ en +oo.

mUne fonction f définie sur R\{—2;2} est
représentée ci-dessous par la courbe €.

Y

On a tracé les asymptotes d'équations x =—2, x =2
ety=1.

Lire les limites de f en —oo, en +oc, en —2 (a droite et
a gauche) et en 2 (a droite et a gauche).

m On donne le tableau de variations d’une fonction f,
de courbe représentative 6 :

X |— 0 2 + oo

_1\_00 . \1 / 3

Kl Préciser les équations des asymptotes a 6.

f(x)

E1 Tracer une allure possible de 6.

Démonstration d'un résultat du cours
© Voir le cours, page 56.

Kl Soit A un réel strictement po1sitif.
Résoudre sur R” I'inéquation 3 > A.

g : 1
E1En déduire lim —5-.
x—-0 X




m Soit la fonction f définie sur |1;+ oo par:

_ 1
f(x)= (X—'I)Z.

El A l'aide de la calculatrice, conjecturer la limite de f
enl.

F1 Soit un réel a > 0. Démontrer que pour tout réel x # 1 :
silx—1/<a, alors 5 >,
(x=1) " a

E] a. Donner la définition d’une fonction qui admet une
limite égalea + oo en 1.

b. Démontrer la conjecture émise a la question .

£l Donner une équation de l'asymptote verticale a la

courbe représentative de f.

m Fonctions n'ayant pas de limite
en un point

[l a. Démontrer que la fonction inverse définie sur R”
n‘admet pas de limite en 0.

b. Admet-elle une limite en 0 sur l'intervalle | — o0 ; 0| ?
et sur lintervalle ]0; + oo ?

El a. La fonction f: x sin17 définie sur R" admet-
elle une limiteen0?

b. Admet-elle une limite en 0 sur l'intervalle | — o ; 0[ ?
et sur l'intervalle [0 ; + oo ?

2

1
—
5

2 -1 /@0 1 2 3 4 6 7 8 9
e
\A

E On considére une fonction 1 définie sur R” dont
on donne le tableau de variations.

—2 + o0 +o0
£(x) _m/ \_m \1/

Dresser, en justifiant, les tableaux de variations des
fonctions — f, | f
aux bornes de R”.

, f2et 17 en précisant les limites

E Déterminer les limites suivantes :
b. lim —x*(x+2)+1.

X—=—oc

a. lim x(x—3);
X—+oc

E Déterminer :

. ) 1 ) 2
E lim (x +3)(X 4), Exllr?wxx(x+5).

X—+oo

|55| Déterminer les limites en —cc et en +co des

fonctions f, g et h suivantes, aprés avoir vérifié quelles
sont définies sur R. «

o Jf —x3+2x%— 4. b 5 = —n,
a. fiX—> —x ngH2+3x2
o +1

c.h:x — ==
X —4x+5

Le graphique donne les courbes représentatives
de trois fonctions f, g et h définies sur R.
L'axe des abscisses est une asymptote a la courbe €, en
+oo etalacourbe € en — oo et +oo ;de plus €, estune
droiteet lim f(x)=+oo.

o0

X——

@ Y

0] X
fﬁh
Donner, si possible, les limites en — et en +oo des
fonctions: f+g; f—g; fg: fh; g—h; J; ;
ﬁ ; g etfoh.

E Déterminer les limites suivantes :

a. lim—%—; b.lim—>5; < lm 5 ;
x—24—x* x—24—x? xo—24—x
x<2 X>2 x<—2

. X . X

d. lim ——5;e. lim .
x——24_X2 ! X~+oo4_X2
x>—2

E Déterminer les limites aux bornes de I'ensemble
de définition de f dans chacun des cas suivants :

a.fix— (]7+2)(x2—1)sur]0;+oo[;

b. f:x — (17+2)(x2—1)sur]—oo;0[;

€& f x> Msur]—mﬂ[;
1—x
d. f:x— %sur]zﬁm[.

Déterminer les limites suivantes :
1 4 3
3 L PG 3 : _ =~
X (1 % + 3 )], b. lim 3x(x+ v )

X——0o0

a. lim
X — + o9




m Méme exercice que I'exercice 59.
a.f:x— (X1_4 —%)sur]o;éi[;
4x + 1
x*+5x+6
% —2%—15
10 — 2x

b. f:x— sur |—3;-2[;

CfiXi—> sur |5;+ oo ;

sur |—1; + oL

. _ 3
d. f:x— 2x 1+X+'I

m On considére la fonction f définie sur

1—3x
i+ r: X)=-—F—.

J0;+oof pa fo="57

il Tracer la courbe représentative de f a la calculatrice.

Conjecturer la limite de f en 0 et en + oo, ainsi que ses

variations.

E1 Déterminer les limites de /" en O eten +co.

En donner une interprétation graphique.

El a. Calculer f'(x).

b. Etudier le signe de f'(x) sur |0;+ co.

¢. En déduire le tableau complet des variations de f.

E Limite d'un polynome a l'infini

[l Soit une fonction f polynéme de degré n (entier).

On pose pour tout réel x :
f(X)=ag,x"+a,_x""+.. . taxta;

les a; sont réels tels que a,, # 0.

En factorisant par a,x", démontrer que :

lim f(x)=inT a,x" et
— o

X—+occ X——oc

F1 Déterminer rapidement les limites en +occ et en — oo
des fonctions suivantes définies sur R :

a. f(x)=—3*+ 23 +4ax+1;

b. g(x) = 2x>+ 5x* — 3x + 4.

lim f(x)= xﬂnjooanx”.

E Déterminer :
a. lim ,/ ki
Tx—twV At

, 3
c. lim ;
Xo—ooy X2+ 1

b. lim vVx*+x+1;

X—+co

d. lim ——=X
.X—v+oon 1.

m On considére la fonction 1 définie sur R par:
f(x)=vVxX+4—x,

El Déterminer la limite de f en —oo.

F1 Démontrer que pour tout réel x :

_ 4
T e aex

En déduire la limite de f en +oo.

m m Démonstration du cours

© Voir les théoremes du cours, page 58.

Soit un réel a. On considére deux fonctions f et g
définies sur [a;+ oc| telles que pour tout réel x> a,
f(x)<g(x).

On suppose que lim f(x) =+
X -+t oo

Kl Rappeler la définition mathématique de:

« lim f(X) =+ o0 ».
X —+oo

F1 En déduire que la fonction g tend vers + oo en + co.

Déterminer la limite en +oco et en —oo de la
fonction f définie sur R par:

f(x)=x+1—sinx.

W=Hed-sindh /_/

e T S T R

d

n=z Y=%.B-HBH

m Déterminer la limite de f en +co dans chacun des
cas suivants :
a. f(x)=(2—sinx)xXx?*;

3x
b. f(x) = cosx— 3"

IBQ K} Montrer que pour tout réel x :
1 < 1

<
3 S 2 cosx S

F1 En déduire les limites suivantes :
X . X + cosx
: b. lim ————

a. lim ;
X—>—o0o 2 — COSX

X—>+oo 2— COSX

KN Démontrer que pour toutréel x > 1,0na:

1 X
— < <
2 S %41 <1.
1 En déduire les valeurs de :
. XV X . X
lim et lim —— .
X—too X+ 1 x—toovVx(x+1)

f est une fonction définie sur |0 ; + oo telle que:
D pourtout x > 1, )12 <f(x)< l ;

D pourtout x € ]0; 1], %%f(x)é%.

[l Peut-on en déduire la limite de f en + oo ?
Si oui, la donner.

E1 Peut-on en déduire la limite de f en 07? Si oui, ladonner.




Soient deux fonctions u et v représentées ci-dessous.
v

@, /\

=¥

@y,

On considére une fonction f définie sur R et telle que :
D u(x)<f(x)<v(x)pourtout x €[0;+ oo ;

D f(x)= u(x) pourtout x € |- co; — 4].

a. Déterminer les limites de f en —oo eten +cc.

b. Reproduire le graphique et donner une allure pos-
sible de la courbe représentative de f.

Pourchacundescas, tracerlacourbereprésentative
de lafonction f et précisersi f est continue sur K.
x*=1si x<0
a. f(x)= ;
S {x—1 six=0
x> +1 six<1

b. f(x)=12

six=1

m Soit la fonction f définie sur Rpar f(x) =|x* — 4.
Kl Tracer la courbe représentative de la fonction f'.

F1 La fonction 1 est-elle continue sur R ? Est-elle déri-
vable sur R ?

Soit la fonction f définie sur R* par :
E(x
f0 =",

ou E désigne la fonction partie entiere.
a. Démontrer que, pour tout réel x, x — 1 < E(x) < x.
b. En déduire que lim f(x)=1.

X -+

m Dans chacun des cas, quelle valeur doit-on donner
au réel m pour que la fonction £ soit continue sur R ?

=1 .
0 f(x)=1{ x+1 si x¢—1‘
m si x=-—1
2] f(x)=# si Xx#0,
f(0)=m

Il On a tracé la courbe représentative d’une
fonction f définie sur l'intervalle [—3; 4].

;
RS
| 0

] La fonction f est-elle continue:
a.en—27? b.en17? c.en2?

@r

El La fonction f est-elle continue sur I'intervalle :
a.[-3;0]7 b.[1;2]? «.]2;4]?

El Donner un intervalle de longueur 4 sur lequel la fonc-
tion f est continue.

Pour x€[0;4], f(x) v

est I'aire de la partie colorée .

sur la figure ci-contre. 1
La fonction f est-elle conti- | — e
nueen2? 0l 1

|£_ Soit /" la fonction définie pour x # 1 par:

x2—3x+2

flxy =23

E1 A l'aide de la calculatrice, conjecturer le comporte-
ment de f auvoisinage de 1.

F1 Prouver ou infirmer la conjecture.

E Soit la fonction f définie sur R\{—3;3} par:

=X HES

El Déterminer, si elle existe, lim f(x).
X—3

F1 Démontrer que la courbe représentative de f admet
deux asymptotes dont on donnera les équations.

m Déterminer :

a. lim / X+5 b Iim$
Tx—toY Ax+17 Txo—w VX241

E Déterminer :

a. lim cos( ! ) b. lim sin(mﬁ_])
e — oo 2x+1 ) 7LD, 2x+3 )




m Vrai ou faux ?

Justifier la réponse.
Soit /" une fonction dont le tableau des variations est :

] 0 1 2

X — o0 4 +00[

S N

— 00

f(x)

El Uéquation f(x) = 1 admet une unique solution.
Fl Léquation f(x) =— 3 admet une unique solution.

El limage par f de lintervalle ]0;4] est lintervalle
[0;+ ocf.
£l Le signe de f est donné par le tableau suivant :

X | —o0 + oo

f(x)

-2 0 1 4
+ 0 -+ -0+

|87 Soit f une fonction continue sur lintervalle
[— 3; 2] dont on connait le tableau des variations.
x | —3

-2 1 2
2 1
f(x) \ / \
—1 0
Donner les images par la fonction f des intervalles :
[—2;1]; [—2;2]; [—3,’1].

Soit f une fonction dont le tableau de variations
est:

X |—x 0 2 + oo
1

N

El Donner les images par f des intervalles :
|—;0[; [0:2]; |- o;2[; |2;+ oo
E1 Déterminer le nombre de solutions de I'équation :

a. f(x)=0. b. f(x)=1.

f(x)

- oo

m Soit la fonction f définie sur [0;1] par:
f(x)=x>—5x+2.
Kl Calculer 1(0) et £(1).

F1 En déduire que I'équation f(x) = 0 admet au moins
une solution dans [0;1].

m Dans chacun des cas suivants, démontrer que
I'équation proposée a au moins une solution dans
l'intervalle L.

Bx/x+2=2;1=[-2;2].
BOe+1)2=1;1=R.

m Démontrer que I'équation x> — x> — 1 = 0 admet
une unique solution dans R et encadrer celle-ci par
deux entiers successifs.

E On considére la fonction g définie sur IR par :
g(x)=x*—a+ 4 -1,

Démontrer que I'équation g(x) = 0 admet exactement

trois solutions sur R dont une entiére.

m On considére la fonction f* définie sur R par:
FR=F—3r—1,

Déterminer, selon les valeurs du réel k, le nombre de

solutions de I'équation f(x) = k.

@ Soit la fonction f* définie sur R par:

Ff(X)=x+33+2x+1.
KN Exprimer f'(x).
F1 a. Etudier les variations de la fonction dérivée f”.
b. Justifier que l'équation f”(x) = 0 admet une unique
solution a sur R.
Donner une valeur approchée de a a 0,1 prés.
c. En déduire le tableau de signes de f"(x) sur R.

E] Etudier les variations de f sur R,



