Ilobtient xp=2—+/—-14+2++—-1=4,
L&S MGMB\"C-S C‘.QM'PIEJl.'ﬂS et constate que 4 est bien solution: 4> —15 x4 —4 =64 — 60 —4 =0

Ce Pﬁlk‘t de vue Algé.lbrl%)e. e \/—1 n'existe pas, mais permet de trouver la solution d"une équation. Il s’agit

d’un intermédiaire de calcul. Les nombres complexes étaient nés!!

1 Introduction e Au XVII*siecle, ces nombres que Descartes appelle imaginaires, deviennent in-
termédiaires de calcul, mais ne sont pas encore considérés comme des nombres.

1.1 Un probléme historique

o Au XVIII® siecle, Euler montre que ces nombres peuvent se s’écrire a 4 b/ —1.

A 1a fin du XVIe siecle, I'heure est a la résolution générale des équations du troi- lLpropasedemates: /-1 =4. [fcommpinapmarey).

sieme degré. A Iaide d’un changement de variable, bien choisi, toute équation e Au XIX¢ siecle Gauss montre que 'on peut représenter de tels nombres. IIs
du troisiéme degré peut se mettre sous la forme obtiennent alors le statut de nombres qu'il rebaptise complexes.
x4 px+qg=0 1. On rappelle que: (a4 b)% = a® 4 3a%b + 3ab? + B* et (a—b)® = a® — 3a%b + 3ab? — b*
e Soit la fonction f définie sur R par f(x) = x* + px +g.
f est continue sur R et Jr]_i}r_l;00 = 400 et J|rl_i}rllm = —oo, d"aprées le théoréeme des 2 Construction des nombres COII[P]QXES

valeurs intermédiaires, 1'équation f(x) = 0 admet au moins une solution. e
1 () 2.1 Définition
e La formule de Cardan donne I’expression de cette solution :

2y = {'/_g = J(g)2+ (g)q o \3/_%_4_ }(g)z_'_ (g)g Deéfinition | : On appelle C I'ensemble des nombres complexes.

Un nombre complexe z est un nombre s’écrivant sous la forme :

e Bombelli, autre mathématicien de I'époque, applique cette formule a 1'équa-

z=a+ib avec(ab) € R? et #=-1
tion :

23 152 —4=0 avec p=—15 et g=—4 Le nombre réel a s’appelle la partie réelle de z notée : Re(z)

Il obtient alors : Le nombre réel b s’appelle la partie imaginaire de z noté : Im(z).

xg = \3/2_ 4—1254‘{’/2‘5‘@: {'/2—m+€/2+\/ﬁ La forme z — a +ib est appelée forme algébrique.
:{‘/2—11\/—1+§‘/2+11\/—1 Remargue

e Sib=0,zestréel doncR C C.

Cette formule aboutit a une incompatibilité, a cause de v/ 1. e Sig =0, z est un imaginaire pur. L'ensemble des imaginaires purs est noté i R.

e Bombelli remarque que s'il pose (\/—1)2 = —1, e La forme algébrique est unique::
il obtient en développant les cubes suivants : ! z=7 & a+ib=d+iV & a=d etb="¥
(2_\/_71)3:23_3(2)2\/?1+3(2)(\/?1)2_(\/?1)3 z=0 & a+ib=0 & a=b=0
=8—-12v-14+6(-1)— (-1)v-1=2-11v-1

24+ V=13 =22 4302)"V/-T1+432)(vV-1)* + (V-1)°
=8+12vV-1+6(-1) + (-1)vV-1=2+11V~1




2.2 Représentation des nombres complexes cos by = % ,
OM1:|21|:V1+ :\/E et 12 —p 9]21[27(]
sinf; = —
Theoreme | : Soit le repére orthonormé (O, i, 7) appelé plan complexe. Y= B
A tout nombre complexe z = a + ib, on peut associer un unique point M(a; b) cosfhy = i
dans le repere (O, i, 7). On dit que z est I'affixe de M et on écrit alors M(z). OM; = |zo| = vVI¥3=2 et \2/?: ey T = 7% [27]
sin 92 = —7 )
Remargue : Réciproquement a tout point M(a;b) du plan complexe, on peut 4
associer un unique complexe z = a + ib. Cette application est bijective. costh = —¢ 4
: OM3 = |23 = /16 +9=5 et = 03 = arccos (——) ~ 143° [2m]
Cowséguence On peut représenter tout nombre complexe z = a +ib. iy 3 5
S 3 — 5
L’axe des abscisses est appelé « axe des réels » 2.3 Opérations avec les complexes
L'axe des ordonnées est appelé « axe des imaginaires purs » N I M(z)
On peut aussi repérer le point M par : |z : - ] ]
e Ladistance OM : le module de z noté : |z| 5‘ : Delvition 2 : Soit z=a+ib et z' =a’'+ib’, on définit deux opérations dans
- — Al I B
e L'angle (u , OM ) = 0 [277] : 'argument de z noté arg(z). o[ - =
o e L'addition «+»: z+z' = (a+a') +i(b+ V')
cos O — |a_j e La multiplication « x » : zz' = (aa’ — bb') 4 i(ab’ + a'b)
z
Ona |z| = Va2 +0b2 et rz #0, avec 0 = arg(z) [2m
e o] + A sinf — i ve Blz) [2nl (C, +, x) forme un corps commutatif. Il posséde donc les mémes propriétés pour
g - |z] ces deux opérations que dans I'ensemble des nombres réel IR :

e La commutativité et l'associativité de 'addition et de la multiplication ainsi

Exemple : Représenter puis déterminer le module et un areument des nombres
P p p & que la distributivité de la multiplication par rapport a I'addition.

complexes suivants: z; =141, zp=1— iv3, z3=—443i
e Lintégrité (produitnul): Vz,z’€C, 2z/=0 & z=0o0uz' =0

On a les représentations de zy, z et z3 suivantes : Exemples : Soit les opérations suivantes : (retenir que i = —1)
M, \ 21 =447 —(24+4i) =4+7i—2—-4i=2+3i
_______________ el zp=(2+i)(3—2{) =6 —4i+3i+2=8—1i
: z3=(4—3()2=16—-24i —9 =7 —24i
|
: Remargue : Comparaison de deux complexes : il est possible de définir une
: relation d’ordre dans C prolongement de la relation d’ordre dans RR.
| On compare les parties réelles et en cas d’égalité, les parties imaginaires.
; ! ! | En notant "<" cette relation: a+ib <c+id < a<cou (a=c et b<d)
T P 7T T (Onaainsis 2483 ~7 et —1—¢ L —143i
Cependant cette relation n’est pas "performante” car elle n’est pas compatible
avec la multiplication : d’apres cette relation : 0 <i g 0 < —1 qui est faux.
- On abandonne donc 'idée de comparaison et d’inéquation dans C!




2.4 Conjugué

Defivition 3 : Soitz=a+ibeC.
On appelle le nombre conjugué de z, le nombre noté z tel que : z = a — ib.

Onaalors: zz = |z|*> = a® + b2,

Deémonstration : 2z = (a+ib)(a—ib) = a? —iab +iab + b* = a® + b?

Interprétation géométrique : ¥ T M(2)
M'(z) symétrique de M(z) par rapport a 1'axe des réels. |z] :
= I
A |
Applications : :

2—i SN I8

e Trouver la forme algébrique du complexe : z = , |
342 2l :

On multiplie haut et bas par le conjugué du dénomina- pf------- 'M'(z)

teur :

_ (2-9)(3-2i) 6—4i—3i—-2 4-7i 4 7,

(3+21)(3—2i) 9+4 13 13 13
e Résoudre I"équation suivante : z = (2 — i)z +3
z=(2-1)z43 & z—(2-i)z=3 & z(1-2+i)=3
3 3 —3(1+i) _ 3 3,

—= — =i

T Api 11 (@-90+d) 2 2

z

2.5 Opérations et propriétés du conjugué

Théoreme 2 : SoitzeC et 27 € C*, ona:

= o = e z z = =
T, mE e gl et = mal (—,) ==, zZ#£0, =(Z)* neN”*
Z Z
Remargue : Le conjugué de la somme, du produit et du quotient est égal a la

somme, au produit et au quotient du conjugué. Les opérations avec le conjugué
ne pose aucun problémc.

Deéemonstration : Ces égalités se démontrent sans soucis, en calculant a part le
terme de gauche et le terme de droite en posant z =a +ib et z' = a’ +ib'.

3_;
Exemple. : Donner la forme algébrique du conjugué de : z = 1—2

=142

- 3—i\ 3—i 3+4i @+dQA+1i) 343i+i-1
a T T43  1-—i 1+1 n 3

Proﬁrié_té ) : SoitzeC,ona:
e z+Z = 2Re(z) e zimaginaire pur < z+4+z =0

e z—Z=2ilm(z) szreel & 2=2

Démonvstration : Onpose z —a+ib, onaalors:
z+Z=a+ib+a—ib=2a=2Re(z)
z—Z=a+ib— (a—ib) = 2ib = 2iIm(z)
Exemple : Dans le plan complexe, M est le point d'affixe z = x +iy, x,y € R.
Bz
|
1) Exprimer Z + Z en fonction de z et Z.

Soitz € C—{1}, onpose Z =

2) Démontrer que : Z imaginaire pur < M est sur un cercle privé d"un point

Solutions :
- 5z2—2 [5z—2\ 5z-2 52-2 (5z—-2)(z—1)+(52—2)(z—1)
1)Z+Z_z—1+(z—l)_z—1 1 G-—DE=-1)
_ b -bz—2Z42 45222212 1022—7(z+z)+4
o (z—1)(z—-1) T (z-D(E-1

2) Z imaginaire pur <> Z+Z =0. Onadonc:
1022 —7(z+2z)+4=0 & 10Jz>—14Re(z) +4=0

o L 2
& 10+ -Ux+4=0 & P+ —Zx+:=0

=4 ;vc—Z 2—4—9+ 24—8—(){:;' x—z 2+ 2—i—()
10) 100 Y T57 10) Y 100

PNE e i AN
@ () = (@)

& (x—0,7+32 =032



A Aoorithme = Soit la fonction Python'g eq2(a,b,c) permettant de calculer les
TN | racines de : ax? + bx +c¢

On obtient I'équation d’un cercle % de centre | Un nombre complexe en l’ythonp s'écrit : a+1j*b ou complex(a,b).
0 (0,7 ; 0) et de rayon 0, 3. i Ui.? & L'expression 1j remplace la lettre i

T — 3 5 : 2
Le point (1; 0) appartient au cercle, comme O 05 Q 0 Cette fonction renvoie pour eq2(1,-2,2): (1+1j),(1-1j)
z # 1, ce point ne peut faire partie de 1'en-
semble des points M. from math imports

def eqg2(a,b,c):
D=bx%2 4xaxc

Remargue : Si M(z) se trouve sur le cercle % privé du point (1; 0), le point Lf D::(U:b+~;qrt (D)) /(2¢2)
M'(Z) se trouve sur 1’axe des ordonnées. Le cercle ¢ privé du point (1; 0) se

y=(-b-sqrt(D))/(2=a)

else:
x=(—b+1jxsqrt(-D)) /(2xa)

transforme ainsi en la droite des ordonnées par I’application f tel que f(z) = Z

y=(—b—1j*sqrt(-D)) /(2*a)
3 Equation polynomiale a coefficients réels S
; i ; 3.2 Factorisation et racines d’un polynéme

3.1 Equation du second degré

On considére des polyndomes P de degré n dans C a coefficients réels :
H
P(z) = k= ca® teuaZ™ L4 o Feizt sc Vk € [[0,n], cx € Ret 0
Théoreme 3 : Soit 'équation a coefficients réels (a # 0): az? + bz +c=0 ) kz;‘) L Fe s S 0], e Bl

et A = b? —4ac son discriminant. Cette équation admet comme solution :

—b+ VA . _ —b—+VA
e i
a

OnnotedegP = n etsia € C est une racine de P, alors: P(a) =0

* SiA >0, deux solutions réelles : z; = ) et 2a Théoreme 4 : Soitn € N* et a € C. Pourtoutz € C,ona:
b "—a"=(z— lyndme de degré (n —1
e Si A = 0, une solution réelle double : zy = e A (2=4)0() avec Qpulynome de deg (1)
e 5i A < 0, deux solutions complexes conjuguées avec A = i2(—A) Deémowstration : Par récurrence. Montrons que :
. —b+iV—A : —b—i/=A VnelN*, z"—a"=(z—4a)Q(z), degQ=n-1
i e e
2a 2a

Initialisation: n =1, z! —a=(z—1) x1 = Q(z) = 1 de degré 0.
La proposition est initialisée.

A\ Lanotation 4/z n’a de sens que si z est un réel positif ou nul. Hérédité : Soit n € IN*, supposons que z" —a" = (z —a)Q(z), degQ =n—1,

EYE.M-PfE, : Résoudrez2—22+4+2 =0 montrons que z"*1 — "1 = (z —a)R(z), degR =n
o 5 1 . DeHR,ona: z" = (z—a)Q(z) +a" (1)
A=4-8=—4=(2i)". Comme A < 0 on a2 solutions complexes conjuguées : )
2 4 2i > 2" — g — 2(2") —a" 2 2 [(z — @)Q(2) +a"] — @™ = z2(z — 2)Q(2) + a"z — a(a")
7 = 5 =141 ou zp= > =] =1 =z(z—a)Q(z) +a*(z—a) = (z—a) [zQ(z) +a"]
\—,—/

R(z)
degQ=n—1 = degzQ(z) =n = degR = n. Laproposition est héréditaire.
Par initialisation et hérédité : Vi € N*, z" —a" = (z —a)Q(z), degQ =n—1




Ewe.MPt'e. : Factoriser z3 —8 = z3 — 23

3 2
s 20z 0z—=8 | z—2

On peut factoriser par (z —2) _31 252 EESrree
Pour trouver la factorisation, on effectue une 0234+ 2221 0z
division euclidienne (ci-contre). 2721 4z
On soustrait a chaque étape le quotient trouvé. 0z°+ 4z —8
Onobtient: 72 —8=(z—2)(z2+2z+4 —4z+8

( ) ) 0z+0

Théoréme S : Soit P un polyndme de degré n et a une racine de P.

P se factorise par (z —a) etdonc P(z) = (z —a)Q(z) avec degQ =n —1.

Deémonstration : Avec le symbole Y.

On pose P(z) = ) ckz¥ et comme a est une racine de P, on a P(a) = 0.
k=0
En utilisant le théoréme précédent :

I

- - < - zfao_ﬂ A -
chz cha Y (2 —d* ) ck (2 —a)

k=0 = D)

P(z) = P(z) — P(a) =

=(z—a) }: cxQu(2) =
k=1
Q(z)

Or degQn, =n—1 et Vk € [1,n—1], degQr < n—1, donc degQ =n—1.

(z—a)Q(2)

Examf"e. : RésoudredansC: z3+2z2+2z2—4=0

e Onpose P(z) =z3+22+2z—4.
z = 1 est une racine évidentecar P(1) =1+1+2—-4=0.

e D’apres le théoréme précédant P(z) = (z — 1)(&22 +bz+c) avec a,b,c € R
e On détermine les coefficients a, b, c par identification sur le polynome P :

(z—=1)(az? +bz+c) = a2 + bz +cz—az? —bz—c = a2’ + (b—a)2® + (c—a)z—c

De fagon immédiate : @ = 1 et ¢ = 4 et sur le coef. de z?
Onaalors: P(z) =(z—1)(z>+2z+4)

it h—a=1=b=2

e P(z)=0 & z=1o0uz>+2z+4+4=0
A =4-16 = —12 = (2i\/3)? deux racines complexes conjuguées :

z1:‘2_+22’.‘/_§:_1+s\/§ o ZF#@:_H\/@

s:{1;-1+i¢§;—1—f\/§}

Theoreme b6 :

Un polynéme non nul de degré n admet au plus 7 racines.

“Deémonstration : Par récurrence. Soit P, un polyndme non nul de degré n.
Initialisation : n = 0, Py est constant non nul donc n"admet pas de racine.
La propriété est initialisée.
Hérédité : Soit n € IN, supposons que P, admet au plus # racines,
montrons que P, admet au plus (# + 1) racines.
e 5i P, n'a pas de racine, alors P, ;1 admet au plus (n + 1) racines.
La proposition est héréditaire.
e Si P, 1 posséde une racine a alors, d’apres le th. précédant : P, 1(z) = (z —
a)Py,
Si P41 posséde une autre racine b # a, alors d’apres l'intégrité de C :

Poa(b) =0 = (b—a)Py(b) =0 " Py(b) =0 = b racinede P,

A part a toutes les autres racines de P, 1 sont des racines de P,, qui d’aprés HR
possede au plus n racines, donc P11 posséde au plus (1 + 1) racines.

La proposition est héréditaire.

Par initialisation et hérédité, un polynéme de degré n posséde au plus n racines.

4 Formule du binome

Théoreme T : Pourtoutn € N, et pour tousa,b € C,ona:

(8 +b)F = z (f;)ankbk: (g)au (’;)anlb+...+( ? 1) ST ()b




Deémonstration : Par récurrence. Avec le symbole ¥

H
Soit la propriété : Vn € N, (a+b)" =) (ﬁ)a” g
k=0

0
Initialisation:n =0, (a+b)°=1et ( O) a°°=1. La proposition est initialisée.

n
Hérédité : Soit n € N, on suppose que : (a +b)" = Z (:) ak pk
k=0

ﬂ 2 kbk+bi n "k pk
k

Z( ) PR (k) ket

k=0 k=0

_ontl ol oo . BXOAN . gong n1
=a + Z k a b* + E r a b + b
=1

k=0

(a+b)" = (a +b)"(a +b) = [E (:) A bk] (a+Db)

Dans la deuxiéeme somme, on change k — k + 1, on obtient alors :

(a+b)n+1 =y i (:)an—;—i—kbk n i (kﬂl)an_(k—nbk 4+ prHl
( ) n+1 kbk = z( ) n—l—l—kbk e bn—i—l
k—1

[()+ (m)]reew + e

relation de Pascal

i n+l e L n+1 pritl
b= k n+1

Z (”+1) ntl—kpk 14 proposition est héréditaire.

an—l—l

an—H

i

(@+pytti=("

H
Par initialisation et hérédité, Vn ¢ N, (a+b)" = Z (:‘:) M
k=0

Exemple : A l'aide de la formule du bindme et en s’aidant du triangle de Pascal,
développer: (1+i)%et (2—i)*

(497 =145 L1054 107 L5 4 ¢

1
_ ; : : T 1
1+51.10 10i +541 WA
=44 e -
i 42 6 4 1
1

(2 =) =20 40205 +6(2) (=1 +4Q) (=) + ()"
=16-321 —24 +8i +1 Triangle de Pascal
ey P 7 jusqu’au degré 5

5 10 10 5 1

Complément (dans la lignée du programme)

Théoréme : Tout polyndéme & coefficients réels admet un nombre pair de racines
complexes non réelles. Ces racines sont alors conjuguées deux a deux.

Soit un polynéme P de degré n a coefficients réels :

n
Pz)=Y a2 =ap2" +ap 12" T4tz tag
k=0

On suppose que zy est racine de P, montrons alors que T est aussi racine de P,

P(zo) =0 <« P((z0) =D

& Ay 24 u,,__-lzﬂ"l boortapzg+ag =10

& GuZp+a, 120 14+ WG +oH =0
& GRAGIR 4+ AT =0
Comme les coefficients sont réels, Yk e {0,1,...,n}, T —ap et Z0 — "

& @Ity 15" -t ap =0
< Ej racine du polyndme P

Culture

Théoréme fondamental de I'algébre : Tout polyndme de degré n = 1 a coeffi-
cients complexes admet exactement 1 racines distinctes ou non.

Théoréme conjecturé par d"Alembert (1717-1783) et démontré par Gauss (1777-1855).

Exemple : Racines 4= de 'unité,
A-1-0 e @-1DZ+1)=0 & (z—1z+1)(z-D(z+i) =0
On en déduit les 4 racines 4= de I'unité: S¢ — {—1; 1;—i; i}.




