1 Forme trigonométrique

1.1 Angle orienté et mesure principale

Deéfivition | : Un angle orienté est défini par deux vecteurs il et 7, noté (if, 7).
L’angle est alors orienté de il vers 7.

On dit que les mesures (en radian) 6, et 6, d'un

méme angle orienté (i7, 7) sont égales modulo 27, 7 ®

s’il existe un entier relatif k tel que : a \
6, =6, +k x2m onnotealors 6, =6, [27] il

On appelle mesure principale d'un angle (7, 7), la
mesure 6 avec 0 €| — 7, 7).

Remargue : On veillera a donner un angle orienté avec sa mesure principale :
par exemple —STR = g [27].

1.2 Forme trigonométrique

Deéfivition 2 : Soit z = a + ib un complexe non nul.

A
La forme trigonométrique de z, est I'écriture de la M(z)
forme: z = r(cosf +isin#f) Hlbmomome e ,
|
e r = a2+ b2 = |z| module de z 1 5 :
== = - I
e 0= (ii, OM ) = arg(z) [27] argumentde z g O=arg(z)i
o w : -

Remargue : z = r(cosf +isin @) esta relier aux coordonnées polaires de M(r ; ).

Exemples :
Trouver la forme trigonométrique dez =1 —i
2| = 12+ (-1)2= V2
1 _V2 V2
2

=g etsind=—F = 9=—% 27) :

cosf =

Trouver la forme algébrique de z = /3 (cosg + isin g) 3
1,48} +3.3.
e Z—ﬁ<§+'7) =7ty

1.3 Relations de symétrie

riété | : Pour tout complexe z non nul, on a

les relations suivantes :
| —z| =|z| et arg(—z)=arg(z)+m [2n]

|Z| = |z| et arg(Z) = —arg(z) [2n]

1.4 Relations trigonométriques

Théoréme | : Formules d’addition
Pour tous réels a et b, on a les relations

® cos(a+ b) = cosacosb —sinasinb @ sin(a + b) = sinacosb + cosasinb
@ cos(a — b) = cosacosb +sinasinb @ sin(a — b) = sinacosb — cosasinb

“Démonstration : Formule @. Soit les points A et B sur le cercle unité :

— ——
Calculons le produit scalaire OA - OB de deux fagons: 14
_—_) _) et
OA -OB = OA x OB x cos(a — b) = cos(a — b) .
S ===
C—)X)O_B) = (C?Sa)-(c95b) = cosacosb +sinasinb sinbp----
sina sinb

Des deux égalités, on déduit la formule @ :

cos(a —b) = cosacosb + sinasinb T

cosacosb l 1



Pour trouver la formule @, on remplace dans @ b par —b, on a alors :
cos(a +b) = cos[a — (—b)] Z cosacos(—b) +sinasin(—b) = cosacosb —sinasinb
Pour trouver les formules @ et @ avec le sinus, on utilise les relations :

n n

cos (— - a) =sina et sin (— —a) = cos i

2 2
Remargue : Pour se souvenir des formules d’addition, on peut remarquer :
e Avec le cosinus on « ne panache pas » tandis qu’avec le sinus on « panache ».
e Avec le cosinus de a + b, on met un « moins » entre les deux termes.

Théoréme 2 : Formules de duplication

Pour tout réel a, on a les relations :

2 2

cos2a = cos’a — sin’a = 2cos’a — 1 = 1 — 2sin’a

sin2a = 2sinacosa

Démonstration : On utilise les formules d’addition en faisant b = a.

1.5 Opérations sur les modules et arguments

Théoréme 3 : Pour tous complexes z et 2’ non nuls, on a les relations suivantes :
22| = |2| || et arg(z2') = arg(z) +arg(2') [2n]
2] =" et arg(") = narg(z) [27]

|§| - ||zz_'|| e (5) = arg(z) —arg(z') [271]

Démonstration : Soit z = r(cosd +isinb) et 2’ = r'(cos@ +isind’):
zz' = rr'(cos@ +isinf)(cos @ + isin@’)
=rr'(cos@cosb +icosfsin@ +isinfcosh’ —sinfsind’)
= rr'[cosBcosf’ — sinOsin @’ +i(cosOsin 6’ + sinb cosd’)]

cos(0+6") sin(:):(?’)
=rr'(cos(8 +68') + isin(6 + "))

Paridentification,ona: |z2'| = rr' = |2| |2/| et arg(z2') = arg(z) +arg(z") [2n]

e Ondémontre |z"| = |z|" et arg(z") = narg(z) par récurrence.
¢ Pour le quotient, on pose Z = 5 ,onadonc z = Zz'. Du produit :

12|
2 = 12| || < |Z|=m

arg(z) = arg(Z) +arg(2’) [2n] & arg(Z) = arg(z) — arg(2’) [2n]

2 Forme exponentielle

2.1 Introduction
Soit la fonction f définie de R dans C par: f(f) = cos@ + isiné.

f(8)f(6') = (cosB + isinB)(cos®’ + isinb’)
= (cosBcosb’ +icosBsinb’ + isinfcosd — sinfsinf’)
= (cosfcos 8’ —sinfsinf’ + i(cosBsin @ + sinfcos @)
= [cos(8 +8') +isin(0+68")] = f(6 +6)

Donc f(8+6') = f(8)f(6').

Les seules fonctions dérivables non nulles (f(0) = 1) sur R qui transforment une
somme en produit sont du type f(x) = &*.

En étendant la fonction exponentielle a C, on pose f(8) = ¢? aveck € Cet8 € R

Dérivons la fonction f pour déterminer k : f'(8) = ke*? et
f'(8) = —sin@ + icos® = i*sin@ + icos 8 = i(cos B + isin@) = if (0)
Par identification, on obtient alors k = i.

En étendant la fonction exponentielle a C, on décide de poser ¢’ = cos8 + i sin 6.

2.2 Définition

Deéfivition 3 : Laforme exponentielle d’un nombre complexe non nul est :

z=re® avec r=|z| et 0 = arg(z) [27]

Remargue : On peut maintenant admirer l'expression d’Euler : ¢/™ +1 = 0.

Cette expression contient tous les nombres qui ont marqué 1'histoire des mathé-
matiques : 0 et 1 pour l'arithmétique, 7 pour la géométrie, i pour les nombres
complexes et e pour Ianalyse.



: Soitz =1+iy/3, ona: |z| =2 et arg(z):E donc z =263

Exemple 3

2.3 Formule de Moivre et formules d’Euler

Théoréme 4 : Soitf € Retn € N,onaalors:
e Formule de Moivre : cosnf + isinnf = ¢/"? = (cos 6 + isin )"

i 4 o—if o0 — o—if
et sinf =

e Formules d’Euler: cosf = ——— _
2 2i

Remargue : Bien remarquer que pour sin 6, on divise par 2i.
Démonstration :

¢ La formule de Moivre est 'application directe de la relation fonctionnelle de la
fonction exponentielle : ¢"* = ()"
e Pour les formules d’Euler, on développe la forme exponentielle :

e+e®  cosB+isinB+cos(—6)+isin(—0)  cosB+isinB+cosf—isind

5 > > = cos@

e~  cos@+isinf—cos(—6)—isin(—60)  cosB+isinf—cosb+isinf
2i 2i - 2i

=sinf

3 Ensemble des complexes de module 1

3.1 Propriété

Théoreme S : Soit U, 'ensemble des complexes de module 1.

ez2elU & z=c¢® =cosf+isinb.

e L'ensemble U est stable par rapport au produit et a I'inverse :
1
2,2 €U = zZ €U et s€u

Démonstration : Propriété des modules pour le produit et l'inverse.

“Démowstration : On décompose z et 1 en module argument, avec k € Z:

{IZI =1
2k
arg(z) = n

e Ily a n angles distincts correspondant aux valeurs de k € [0, n—1]

2"=1 & = & 2" =1
- arg(z") =0 [2n] narg(z) = 2km

k
; ; _ & _guE 2B\,
e Les solutions sont les puissancesde zy =e'n car zy =e' ' n =(e'n | =2}

n—1 suib;géo 1- Z'I'

n-1 n-1
Yo=Y ZA=14z14---+2] T, =0 c@arz=z=1
k=0 k=0 —a

. . — ) 2n
e Soit les points Mg(z), on aalors (OM; ,OM;,; ) = —- avec k€ [0,n-1].

Les points M; sont alors les sommets d"un polygone régulier de n cotés.

Exemples : Uy = {1,e"} ={1,-1},

PR ¥is . 2 .0
U;=<1,¢"3,¢3 } ,onpose j=e3 dou U3={1,j,},

T ; 37 i .
U4={l,e‘f,e’”,e"f}={l,1,-—l;—1}

On obtient les représentations suivantes :

n=2



4 Complexes et vecteurs

4.1 Affixe d’un vecteur

Théoréme 7 : Pour tous points A(za) et B(zg) du plan complexe, on note :

—
°z I'affixe du vecteur AB on a alors:

- —
2;8 =28—2a , AB=|23—2a| , (u,AB) = arg(zp —2a)
_2Zatzs

e Imilieude [AB], onaalors: z >

. —_ == —
Remargue : Soit A(zp)etB(zg),ona: AB =OB ~OA & 2= =2 —2a
Exemple : On donne: A(2+ i) et B(—1 — 2i). Faire une figure puis déterminer
—— ——
I’affixe du vecteur AB , la distance AB et I'angle (i/, AB ).

; — :
ez =23—2y=-1-2i—-2—-i=-3-3i donc AB (-3-3i)

AB
-
e AB=|zg — 25| = v9+9=3V2. Onpose8 = (ii, AB) , :__7/\
|
3 V2 . >
9=——=—— 2
cos 3v2 2 3n e /49/
e Ona: 6=-— [27] |
sin@ = — o ——ﬁ 4 Z
3v2 2 B |

42 Ensemble de points

Théoréme 8 : Soitr > 0, 'ensemble des points M(z) vérifiant
o |[z—z5|=r & AM =r estlecercle de centre A et de rayon r

o |z—za|=|z—2z8] & AM = BM est la médiatrice du segment [AB]

4.3 Somme de deux vecteurs

- o
Théoreme q : Soit w; (z1), wp (23)
onaalors: @, + @2 (z; + 22)
et I'inégalité triangulaire :

|z1 + 22| < |21]| + |22] =

La somme de deux complexes revient a
additionner deux vecteurs dans le plan ol @
complexe et inversement.

44 Angle orienté

Théoréme 10 : Pour tous points A, B, C et D tels que (A#B) et (C#D),ona:

=t 2Zp —2¢
(AB,CD ) = arg (ZB“ZA)

“Démonstration : Dapres les regles sur les angles orientés :
(7,i) = —(i,7) et (ii,®) = (d,7)+ (J,%)
on a les égalités suivantes :
— — = - — - = - —
(AB,CD)=(AB,u )+ (u ,CD)=(u ,CD)~-(u ,AB)
= arg(zp) —arg(z,p) = arg(zp — z¢) —arg(zp — 2a)

Zp — ZC
=a,g(_z - )
B— ZA

4.5 Alignement, parallélisme et orthogonalité

Propriete 2 : Soit A, B, C et D quatre points distincts deux a deux

e 2C — ZA

A, B, Calignés < A_B) et AC colinéaires < P €R
B~ ZA
) A P ZD = 2C
(AB) et (CD) paralleles < AB etCD colinéaires & —— €R

Zg — ZA




—_— — —_— —
“Démonstration : AB et AC colinéaires < (AB,AC ) =0 [n]

On en déduit que arg (%) =0 [n]
B~ ZA

— = )
méme chose avec les vecteurs AB et CD pour deux droite paralleles

rieté 3 : Soit A # B et C # D quatre points

prmsmnp Rl seae Zp — 2¢ -
(AB)L(CD) & AB-CD =0 & —2—=¢ciR
B — <A

— = — =
Démonstration : AB et CD orthogonaux < (AB,CD ) = g (7]
i . Zp — Z¢ . E
On en déduitque: arg (ZB — ZA) -5 [m]
Remargue :
Pour montrer que ABC est rectangle isocele en A, on montre que : ic — iA
B~ ZA

Les droites

e Si (D) n’est pas une droite verticale, elle admet une équation
réduite de la forme: y = mx + p.

e Toute droite (D) admet comme équation cartésienne :
ax+by+c=0
e Droites particuliéres :
1) L'axe des abscisses a pour équation: y =0
2) L'axe des ordonnées a pour équation: x =0

3) Si M est un point de la médiatrice de [AB]
& AM=BM & |z —za| = |2Mm — 28|

= i

Les points

s
e A, B, C sont trois points alignés ssi les vecteurs AB et AC sont
colinéaires c’est a dire ssi

ze =sz—§» & zc—zA =k(zp —zA)

e A, B, Csont trois points alignés ssi :

—)  ——) —
(AB,AC)=0+km, keZ & EC_ZAcR

Triangle rectangle
2 2 2 AR . AC
e ABCrectangleen A & AB”+AC"=BC" & AB -AC =0
—= =y T
e ABCrectangleenA < (AB,AC )= E+k7r, keZ

& XTI R (imaginaire pur)
B~ 2A
e Si on joint un point M aux extrémités d’un diametre [AB] alors
ABM est rectangle en M.

Zg — ZA
Triangle équilatéral
e ABC est équilatéral
|28 — zal = |zc — zal = |2¢c — zs]
e ABC équilatéral
- T o T
< ABCisoceleen A et (AB ,AC ) = 3 + km

Triangle isocéle
e ABCisoctleenA < AB=AC <«
|28 — za| = |zc — zal
e ABC isocele rectangleen A &

— —
AB=AB et AB -AC =0
=28 1
ZB — ZA

-~




