Maths Expertes - TD - Nombres complexes

Correction 1

a. 7 =3(2—1) +1-(3+21) =6—3i+3i+2i?
=6+2(-1)=6-2=4

b. 2= (5+21)(1—1) =5—5i+2i— 22
=5—5i4+2i-2(-1)=5—5i+2i+2
=7-3i

Correction 2

a. 2 = (5+24)° = 25 + 2x5.24 4 (2i)?
=25+ 204 — 4 = 21 4 20

b, 2z = (2-1)° —2(1434)°
= (2% — 2x2i +1%) — 2:[12 + 2x1x3-i 4 (3:)?]
=4-4i-1-2(1+6i-9)
=4—4i—-1-2(-8+6)
=4—4i-1416—-12i=19 — 161

Correction 3

1. On a le développement suivant :
z= (x + 2~i)~(1 — :coi) =z —2%i+2i-2i%z

=z + (2—m2)-i+2~x =3x+ (2—x2)~i

2. (a.) z est un nombre réel lorsque sa partie imaginaire est
nulle. Ainsi, le nombre x doit vérifier I’équation :
2—-22=0

(v2) =42 =0
(VE+3) (V1) =0

Un produit est nul si, et seulement si, au moins un de
ses facteurs est nul.

Ainsi, les valeurs de x rendant z un nombre réel :

b.) z est un nombre imaginaire pur si sa partie réelle est
nulle; ainsi, pour que z soit un imaginaire pur, il est
nécessaire que:

3z=0
La seule valeur de x rendant z un imaginaire pur est:
z=0
Correction 4
1. Vérifions que ces trois nombres sont des racines du
polynéme P:
® P=223+22+22+1
=2:(=1)3 4+ (=1)2 + 2:(=i) +1
=2i4+(-1)—2i+1=0
z1 est une racine du polynoéme P.
® P=223 4202 +220+1 =23 +i2+21+1
=—-2i4+(-1)+2i4+1=0
zo est une racine du polynoéme P.

® P=223"+ 232 + 2235 +1

(- (D) ()
2 2 2

1 1 1 1 1
z3 est une racine du polynoéme P.

2. Vérifions que z4 est une racine du polynéme Q@ :
Q=1iz2+ (2+1)z +2=1(20)° + (2 +1)-(21) + 2
=144 + 41422 +2=—4i+4i-2+2=0

z4 est une racine du polynoéme Q.

Correction 5

1. On a les deux évaluations suivantes:
® 24+2—i=(-1-2i)+2—i=1-3i
® (1+i)z=(1+i)(-1-2i)=—-1—2i—1i-24i?
=-1-3i+2=1-34i
On en déduit que le nombre complexe —1—2-i est solution
de 'équation (E).
2. On a les deux évaluations suivantes:
® (z—1+42i)(z+2i) = [(—i) — 1+ 2] [(—i) + 2]
=(-1+i)i=—-i+i2=-1-1i
® 2 i=(-i)2-i=i2-i=-1-i
On en déduit que le nombre complexe —i est une solution
de 'équation (F').
Correction 6

a. L’équation peut s’écrire:

z—5 .
=i

z—1
z—5=1i(z—1)
2 —5=1iz—i?
z—5=1iz+1
z—1z—6=0
Tout nombre complexe z admet une écriture algébrique
(a+i-b); on a alors:
(a+ib)—i(a+ib)—6=0
a+ib—ia—i2b—-6=0
a+ib—ia+b—-6=0
(a+b—6)+i(b—a)=0
Ainsi, les nombres a et b vérifient le systéme suivant :
a+b—-—6=0 a+b==6
=
—a + b =0 —a+b=0
On en déduit que cette équation admet pour unique so-
lution :

S={3+3i}
2—-3z

b. =—-2i+4+z

z+1
2-3z=(-2i+2)(z+1)
2-32=-2iz-2i? 4+ 22+ iz
2-32=-2iz+2+22+iz
—32z+2iz—22—i2=2-2
—3z+iz—22=2-2
z(=3+i—2)=0
Un produit est nul si, et seulement si, au moins un de ses

facteurs est nul.
On obtient les deux équations:

z=0 —3+i—-2=0
—z=3-1i
z=-3+1
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Ainsi, cette équation admet pour ensemble de solutions:

S= {0 ; 73+i}

Correction 7

a. Déterminons I’écriture algébrique de z:
1 1-i —i i
=T ="———=—F=—T=
i i-i -2 -1

On a ’écriture algébrique: 2z = —i

—i

b. On a ’écriture algébrique de z:

2 2.2 -1 2-(2+1) 4+ 24
z = = = =
2-1 (2—-i)-2—-1 (2-i)(2+1i) 221
4424 4421 4421 4 2,
= = = :7_|_7.1
4—(-1) 4+1 5 5 b
. . 4 2,
On a lécriture algébrique: 2z = 5 + 5'1
3 3-1+2i 3(1—24)
c. z= - = - =
1424 (1 + 2-i) -14-24 (1 + 2-1) (1 — 2-1)
_3—-6i  3-6i 3-6i
_12,(2.1)2_1—442_ 144
_376'i_§_§i
5 5 5
S o 3 6.
On a ’écriture algébrique: 2z = 5= 31

Correction 8

a. z1+2=(1+i)+(5—-2i)=1+i+5-2i=6-1i

b. z1—2z=(14i)—(5—-21) =1+i-5+2i=—-4+434i

c. z1—2z=(14+i)—2(5—-2i)=1+1-10+4
=—9+5i

d. z1z0=(141)(5—21) =5—2i+ 51— 2
=5+3i—-2(-1)=5+3i+2=T7+3i

oA 14+i  (1+1)(B+24)  5+2i+5i+ 24

Tz 5—2i  (5—24)(5h+24) 52 — (2-1)2
b4 Ti42(-1) 5+Ti—2 3+7i
N 25 +4 B 29 29
3T

; 2o 5—24i 5—24

s—z  (L4+1) — (5—24) 1+i—5+2i

_5—24  (5—2i)(—4-34)
44340 (=4 +34) (-4 - 34)

20— 15i4+ 814642  —20-T7i-6
T (F42— (392 1649
—2%-Ti 26 7.
T 25 2% 2%

Correction 9

2—-3z2 .
a. o =—-2i4+z
2787 i a—0
Z+1
2-3z+ (21— 2)(2+1) .
z 41
2-32+2iz+2i% -2 —iz —0
z+1i
2-3z+21z2-2-2"—iz 0
z+1i
324+ 2iz—22—iz —0
z+1
—3z4iz—22
z+1i =0
z~(—3+ifz)
z+1 -

Si un quotient est nul alors son numérateur est nul. On
obtient les deux équations:

z=0 —-3+i—2=0
—z=3-1
z=-3+41
Ainsi, cette équation admet pour ensemble de solutions:
S=1{0;—-3+i}

b. (1+2i)(z—31)=2z+243i

2—3i+21i2—64i2 =2+ 2+ 34

2—3i+2i2+6=2+2+3i
z2+2iz—2=2+3143i—6

24z =—446-1
—4 46
2= —F7
21
(—4+6)-i
=
2-ixi
—44 + 62
2= —
2-i2
—41i—6
zZ=———
—2
6+ 41
z =
2
z=34+2i

Cette équation admet pour unique solution: 3+2-i.

Correction 10

a. 7= (1+0)(2-1)
Le conjugué d’un produit est égal au produit des con-
jugués:

T D@ D=0-1)E+)=2

b 7= (21;5.1)

Le conjugué d’'un quotient est égal au quotient des con-
jugués

https: //chingatome.fr )BRd


https://creativecommons.org/licenses/by-nc/4.0/deed.fr

c. z1=(1-1)®
Le conjugué d’une puissance est égale a la puissance d’un

conjugué:
—(T=1)" = (1+i)°
Correction 11

On notera tout nombre complexe z sous son écriture al-
gébrique :
z=a+1ib ouabeR.

a. On a les équations équivalentes suivantes:

z4+7z2=6
(a+1ib)+ (a—ib)=6
20+ 01=06

a+0bi=3+0i
a=3

On en déduit le systéme:
0b=0

Deux nombres complexes sont égaux si, et seulement si,
leur partie réelle et leur imaginaire sont égales.

Ainsi, ’ensemble des solutions de cette équation est:
{3 +bi ] be R}

Cet ensemble est l’ensemble des nombres complexes
ayant 3 pour partie réelle.

b. On a:
z+z=1
(a+1ib)+ (a—1ib)=1i
2a =1
20+ 01i=0+1i

Il est impossible que ces deux nombres complexes aient
la méme partie réelle et la méme partie imaginaire.

L’ensemble des solutions est: S =@

¢c. On a:
z+2zZ=8+1i
(a+1b)+2(a—1ib)=8+1i
a+ib+2a—21b=8+1
3a—1b=8+1i
Deux nombres complexes sont égaux si, et seulement, si
leur partie réelle et leur partie imaginaire sont égales.
3-a =38

On obtient le systéme suivant : { p=1

Ainsi, cette équation a pour unique solution le nombre

complexe dont ’écriture algébrique est:
8

Z2==—1

3

d. En utilisant I’écriture algébrique du nombre complexe z,
on obtient :

iZz+2(z—5)=0
ia+1b+2[(a+ib)—5=0
ila—1b)+2a+2ib—-10=0
ia—i2b+2a+2ib—10=0
ifa+b+2a+2ib-10=0
(b+2a—-10)+i(a+2b)=0

Deux nombres complexes sont égaux si, et seulement si,

leur partie réelle et leur partie partie imaginaire sont
égales; on obtient le systéme:

{2a+ b—-10=0 N {2a—|— b=10

a + 2b =0 a+2b= 0
2a + b=10
- { 20 + 4b = 0
Pour soustraction de la premiére équation par la seconde :
b—4b=10-0
—3b=10
10
b=——
3
En utilisant la seconde équation:
a+2b=0
10
(-1)-
a—+2X 3
20
ki
“T3
20
a=—
3

On en déduit que ce systéme admet pour solution un
unique complexe:

20 10 .
s={5-31}
Correction 12
e (1+1)’=1

o (1+i)' =1+i

(1+1) =12+ 2x i+ 2 =1+ 2+ (~1) = 24

D’aprés la formule du binéme, on a:

(L)

k=0 k=0
=1Ixi®+3xi24+3xil +1xi"=—-1-3+3i+1
=242

D’aprés la f?lrmule du binéme, (in a:
N 4\ poaln 4\ ., .
(1+1) kZ_O<k>1 1 kz_o<k>l
= 1xi* +4xi% + 6xi% + 4xil + 1xi°
=1-4i-64+4i+1=-4
On en déduit la valeur de la somme:

=Y (1+id)

k=0
=+ ) (1) (D)) (1)
=1+ (141i)+ 21+ (-2+21) +(—4)
= —4+51i
Correction 13

1. Ona:
A=14+i4+2+3=14+1i4(-1) +ixi?

=14+i+(-1)+i(-1)=i—-i=0
2. Le terme B est la somme des termes 100 premiers termes

de la suite géométrique de premier terme 1 et de raison
i. Ainsi, B accepte 'expression :

1-§100 1 (14)25

B=1+i+i?+---+i%=1. — = ,
1-i 1-1i

1-—12% 1—-1 0
— = - = ':()
1—1 1—1 1—1
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Correction 14

On a:

L_l-i_-Da-b_ 1-)a-i
1+i  (1+i)0(1—i) 12 + 12
1222442  —2i
BT R
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