Fonctions du Second degré - 1ére spé maths - Vendredi 24 novembre

(a) 2?+4z—5=[(z+2)?—4] -5=(z+2)2-9
(b)) a2 —2z-1=[(z-1)?-1] -1

:r2—|—12x—4:2-(x2—|—63:) —4

= 2.[(22+62+9) — 9] —4=2[(z+3)° —9] —4
—2.(z+3)° —18—4=2(z+3)° - 22
(b) 322 + 30z + 12 = 3-(2® + 10z) + 12
= 3.[(a® + 102 +25) — 25] + 12 =3.[(¢ + 5)" — 25] + 12
—3.(z+5)°—75+12=3-(z+5)> - 63

n a les transformations algébriques suivantes:
2> —6x+3= (2 —6x)+3=(22—62+9—-9)+3)+3
=[(z-3)° -9 +3=(z-3)° -6
@ Reésolvons I'équation :
22 —6x+3=19
(x—3)°-6=19
(x—3)°=19+6
(z-3)° =25
(z —3)% = 52

Utilisons la propriété: si les carrés de deux nombres sont
égaux alors ces deux nombres sont égaux ou ces deux
nombres sont opposés.

On en déduit les deux implications suivantes:

r—3=5 rT—3=-95
T=95+3 r=-54+3
z=2_8 r=-2
Cette équation a pour ensemble de solutions:
S = {—2; 8}

herchons les racines de z2+4z—5:

Le discrimant de ce polynome du second degré est:
A =b? —dac =42 — 4x1x(=5) = 16 + 20 = 36

On a la simplification: \/Z =136=6

Le discriminant étant strictement positif, ce polynéme
admet les deux racines suivantes:

—b— /A —b++/A
r = ——— Tg = —————
2a 2a
 —4-6  —4+6
T2 2
_—10 _2
D) )

@ Cherchons les racines de z2+z+1:

Le discrimant de ce polynome du second degré est:
A=0b%—4ac=1% —4x1x1 = -3

Le discriminat de ce trindme est strictement négatif; il
n’admet aucune racine.

@ Cherchons les racines de 222—13z+15:

Le discrimant de ce polynome du second degré est:
A =b? —dac = (—13)? — 4x2x15 = 169 — 120 = 49

On a la simplification : \/K =49=7

Le discriminant étant strictement positif, ce polynéme
admet les deux racines suivantes:

—b— /A —b+ VA

xr = —— Xro = ———
2a 2a

13- _13+7

4 4

6 20

T4 T4

3 =95

T2

@ Cherchons les racines de 3z2—6x+3:

Le discrimant de ce polynome du second degré a pour
valeur :
A =b? —4dac = (—6)? —4x3x3 =36 — 36 =0

Le discriminant étant nul, ce polynéme du second degré

admet une unique racine:
-6 6

On a les transformations algébriques:
z(x —2)(x+1) = (x — 2)(—7— 3x)
z(z—2)(x+1)—(x—2)(-7—3z) =0
(x—2)[z(z+1)— (-7—3x)] =0
(x—=2)(2® +2+7+3z) =0
(—2)(z* +4z+7) =0

Cherchons les racines du second facteur; le discriminant de
2244247 a pour valeur:

A=0b%—4dac=42 —4x1x7=16—-28=—-12<0
Ce discriminant est négatif: ce polyndme n’admet aucune
racine.

Pour que le produit (z—2)(2?+4x+7) s’annule, il est néces-
saire qu'un de ses facteurs s’annule; seul le premier facteur
peut s’annuler pour z=2.

L’ensemble des solutions est: S={2}

C.6 ) On a les transformations algébriques:

rx—1

o] =1-2z
i11—1+2$:0
x—14(-1+2z)(z+1) .
r+1
x—l—x—1+2-x2+2x_0
z+1
2-x2+2-x—2_0
z+1

Si un quotient est nul alors son numérateur est nul. Détermi-
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nons les racines du numérateur.

Le numérateur a pour discriminant :
A=V —4dac=2%—4x2x(-2) =4+ 16 =20

On a la simplification :
VA =4/20 = /Ax5=2\/5

Le discriminant étant strictement positif, ce polynéme admet

les deux racines:
—b+ /A

—b— /A

= 2-a T2 = 2-a
2-2/5  —2+2/5
T 2x2 T 92x2

2.(—1-+/5) 2:(—1+/5)

2x2 2%x2

~1-+/5 —14++/5
_ -~V A

2

e Le coefficient du second degré de ce polyndme est positif;
cette fonction admet un minimum en:

b -3 1

La valeur de ce minimum est de:

f(l) :3><<1)2—3><%+2:3><(1)2—3><%+2

2 2 2
3 6,8 5
4 4 4 4
On obtient le tableau de variations suivant:
x — 00 % + o0
+ o0 + o0
Variation
de f
5
1

@ Le coefficient du second degré de ce polynome est né-
gatif; cette fonction admet un maximum en:

La valeur de ce maximum est de:
g(=1) = —(=1)2 —2x(-1)+3=—-1+2+3=4

On obtient le tableau de variations suivant :

x -00 -1 + oo
4
Variation
de g
-00 -00

e Le polynéme 22—32+2 du second degré a pour discrim-
inant:
A=b*—dac=(-3)2 —4x1x2=9-8=1

On a la simplification: \/Z = \ﬁ =1

Ce polynéme admet les deux racines suivantes:

—b—+/A —b++/A
xr1 = Ty = ————
2a 2a
—(=3)—1  —(=3)+1
T 2x1 2x1
3-1 3+1
T2 T2
2 4
T2 T2
=1 =2

Ainsi, ce polyndme admet la factorisation suivante:
x? —3m+2=a~(m—x1)(m—x2) = (m—l)(x—Q)
@ Le discriminant du polynéme —2z2—2x+44 a pour valeur :
A=0b*—4dac=(-2)? —4x(—2)x4 =4 +32 =36
On a la simplification : \/Z =v36=6

Le discriminant étant strictement positif, les deux racines
suivantes de ce polyndéme sont :

—b— /A —b+ VA
r = ——— X9 = —————
2a 2a
_ —(=2) -6 _ —(=2)+6
2x(—2) 2x(—2)
_2-6 246
T4 T4
4 8
T4 T4
=1 =-2

Il admet la forme factorisée suivante:
— 222 -3z -1 :a-(x—xl)(a:—xg)
=2z-1)[z—(-2)] =-2(z-1)(z+2)
@ Le trinéme —22+2z—1 du second degré admet pour dis-
criminant :
A =10 —4dac=2%—4x(-1)x(-1) =0
Ce polynéme admet une unique racine:

= —— :—7:1
=75, T T

Il admet pour forme factorisée :
—22 422 -1 :a-(x—x0)2 = —(x—1)2
@ Le polynéme 4x2+z+3 admet pour discriminant :
A=0b%—4dac=1% —4x4x3 =1 —48 = —47

On en déduit que ce polyndéme n’admet pas de forme
factorisée.

(a) Cherchons les racines de z?+3x+4
L’étude du discrimant donne:
A=b>—4ac=3% - 4x1x4=-7<0

Le discriminant de ce polynome est strictement négatif;
il n’admet aucune racine.

Le coefficient du terme de degré 2 est positif.

Voici le tableau de signes:

x —00 +00

2 43z+4 +

@ Cherchons les racines de 422+3z—10.
L’étude du discrimant donne:
A =b? — dac = 3% — 4x4x(—=10) = 169 > 0
On a la simplification : \/K = \/@ =13
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Les racines de ce polynome sont :

—b— /A

rK=——— To =
2a

—b+ /A
2

-3+13
8
)

4

Le coefficient du terme de degré 2 est positif.

Voici le tableau de signes:

x —00 —2

422 4+32—10 + ¢

@ Cherchons les racines de 422—16x+16.
L’étude du discrimant donne:

A =b? — dac = (—16)? —

4x4x16 =0

Ce polyndme est nul; il admet une unique racine:

b -1
2a 8

Le coefficient du terme de degré 2 est positif.

Voici le tableau de signes:

x —0oQ

2 +00

422 —162+16 +

'

membre de gauche est un polynéme du second degré

dont le discriminant a pour

valeur :

A=0b—4dac=1%—4x(-2)x3=1+24=25
On a la simplification : \/Z =425=5

Le discriminant étant strictement positif, ce polynéme

du second degré admet pour racines:

—b— /A
T T e
-1-5
2x(—2)
—6
—4
3 =

T =

2
Le coefficient du terme du

b+ /A
2-a

-14+5

2x (-2

4

—4

-1

second degré étant stricte-

ment négatif, le membre de gauche admet pour tableau

de signes:

x —0

—2-2%+1+3 —

Ainsi, cette inéquation admet pour ensemble de solu-

tions:

S:]—OO;—l[U:|—§;+OO

2

|

@ Le membre de gauche est un polynéme du second degré
admettant pour discriminant :

A=V —4ac=(-6)%—

4x3%(—3) = 36 + 36 = 72

Ona: /72 =1/36x2=/36x/2 =62

Le discriminant étant strictement positif, ce polynéme

admet les deux racines:

xi*b*\/g —b+ /A
YT 20 2T T
_ —(-6)—6V2 _ —(=6)+62
2%x3 2x3
662 _ 6+6¢/2
T 2x3 T 2x3
_6(1-v2) _6(1+v2)
== ==
—1-42 =1++2

Le coefficient du terme du second degré étant strictement
positif, on en déduit que le membre de gauche admet
pour tableau de signes:

1-/2 1+v/2

322 —6-2—3 —+ - +

x —00 —+00

On en déduit ’ensemble des solutions de cette inéqua-
tion:

S=]—00;1-1/2]U[14/2; +00]

C.11
b—?D)éterminons I'image du nombre 3 par la fonction f:
f(3)=32-7x3-6=27-21-6=0
On en déduit que 3 est un zéro de la fonction f.

@ @ Développons I’expression :
(x - 3) (a-m2 +bx+ c)
= a2+ bx+cr—3ax? —3bx— 3¢
= a3+ (b — 3a) x? + (c — 3b) -x — 3¢
@ En identifiant la premiére équation et la derniére équa-
tion donne:
a=1 ; c¢=2
On vérifie facilement que le triplet (1 H 2) est solution
de ces quatre équations.
L’identification de I'expression de f et celle de la ques-
tion @ permet d’obtenir les équations pré-citées.
On en déduit la forme factorisée :
f(@) = (z—3) (2 + 3z + 2)
@ Le second facteur étant un polynéme du second degré
dont le discriminant a pour valeur:
A=b —4ac=3>—4x1x2=9-8=1
On a la simplification : \/K = \ﬁ =1
Le discriminant étant strictement positif, on en déduit
les deux racines de ce polynéme:

—b—+/A —b+ /A
r=— To= —(—
2-a 2-a
_-3-1 . —3+1
T oox1 Toox1
_ _ 2
) D)

Ainsi, la fonction f admet la forme factorisée:
f(@) = (z-3) (22 + 320+ 2) = (2-3) [z — (—=1)] [z — (—2)]
= (z-3)(z+1)(z+2)

® Exprimons la différence f—g:
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— (—z+2) (422 + 1
1) = oto) = e - (o) = TG
b (42’ —x+82°+2) 42 —822+1+3
422 +1 422 + 1
® On remarque que 1 est une racine triviale du numérateur
précédent :

4x1%3 —8%x1241+3=4—-84+41+3=0

Ainsi, il existe des réels a, b, ¢ réalisant la factorisation :
403 — 822+ +3 = (m— 1)(a~m2+b-x—|—c)

Développons la forme factorisée :
(x — 1) (a-x2 +bx + c) =gz} +ba2+cr—ax?—bx—c

=ax® + (b—a)~:c2—|— (c—b)-x—c

Par identification avec la forme développée, on en déduit
le systéme suivant :

4 = a
—-8=b—a
1=c—b
3= —c

De la premiére et quatriéme équation, on en déduit:
a=4 ; c=-3

On vérifie ensuite que le triplet (4 ;—4; —3) est solution
de ce systéme:

On en déduit 'expression de la forme factorisée:
(z —1)(42* — 4z — 3)
fla) - glo) = L
® Le second facteur du numérateur est un polynéme du
second degré dont le discriminant a pour valeur:

A= —dac=(—4)° —4x4x(=3) = 16 + 48 = 64
On a la simplification: \/Z =164=28

Le discriminant étant strictement positif, on en déduit
les deux racines:

~b— VA —b+ VA
ry = — Tog = ————
2-a 2-a
(-4 -8 _ (-4 +8
2x4 - 2x4
_4-38 _4+8
T8 T8
4 12
8 )
1 3
T2 T2
® Le dénominateur 4z2+1 est strictement positif pour tout
rzeR.

Le coefficient du terme du second degré étant positif, on
en déduit le tableau de signes de ce polynéme et de la
différence f—g:

T —00 —% 1 % +00
z—1 - - + +
42 —4x—3 + — — +
f(x)—g(x) - + - +

La solution de I'inéquation f(x)—g(x)>0 étant I'ensemble:

-3tz

On en déduit les positions relatives des courbes ¢ et % :

® la courbe %} est strictement au dessus de la courbe €,

1 3
sur I’ensemble : ] ——1 [U] - —|—oo{
2 2
® la courbe %; est en dessous de la courbe %, sur
1 3
I’ensemble: } —00; 77] U {1 ; f}
2 2
(1) On a le développement suivant :
P=(z+1) (22 + bz —12)
=223 +bx? - 122+ 222 + bz — 12
=2a%+ (b+2)-2? 4 (b—12)-z — 12

Par identification avec la forme développée réduite de P,
on obtient le systéme d’équations ci-dessous:

2=2
b+2=7
—7T=5b-12
—12 = —12

On en déduit la factorisation :
P=(x+1)(22%+5z—12)

@ Etudions le second facteur de la factorisation. Ce poly-
nome du second degré a pour discriminant :
A=b>—4dac=5>—4x2x(—12) =25+ 96 = 121
On a la simplification : \/K = \/E =11

Le discriminant étant strictement positif, ce polynéme
admet les deux racines suivantes:

—b— /A —b+ /A
Xr = ——— X9 = —————
2-a 2-a
=511 5411
T 2x2 T 2x2
_—16 6
T4 T4
=4 3
T2

Le coeflicient du terme du second degré étant positif, on
obtient le tableau de signes suivant :

T —o0o —4 -1 % 400
z+1 - — + +
2.2%+5-2—12 + - -

P - + - +
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