Produits Scalaires et Applications aux Droites - Cercles
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& V]| =3+ 62 =0 +36=1/45
2 Le point M est le projeté orthogonal du point C' sur
=
la droite (AB). Les vecteurs AM et AB sont col-

inéaires et de méme sens:
- = T T2
u-v =AM -AB =AMxAB = 3x6 =18

¢ & | =4

& ||7] = V52 52 = /25 + 25 = /30

= Le point N est le projeté orthogonal du point F' sur
por proj g_) _P>1

la droite (DE). Les vecteurs DE et DN sont col-
inéaires et de méme sens:

- = =

u v =DE-DN=-DExDN = —4x5 = —20
o & |W]|=v22+62=\4+36=1/10
& ||7] = V52 +52 = /25 + 25 = /30

= Le point P est ] jeté orth 1d int H surl
e point P est le projeté orthogonal du point H sur la

droite (GI). Les vecteurs GP et GI sont colinéaires

et de mén&serg
W0 =GP -Gl = GPxGI = /8x/50

= v/8x50 = /400 = 20
@ ® Le produit scalaire est donné par la formule:
== =y =
i - v =[] ]| cos (o)
18 = 6x1/45X% cosa
18

6><\/ZE
a = cos™! 18
6><\/4>5

o~ 63,435
a =~ 63,4°
® Le produit scalaire est donné par la formule:
e T S
- =[] ]] - cos (o)
—-20= 4><\/%>< cos o
-20

4><\/%
a=cos™! | — 20
4><\/%

a = 135°
® Le produit scalaire est donné par la formule:

CcCosx =

Cosx =

= = = =
- o= [ -] o] - cos ()

20 = \/ZTOX\/%X cos a

20

V40x1/50

o ~ 63,435
o~ 63,4°

CoOSx =

C.2
g%ans le triangle BHC' rectangle en H et d’aprés le
théoréme de Pythagore, on a la propriété:
AC? = BH? + HC?
13° =12° + HC?
169 = 144 + HC?
HC? =169 — 144

HC? =25
HC = /25
HC =5
La relation de Chasles permet d’écrire les décomposi-
tions:

— = —
¢ BA=BH+ HA

— = —
¢ BC=BH+ HC

|

Le produit scalaire peut sbl?rimer par:
e e —
BA-BC = (BH+ HA)(BH+HC)

—— =y = =
=BH-BH+BH -HC+HA-BH+HA-HC

=12240+ 04 (—9%5) = 144 — 45 =99
@ Ce produit scalaire s’exprime aussi par:

BA - BC = BAXBCx cos ABC = 15x13% cos ABC

De I’égalité de ces deux expressions du produit scalaire

— =
des vecteurs BA et BC:
99 = 15x13x cos ABC

— 99
ABC =
cos ABC = 12773
— 99
_ —1
ABC = cos (15x13)
ABC ~ 59,489
ABC ~ 59,5

[C3
&’ar lecture du graphique, la droite (d) passe par les deux
points:
A(=3;-1) ; B(2;1)
Ainsi, la droite (d) admet pour vecteur directeur le
vegteur AB dont les coordonnées sont :
AB(zp —za3yp —ya) = 2~ (=3);1—(=1))
=2+4+3;141)=(5;2)
La droite (d) admet 1’équation suivante pour équation
cartésienne:
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22 —-5y+c=0 oucelR
Les coordonnées du point B vérifient cette équation:
2x2—=5x1+c=0

4—-54c¢c=0
—1+c=0
c=1

On en déduit que ’équation ci-dessous est une équation
cartésienne de (d):
22 —-5y+1=0

@ @ Le point C de la droite (A) d’abscisse 0 vérifie

I’équation :
5xc +6yc —6=0 6-yc =6
5046y —6=0 6
6-yo —6 =0 o=
yo =1

Le point C' a pour coordonnées C(0;1)
Le point D de la droite (A) d’abscisse 3 vérifie

I’équation :
5xp +6:yp —6=0 6-yp = —9
53+ 6-yp —6=0 -9
YD = ——
154+6-yp —6=0 6
py— 3

3
Le point D a pour coordonnées D<3 ; —§>

(b) Voici la représentation de la droite (A):
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@ Le point d’intersection des deux droites a ses coordon-
nées qui doivent vérifier les équations cartésiennes de ces
deux droites. Ainsi, ses coordonnées doivent vérifier le
systéme d’équations suivant :

20 — by +1=0 10z — 25y + 5 =0
5z + 6y — 6 =0 10z + 12y — 12 =0

Par soustraction, membre & membre, de ces deux équa-
tions, on obtient :

—17
Oz — 37y +17=0 = —
o +37 — 17 T
— 37y = — 17
T
Utilisons la valeur de ’ordonnée trouvée dans la premiére
équation :
85 — 37
v 13 * RV
20 —5x—+1=0 48
20 = —
257) T
20— = +1=0 Lo
g5 37
2t = — —
T

Ainsi, le point d’intersection des droites (d) et (A) a pour

) (24 17)
coordonnées | —

37 37
On a:
T+2y — z=-2
3z 4+ y+2z2=-1 =
T— y+3z= 3

3z + 6y — 3z = —6
3z + y + 2z = -1
3z — 3y + 92 = 9
3z+6y— 3z= —6 3z+ 6y— 3z= —6
45y —45z=—45
45y —60z=—-75

{ Sy— dz= -5 =
9y —122=-15
3z+ 6y— 3z= —6 3z+ 6y— 3z= —6
{ 4by —45z=—-45 — 45y —45z=—45
15z= 30 z= 2
3x+ 6y—3z= —6 3r+ 6y—3z=—6
{ 45y—90=—-45 — 45y =45
z= 2 z= 2
{ 3r + 6y — 3z = —6

= y = 1 = y = 1
z= 2 z= 2
3z = —6 T = -2
— Y 1 = Y = 1
z= 2 z= 2

@ La droite (d) admettant le vecteur 7(1;—2) pour
vecteur normal, on en déduit que la droite (d) admet

une équation cartésienne de la forme:
(d:z—2y+c=0 ceR
Le point A appartenant a la droite (d), ses coordonnées
vérifient ’équation cartésienne de la droite (d):
A —2ya+c=0
—5—-2x2+c¢=0

—9+c=0
c=9
La droite (d) a pour équation cartésienne:
z—2y+9=0

(b) La droite (d) admettant le vecteur 7(—2;—4) pour
vecteur normal, on en déduit que la droite (d) admet
une équation cartésienne de la forme:

(d):—22x—4y+c=0 ceR

Le point A appartenant a la droite (d), ses coordonnées
vérifient 1’équation cartésienne de la droite (d):
—2xp4—4ya+c=0
—2x(=1)—4x34+¢=0

2—124+c¢=0
—104c¢=0
c=10

La droite (d) a pour équation cartésienne:
—22—-4y+10=0
C.6

. —
@ @ La droite (A) admettant le vecteur u(2;—1), on
en déduit qu’elle admet pour équation cartésienne :

2¢—y+c=0 ceR
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Le point A appartenant a la droite (A), ses coordon-
nées vérifient ’équation cartésienne de (A):
2wp —ya+c=0

2~(—é)—1—|—c:O
2

—5 - l4e=0
5

—g—i—c:O

5

c=—

3

On en déduit une équation cartésienne de la droite

)
(A): 2-x—y+§:0

@ La droite (d) admet pour vecteur normal 7(3;4) et
la droite (A) admet pour vecteur normal w (2;—1).
Le déterminant de ces deux vecteurs a pour valeur:

det(,v) =2x4 - 3x(~1) =8+ 3 = 11

On en déduit que les deux vecteurs normaux 7 et ;)
ne sont pas colinéaires: les droites (d) et (A) ne sont
pas paralléles.
Ainsi, les deux droites (d) et (d’) sont sécantes.

@ @ Reésolvons le systéme d’équations:
{3w+4y: 5 {6x+8y:10
6x — 3y = —51 6xr — 3y = =5
Par soustraction des deux équations, on a:
8y — (—3y) =10 — (=5)
8y+3y=10+5

11y =15
15
T
En utilisant la premiére équation, on obtient :
-5
3 4y =25 3r = —
$+15y T
3z+4x— =5 —5
11 11
60 T = 3
3 — =5
T + 11 -
= —— X —
3z=5- TonTs
11 5
30 =22 % s
1 11

Ce systéme d’équation admet pour solution le couple

(_£.E>
33711

@ Le point d’intersection des droites (d) et (A) a ses co-
ordonnées qui vérifient les équations cartésiennes de

ces deux droites:
A SN LY.
2x—y+§:0 6r — 3y +5=0

D’aprés la question précédente, on en déduit que les
deux droites (d) et (A) s’interceptent au point:

5 15>
M(_ﬁ’ﬁ

n a les coordonnées des vecteurs:

—
¢ AB(zp—za;yp—ya)=(-1-3;3-2)=(-4;1)

—>
¢ DC(zc—xp;yc—yp)=(2-6;—-2—(-3))
=(—-4; —-2+3) = (-4;1)

—
On en déduit que: AB = DC
Le quadrilatére ABCD est un parallélogramme.

@ Notons H le projeté orthogonal du point B sur la droite

(CD).
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Le vecteur A.B> est un vecteur normal a la droite (BH).
Ainsi, la droite (BH) admet pour équation cartési-
enne:

—4drx+y+c=0 ceR
Le point B appartenant a la droite (BH), ses coordon-
nées vérifient cette équation cartésienne:

—4xp+yp+c=0
—4x(-1)+3+c=0

443+c=0
T+c=0
c=-—7

La droite (BH) a pour équation cartésienne:
—4r+y—7=0
Le vecteur 7(1 ;4) est un vecteur normal & la droite
(CD) car:
- =
u - -DC=1x(-4)+4x1=-4+4=0
Ainsi, la droite (CD) admet pour équation cartési-
enne:
r+4y+c=0 ceR
Le point C' appartenant a la droite (C'D), ses coordon-
nées vérifient I’équation cartésienne:
zo+4yc+c=0
24 4x(—=2)+c=0

2—84c=0
—6+c=0
c=6

La droite (CD) admet pour équation cartésienne:
r+4y+6=0
Le point H est le point d’intersection des droites (C'D)
et (BH). On en déduit que le point H a ses coordon-
nées qui sont solution du systéme d’équations:
{ —4xr+ y—-7=0
r+4y+6=0
—4x+ y-—- 7=0
:>{ A — 16y — 24 =0
Par soustraction membre 4 membre des deux équa-
tions, on a:
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—(=16-y) —7—(-24) =0 est de la forme:

y+ 16y —74+24=0 z—Ty+c=0 ceR
17y +17=0 Le point. K appartenant' a la droite (d), ses coordon-
nées vérifient son équation cartésienne:
17y = —17
T — Ty +¢c=0
_ -7 1 3
T (—3)-7(-5)+e=0
. y=-1 121
En utilisant la seconde équation, on a: — =+ —4+c=0
T +4y+6=0 2 220
z+4x(-1)+6=0 5+c:()
z-4+6=0 10+¢=0
z+2=0 c=-10
x = -2 La médiatrice (d) a pour équation cartésienne:
Le point H a pour coordonnées: H(—2;—1) t—Ty—10=0

¢ On a les I‘E%UQUTS: @ ® Le point L milieu du segment [AC] a pour coor-
® AB=|AB|| = /(-4)° +12 = V16 + 1 = /17 données :

L(??A—FJJC,:UA-HJC)_(_1+3.2+4>
= BH = \/foxB) +(yH yB) o

2 ’ 2 2 T2
=Vl )+ (-9 — (29—

-2 272
2 2
_ —
\/( 2+ 1) ( 4) \/( ) +16 ® Le vecteur AC' a pour coordonnées:
=
=V1+16 =+/17 AC(xc —xa;yc —ya) = B —(-1);4—2)
Le parallélogramme ABC'D a pour aire: = (4;2)
Aapop = ABXBH = /1Txy17 =17 ® La médiatrice (d') du segment [AC] admet le vecteur
AC pour vecteur normal. La droite (d') admet pour
® En utilisant la formule du cours, le cercle ¥ admet pour équation cartésienne:
équation cartésienne: 4x4+2y+c=0 ceR
a? +y? + (—2@a) @+ (=2ya)y + (24° +ya® —1r23) =0 Le point L appartenant & cette droite, ses coordon-
2 +y> + (72><2)~:z: 4 (—2><1)~y 4 (22 +12 - 42) =0 nées vérifient son équation cartésienne:

4xr+2yp +c=0

2122 _ for — O, — =
z+y° -4z 2y+(4+1 16) 0 Ax142x34c=0

22 4+y? —4dx—2y—11=0 44+6+c=0
® En retrouvant cette équation cartésienne par la défini- 10+c=0
tion d’un cercle: c=-10
Soit M(x;y) un point du cercle ¢. Le point M est & La droite (d') a pour équation cartésienne:
une distance de 4 du centre A: 4x+2y—10=0
AM =4 @ @ Le centre du cercle circonscrit est sur le point de
AM? = 42 concourt de la médiatrice. Les coordonnées de centre
5 512 sont solutions du systéme:
[\/(1‘—93,4) +(y_yA)} =16 { x— Ty —10=0
4 +2y—-10=0

2 2
(z—-2)"+(y—1)" =16 4 — 28y — 40 = 0
22 —4r4+4+9y°—2y+1-16=0 {4~x—|— 2y —10=0

22 +y? —4x—2y—11 =06 Par différence de ces deux équations, on a:
—28y—2y—40—(-10)=0

— 300y —404+10 =0

(1) @ ® Le point K milieu du segment [AB] a pour co-

ordonnées : —30y—-30=0
K(wA-l-;vB.yA—l—yB)_(—1+0_2—|—(—5)> —30-y =30
2 2 B 2 2 ~ 30
< 1 3) v= -30
=53 y=-1
— En utilisant la premiére équation:
® Le vecteur AB a pour coordonnées: r—Ty—10=0
Le, y
AB(xB—xAyyB—Z/A):(O_(_)7_5—2) :E—7X(—1)—10:0
= (-7 z+7-10=0
. Ii)médiatrice (d) du segment [AB] admet le vecteur z—3=0
AB pour vecteur normal. Son équation cartésienne r=3

Le centre du cercle circonscrit du triangle ABC' a pour

https: //chingmath.fr B


https://creativecommons.org/licenses/by-nc/4.0/deed.fr

coordonnées L(3;—1).

Déterminons la distance LA:

LA=\/(za=z) +(ya—vr)” = V/(-1-3)"+[2-(-1)]?

=/ (=4’ +(2+1)" = V16 + 37 = V16 + 9 = /25 = 5

Le cercle circonscrit au triangle ABC a pour centre
L(3;—-1) et pour rayon 5. On en déduit I’équation
cartésienne vérifiée par les coordonnées de tous les
points M (z;y):

LM? = 52

(r=3)"+[y= (-D]" =25
22 —6x+94+1y2+2y+1=25
22 +y?—62+2y—15=0
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