Terminale spé maths Concours Général 2024 — Corrigé Mai 2024

Exercice 1 : Etude d’une suite

Partie 1 : Généralités.

1. Il s’agit dans cette question 1 de justifier la légitimité de la construction par récurrence de la suite « associée

a o », Un terme de la suite n'admet un successeur que s’il est positif.

Montrons par récurrence sur n que la propriété £, : « u,, = 0 » est vérifiée pour tout entier naturel n.

Initialisation : 1y = a@ = 0 par hypothése, ce qui montre que §, est vérifiée.

Hérédité : Supposons que, pour un certain entier naturel n, la propriété ., : « u,, = 0 » soit vérifiée.

Alors, puisque la fonction racine carrée est définie sur R* et prend ses valeurs dans ce méme ensemble, le
nombre ./u,, existe et est supérieur ou égal a 0.

: 1 o -
Il en résulte que : U, 41 = =4 J U, = 0 (positif car somme de deux nombres positifs)

Si 9, est vérifiée, alors £,,,.1 I'est aussi, la propriété ,, est héréditaire.
Etant initialisée au rang O et héréditaire, cette propriété ,, est vérifiée pour tout entier n = 0.

Tous les termes de |a suite associée a o sont positifs.

2. Soit deux réels tels que f = a = 0 et les suites (v,,) et (i) qui leur sont respectivement associées (la
positivité des nombres a et 3 garantit I'existence de ces suites qui sont des suites de nombres positifs.)
Montrons par récurrence sur n que la propriété ,, : « 11, = u,, » est vérifiée pour tout entier naturel n.
Initialisation : vy = f = a@ = up par hypothese, ce qui montre que §2 est vérifiée.
Hérédité : Supposons que, pour un certain entier naturel n, la propriété g, : « v,, = u,, » soit vérifiée.
Alors, puisque la fonction racine carrée est une fonction croissante sur R, elle conserve le sens des inégalités :
; 1 1
v, = U, = .V, = . U, etenconséguence : v s i [ M T |
n n 1 q n+l nti n = a4 n n+1
Si 0,, est vérifiée, alors 2,41 I'est aussi, la propriété g,, est héréditaire.
Etant initialisée au rang O et héréditaire, cette propriété ., est vérifiée pour tout entier n = 0.

Pour tout entier naturel n: v, = u,

3. Soit (w;,,) la suite associée a 0. Montrons par récurrence sur n que la propriété £, : « w,, = 1 » est vérifiée

pour tout entier strictement positif n.

R — 1 . —
Initialisation : w; = it V0 = 1 ce qui montre que £, est vérifiée.



Hérédité : Supposons que, pour un certain entier strictement positif n, la propriété ,, : « w,, = 1 » soit
vérifiee.
Alors, puisque la fonction racine carrée est une fonction croissante sur R, elle conserve le sens des inégalités :
w,=21 = \/w_nzﬁz 1 et en conséquence : Wy, 11 =$+ Wy 2ﬁ+12 1
Si g2, est vérifiée, alors 2,41 l'est aussi, la propriété g,, est héréditaire.

Etant initialisée au rang 1 et héréditaire, cette propriété f,, est vérifiée pour tout entiern = 1.

Pour tout entier strictement positifn:w,, = 1

NB. Si tous les termes de la suite associée a 0 sont = 1, alors d’aprés la question 2 il en est de méme de tous
les termes de toute suite (u,,) associée a un réel positif donné a puisqu’une telle suite majore (w,,). Pour

tout entier natureln: u, = w, = 1.

4. Supposons que la suite (u,,) associée a un réel positif donné a soit convergente vers un réel £. D'apres la
remarque de la question précédente : £ = 1.
Passons a la limite dans la relation de récurrence, en tenant compte que la limite d’une suite ne dépend pas

d’un décalage d’indexation :

- 1 o, . 1 -
s (n 31 + un) ot (n 1) & rg.l—?go(m)

£=1limu,+q =1
n—oo n—oo T—00

D’une part lim (T1) = 0 et d’autre part, la fonction racine carrée étant continue sur R, donc en particulier

n—0o
en?, lim(Juw,)= |limu, = V¥
Il en résulte que le nombre ¥ est solution de I'équation £ = VP . Cette équation ayant pour solutions O et 1, la

seule possibilité dans ce contexte est £ = 1.

Si la suite (u,,) associée a un réel positif donné a est convergente, alors elle converge vers 1.

5. Considérons la suite (u,,) associée a un réel positif donné c.. Etudions les différences de deux termes

consécutifs de cette suite, en écrivant a leur propos une relation de récurrence :

1 1

1
IL”+2_u"+1:(n+2+ “unﬂ)_(n+1+‘/an_):_(n+1)(n+2)+(“1l”+1_m)

o sl e e 1 +(1Ln+1—un)
T Sl M+ DM +2) [y + iy

Déterminons une condition pour que la propriété §2,, : « U,+1 — Uy = 0 » soit vérifiée.

Hérédité : Supposons que, pour un certain entier naturel n, la propriété o, : « u,+1 — U, = 0 » soit vérifiée.
Alors, nous avons aussi Uy+z — Up+1 = 0 car i,42 — U, 41 €st dans ce cas la somme des deux nombres réels

(Ups1—Un)

T
M+ )(42) " finytfin

Si 2, est vérifiée, alors ,,,1 l'est aussi, la propriété g,, est héréditaire.

négatifs, —



Initialisation :

2
; ’3 5 1445 3 s 1+4/5 3+1/5
Remarquons d’abord que %": - +21'F. Le lecteur pourra vérifier que ( +2~J") 3

2

Evaluons la différence entre les deux premiers termes de cette suite : u; —ug = (1 +Va) — a

Cette différence est la valeur en b = v/a du trindme du second degré T défini par : T(b) = —b%Z + b + 1.

5 15 5 -3
Or, ce trindbme T a deux racines, LG ; 55 et se factoriseen: T(b) = — (b — 1+\r) ( — i)
2 2 2 2
1+4/5

Il est strictement négatif quand b > 5 >

3+4/5 1+4/5 . s
Lorsque @ > T”I_ nous avons Vo > T‘F etu; —uy = T(Va) < 0. En conséquence @, est vérifiée.

o e 3+/5 s
Ainsi, la condition a > T\j— permet 'initialisation au rang O de la propriété @,, : « U, 41 — U, = 0 ».

3+wﬁ§ g 5 g ;. i
Lorsque a > — la propriété g, : « u,,.1 — u,, = 0 » est vérifiée pour tout entier naturel n, la suite

associée a o est alors une suite décroissante.

Une telle suite étant décroissante et minorée par 1 est convergente. Elle converge donc vers 1, seule limite
possible.

3+/5

o ; i v i +/5 y ; o
Considérons maintenant une suite (u,,) associée a un réel a < = D’aprés la question 2, elle est majorée

; : s o . 3+45 ; o
ar n‘importe quelle suite associée a un réel > —— (par exemple celle qui est associée a 3).
2

(u,,) est donc encadrée par la suite constante 1 (d’apres la question 3) et par une suite qui converge vers 1.

D’aprés le théoréme des gendarmes, elle converge vers 1.

- . U ol 3+45
Ainsi, toute suite (u,,) associée a un nombre positif o converge vers 1, que a > = ou non.
Partie 2 : Un cas particulier.
»»> daf suitethé(m):
t=4
for n in range(l,m#l):
t=sgrt (t)+1l/n
x=1+2/n-t
y=1+3/n-t
printin=" 0 "= 8, TR R Y= ¥
Un algorithme pour avoir une petite
— ” >>> auitethé (10)
idée du comportement de la suite n= 1 t= 3.0 x= 0.0 y= 1.0
y - n= 2 t= 2,232050807568877 x= —-0.2320508075688772 y= 0.26794091924311228
étudiée. n= 3 t= 1.82733828%0041225 x= -0.16067162233745602 y= 0.17266171099587746
n= 4 t=1.60179077116396854 %= -0.10179077116398538 y= 0.14820922883601462
n= 5 t= 1.4656187305677746 x= -0.06561873056777467 y= 0.1343812694322255
n= 6 t= 1,3772940766179138 x= -0,043960745284580494 v= 0.12270592138208625
n= 7 t=1.31643887358507975 == -0.030724587826511885 y= 0.11213255502063113
n= 8§ t= 1.2723617012741872 »x= -0.02236170127418724 y= 0.10263829872581276
n= % t= 1.2391012268808315 x= -0.0168790046 08142 y= 0.0242321064525018
n= 10 t= 1.2131492383687066 == -0.013149238368706628 y= 0.0868507616312934¢6




6. NB. Dans cette guestion, nous admettons et utiliserons un encadrement de la fonction x — /1 + x qui
2
est 'encadrement, pour tout réel x positif : 1 + ;—C - % <+1l4+x=1 +;—C
; S 2 3 e :
Montrons par récurrence sur n que la propriété £, : « 1 + = <t, =1+ —» est vérifiée pour tout entier

strictement positif n.
Initialisation : En consultant les résultats affichés par I'algorithme précédent, nous constatons que £, est

vérifiée pour tout entier n allant de 1 a 10.

Hérédité : Supposons que la propriété g, : « 1 +; L =1+ ~A soit vérifiee pour un certain entier

strictement positif n.

Compte tenu de la relation de récurrence t,,4 1 = + /by et du fait que la fonction racine carrée conserve
W 5 1 3
le sens des inégalités, nous obtenons I'encadrement : = 1 + Lhing = L =

Compte tenu de I'encadrement admis :

e Dunepart:1+ ><———><——1+;—2i2_ ,1+;
e D'autre part: f1+3£141—1><§=1+i
n 2 n 2n

1 1 1 1 3
Desorteque: 1 —!—( +1+——ﬁ) St =1+ (n+1+£
. i ] e e iest > 0 pourtoutn = 1
une part : e n+1—2n2(n+1),ce qui est = 0 pourtoutn = 1.
3 3 3 2 -3 .
e D'autre part:(—+— —— e — = —niceqmestg 0 pour toutn = 3.
2n n+l 2n nt+l 2n(n+1)

En conséquence nous obtenons pour n = 3 les deux inégalités simultanément :

i 1 1 1 3
1+—1<1+( +——2n)<tn+1_1+(m+a)i 1+—

n+1

Lorsque n = 3, si §2,, est vérifiée, alors ,,.1 I'est aussi, la propriété §,, est héréditaire a partir du rang 3.
Etant initialisée aux rangs 1, 2 et 3 et héréditaire a partir du rang 3, cette propriéte £,, est vérifiée pour tout

entiern = 1.

=2 lw

<t, <1+

:Slm

Pour tout entier strictement positif n: 1 +



|>>> def suitethé(m):
t=4
for m in range(l,m+1):
t=sqrt(t)+1l/n
z=1+2/n+6/ (n**2) -t
F‘rini\_- (""i_”r n, =" o = -'_"r Z)

|>>> suitethé (10)

7. Un algorithme pour avoir une petite ideée de ce | |7 """ = ~°.

|n= 3 t= 1.8273382890041225 z= 0.5059950443282105
In= 4 t= 1.6017807711639854 2= 0.2732092288360146
In= 5 t= 1.4656187305677746 z= 0.17438126943222532
In= & t= 1.37729407861792138 z= 0.12270592138208625
|lm= 7 t= 1.3164388735507975 =z= 0.09172439175532476
In= 8 t= 1.2723617012741872 z= 0.07138829872581276
In= % t= 1.2391012268808315 z= 0.05719506941546481¢6
In= 10 t= 1.2131492383687066 z= 0.046850761631293425

A 2 e T = .
LUinégalite 1 + 5 =< t,, déja obtenue implique que 2 < n(t,, — 1), c’est-a-dire que 2 = s,, pour toutn = 1.
. 6 . o e R 2 6
Il reste a démontrer que n(t, —1) =5, <2+ = inégalité equivalentea:t, =1+ AT
; - 2 6 s 2
Montrons par récurrence sur n que la propriété g, : «t, =1 +—+—2» est vérifiée pour tout entier

strictement positif n.
Initialisation : En consultant les résultats affichés par I'algorithme précédent, ;. est vérifiée pour tout entier

n allant de 1 & 10.

o i T 2 6 G ; .
Hérédité : Supposons que la propriété g, : « t, =1 +=+— » soit vérifiée pour un certain entier
strictement positif n.

, ; 1 ; . . :
Compte tenu de la relation de récurrence t,,,1 = i + ,/t, et du fait que la fonction racine carrée conserve
n

W 1 f 2 6
le sens des inégalités, nous obtenons 'encadrement : t,,,; = e g = el e

Compte tenu de la majoration admise sur la fonction racine carrée :

2 6 1 2 6
’1+-+—251+—><(—+—2):1+
n n 2 n n

1 n+3
Comparons le nombre ~+—1+—2-— avec le nombre
n n

n+3 1 n+3
—desorteque: t, <1+——+—

s en étudiant le signe de la différence
n n

1 n+3 2 6
2 Gt i)
n+1 n2 n+l (n+1)2

Define t(n]=L+ n_j e
n+l ne
& s 2 7 Termine
La copie d'ecran ci-contre montre que cette Deﬁne.ﬂﬂ]=;+‘ B "
) nt+1)=
s ; . 2n?—7n-3 e 5
différence est égale 3 =——— et qu'elle est | a """ =
n2.(n+1) n2 (1)
négative pour tout entier n = 4. & gem.,,,fﬁ_ 7| 202703
| i':2 {r:+1]2,
Lorsque n = 4, nous obtenons : L T {4t [73=7)- (4 n= 73 -17)
8
t = | 6 ' [73 1) 73
nt1 =1+ n+1 + (n g 1)2 sol\re"t_}ng—'?-r:—j_;f-ﬂ,u} - {73 -7) ﬂrn.‘»h}-‘-?
|23 +7 3,886
| 4




Lorsque n = 4, si g, est vérifiée, alors §,,, 1 I'est aussi, la propriété ., est héréditaire a partir du rang 4.

Etant initialisée aux rangs 1, 2, 3 et 4 et héréditaire a partir du rang 4, cette propriété ,, est vérifiée pour tout

: . . i 2,6
entiern = 1. Pour tout entier strictement positifn: t,, = 1 +; + —=

o , . i, o B , " e
Il est équivalent de dire que s,, = 2 + = et finalement2 < s, <2 + — pour tout entier strictement positif n.

n—oo

n

tn—1—2
8. lim ('—1&) = lim (n(t,, —1) —2) = lim (s,, — 2) = 2 d'aprés le théoréme des gendarmes appliqué a
n—oo n—co

la suite (s,,) minorée par 2 et majorée par une suite convergeant vers 2.

9. Traitée en cours de route.
La suite converge bien sir vers 1!
. ; o : s i i 2 2 6
10. Soit o un réel positif et (w,,) sa suite associée. Considérons la propriété g, :« 1 + =~ Su, <1+ - + =
Hérédité. Par rapport a ce que nous avons vu a la question 8, rien ne change, cette propriété est héréditaire a

partir du rang 4.

>>>» def guitecg(a,m):
n range (1, m+1):
a=sqgrt(a)+l/n
print (n,a)

Cette propriété peut-elle étre initialisée ?

Cas de 'inégalité : u,, =1+ K3 % :
n n >>> suitecg(400,4)

I Z2L:0

2 5.08257569495584

3 2.587790184762484
.8586609912478402
suitecg (500, 4)

3.360679774997898
.333288712150134
.6427247493020802
.8756459483239516

L'algorithme ci-contre montre que cette inégalité est initialisee au

rang 4 lorsque a < 400 mais non lorsque @ = 500.

om0 2 R V)

Soit désormais un entier ny au moins égal a 4

: ” o 1 2 6
Pour tout entier strictement positif n : u,, = = . 5 \/un_1 < \/un_l . Posons M(ng) =1+ = + et
= 2o 2Mnp-1
Successivement : uy < (M(ng))” = uy < Jup < (M(ng))

w < M) = uy < < M) ;

21
ung—l < (M(no)) = un{} < 1Hunﬂ—1 < M(no);
s meng @ e 2mo ; R 2 6
Ainsi I'inégalite : uy < (M(no)) assurerait que l'inégalité u,, = 1 + . 2 est initialisée au rang n,.

270
Vu que (M(n{,)) peut étre rendu aussi grand qu’on veut (il est plus grand que 1 + 712]5 X 2™0), quelle que

soit la valeur initiale a, il existe un rang ng qui initialise I'inégalité.

2
—— z .

Cas de l'inégalité 1 + ~-=u, s»y ndkavsio, 5)
11.0

L'algorithme appliqué pour @ = 0 montre que cette | 5 | 5

Lo ey s o e g . we o . o+ | 3 1.5580782047249222

inegalite est initialisée au rang 5. Elle est initialisée a | 4 | 4932300287707078
5 1.4240220703772901

cerang pourtouta = 0




On peut conclure comme dans la question 8 que pour tout @ = 0 la suite associée est telle que :

2
_ R =
im | ——e——— =2
n—00 1

n

Exercice 2 : Les bonbons cachés

Partie 1 : Sophie et Germain testent les trois boites.

1. Notons B I'événement « Sophie choisit la boite contenant les bonbons » et B son événement contraire :

« Sophie choisit une des deux boites n'en contenant pas ».

Wl

Vu gu’il y a équiprobabilité du choix de chacune des trois boites : P(B) =

2.a. Si Sophie ne modifie pas son choix, le jeu précédent n'est pas modifié. P(B) = é

2.b. Supposons que Sophie modifie son choix et change sa boite. Notons B; I'évenement « Sophie choisit au
premier tour la boite contenant les bonbons », événement dont la probabilité est égale a _;: d’aprés la question
précédente, et B I'évéenement « Sophie choisit la boite contenant les bonbons a I'issue du jeu »
Nous avons: Pg, (B) = 0 carsi B; est réalisé, au second tour Sophie échange la boite gagnante contre une vide
et Pg_l(B) = 1 carsi Bi n'est pas réalisé, au second tour Sophie échange sa boite vide contre la boite gagnante,
I"autre boite vide étant éliminée.

- 1 2

Dans ce protocole : P(B) = P(B;) X Pg, (B) + P(By) X Pg;(B) = X0+ g X1=3

2.c. Le second protocole est plus avantageux pour Sophie puisqu’elle double ses changes de gagner.

Partie 2 : Une stratégie pour Sophie

On reprend la notation B; de la partie 1.

3

3.a. Vu qu’il y a équiprobabilité du choix de chacune des n boites : P(B{) = =

3.b. Si Sophie ne modifie pas son choix : P(B) = P(B1) = %car le second tour n’a aucune influence.

Si Sophie modifie son choix, il ne reste que deux boites au second tour. Nous avons toujours PBl(B) =0et

n—1

P5:(B) = 1. Dans ce protocole : P(B) = P(B;) X Py, (B) + P(By) X P5(B) = % X 0 + ”—n~‘1 x1="22"

T
. . apiii el 1 5 cne ik
Pour tout entier n = 3, I'inégalité = > = est vérifiée.

Sophie a toujours intérét a modifier son choix.



4.a. Si Sophie ne modifie pas son choix : P(B) = P(B;) = —car les tours suivants n‘ont aucune influence.

4.b. Si Sophie conserve son choix a chaque tour sauf au dernier ou elle change son choix, ce protocole revient
a éliminer (n — 2) boites vides successivement. |l est équivalent au protocole de la question 3.b. La probabilité
de gagner est la méme qu’en 3.b.

En gardant toujours la méme boite jusqu’au dernier tour (ol elle 'échange) Sophie s’assure de gagner avec

_— : 5 - H=1
une probabhilité exactement égale a T

Partie 4 : Une stratégie commune

Je propose une méthode basée sur des congruences et cousine du « théoréme chinois », méthode permettant
de déterminer le numéro de la boite contenant les bonbons sans pour autant le « communiquer ».

On choisit deux nombres premiers p et g distincts et supérieurs ou égauxa 3 etonposen =p X g

Les entiers de 1 an = p X q sont caractérisés par leurs restes dans les divisions euclidiennes par p et par g.

Sophie choisit la boite numéro n et la garde jusqu’a connaitre le numéro de la boite contenant les bonbons.

En éliminant seulement deux boites, Germain peut arriver a coder le numéro b de la boite ou se trouvent les

bonbons :

e Lapremiére boite porte un numéro congru a b modulo p
e Ladeuxiéme boite porte un numéro congru a b modulo g

Ci-dessous un algorithme Python et son application avec p = 3;g = 5. On constate que cet algorithme
fonctionne non seulement pour n = 3 X 5 = 15 mais aussi pour les valeurs de n tellesque 11 = n < 15.
On pourrait vérifier qu’avec p = 5;q = 7 l'algorithme fonctionne pour 15 <n < 35et quavecp = 7;q =

13 l'algorithme fonctionne pour 27 < n < 91

>>> def bonbons (p,q):
for b in range(l,p*g+l):
i=1
while i%p!=b%p:
i=i+l
if i—bz
i=i+p
j=1
1ile j%q!'=bsq:|
j=3+1
if j==i or j==b:
I=ita

print ("si bonbons da
"Germain enléve la boite”,i,"puis la boite”, ]



>>> bonbons (3,5)

si
si
si
si
si
ai
si
si
si
si
si
si
si
si
si

bonbons
bonbons
bonbons
bonbons
bonbons
bonbons
bonbons
bonbons
bonbons
bonbons
bonbons
bonbons
bonbons
bonbons
Qonbons

dans
dans
dans
dans
dans
dansa
dans
dans
dans
dans 10
dansa 11
dans 12
dans 13
dans 14
dans 15

W= b W=

restes
restes
restes
restes
restes
restes
restes
restes
restes

S =D O b

restes
restes
restes
restes
restes
restes

et
et
et
et
et
et
et
=t
et
et
et
et
et
et
et

B L) ROk W R

OMNEMEOMNM
OB Wk E=O

Avec p = 3;q = 7, 'algorithme fonctionne pour 15 < n < 21:

si
si
si
si
ai
si
si
si
si
si
si
si
si
si
si
si
si
ai
si
si
si

bonbons
bonbons
bonbons
bonbons
bonbons
bonbons
bonbons
bonbons
bonbons
bonbons
bonbons
bonbons
bonbons
bonbons
bonbons
bonbons
bonbons
bonbons
bonbons
bonbons
bonbons

On peut faire mieux :

>>>» bonbons (3,7)

dans
dans
dans
dans
dans
dans
dans
dans
dans
dans 10
dans 11
dans 12
dans 13
dans 14
dans 15
dans 16
dans 17
dansa 18
dans 19
dans 20
dans 21

W0 =] N W

restes
restes
restes
restes
restes
restes
restes
restes
restes
reste
reste
reste
reste
rezte
rezte
reste
reste
reste
reste
reste
reste

Germain enléve la boite 4 puis la boite 6
Germain enléve la boite 5 puis la boite 7
Germain enleve la boite 6 puis la boite 8
Germain enleve la boite 1 puis la boite 9
Germain enléve la boite 2 puis la boite 10
Germain enléve la boite 3 puis la boite 1
Germain enléve la boite 1 puis la boite 2
Germain enléve la boite 2 puis la boite 3
Germain enleve la boite 3 puis la boite 4
Germain enleéve la boite 1 puis la boite 5
Germain enléve la boite 2 puis la boite 1
Germain enleve la boite 3 puis la boite 2
Germain enléve la boite 1 puis la boite 3
Germain enléve la boite 2 puis la boite 4
Germain enléve la boite 3 puis la boite 5
1 et 1 Germain enléve la boite 4 puis la boite
2 et 2 Germain enléve la boite 5 puis la boite
0 et 3 Germain enléve la boite € puis la boite
1 et 4 Germain enléve la boite 1 puis la boite
2 et 5 Germain enléve la boite 2 puis la boite
0 et 6 Germain enléve la boite 3 puis la boite
1 et 0 Germain enléve la boite 1 puis la boite
2 et 1 Germain enléve la boite 2 puis la boite
0 et 2 Germain enléve la boite 3 puis la boite
5 1 et 3 Germain enleve la boite 1 puis la boite
s 2 et 4 Germain enléve la boite 2 puis la boite
s 0 et 5 Germain enleve la boite 3 puis la boite
3 1 et & Germain enléve la boite 1 puis la boite
5 2 et 0 Germain enléve la boite 2 puis la boite
3 0 et 1 Germain enléve la boite 3 puis la boite
5 1 et 2 Germain enléve la boite 1 puis la boite
3 2 et 3 Germain enléve la boite 2 puis la boite
3 0 et 4 Germain enléve la boite 3 puis la boite
5 1 et b Germain enléve la boite 1 puis la boite
5 2 et 6 Germain enléve la boite 2 puis la boite
3 0 et 0 Germain enléve la boite 3 puis la boite

Solution proposée par N.I.E. (éléve de Terminale et participant au concours 2024) :

Pourtoutn = 4 :

en faut deux au cas ou une des deux serait la bonne).

I’échange au dernier tour avec la bonne.

Si Sophie a la boite correcte elle la garde jusqu'a la fin, et sinon elle garde sa "mauvaise boite" et

8
9
10
11
12
13
14
i
2
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Sophie choisit la boite 4. Si c'est la bonne, Germain 6te la boite 1, sinon il 6te une des boites 2 ou 3 (il



Exercice 3 : Intersections et réunions

Partie 1 : Quelques cas particuliers

1.a. Par définition, ent(x) est 'unique entier tel que : ent(x) < x < ent(x)+1 (1)

En retranchant 1 a chaque membre de cette double inégalité : ent(x) — 1 < x — 1 < ent(x) (1’).

Des deux doubles inégalités, on déduit : Xx—1<entlx) <x.
nez nez
1.b. Sous les hypothéses de cette question : {0 =yl = ’n <x<n+1
x=n+y y=x—n

Par définition des parties entiére et fractionnaire et compte tenu de 'unicité de |a partie entiéere :
{n = ent(x)
y = frac(x)

2a.£(1) = {ent(%)ZI - ent(%)zz - ent(%)ZS ; } est par construction inclus dans N*. Réciproquement,
tout entier strictement positif k appartient a £(1) puisque k = ent(;), ce qui justifie que N* € £(1).

E(1) =N
2.b. Supposons que x > 1 et soit n un entier strictement positif. £(x) est par construction inclus dans N.

Réciproquement, pour tout entier naturel n, I'intervalle [nx ; (n + 1)x[ a pour longueur x, c’est-a-dire une
longueur strictement plus grande que 1. Cet intervalle contient donc au moins un entier :

L'ensemble des entiers K tels que nx < K < (n + 1)x est non vide. Soit alors K un tel entier. Il vérifie la double
inégalité : n < g <n+ 1 etde cefait: ent(g):n
Quel que soitn € N, n € £(x) car il existe toujours au moins un entier K tel que : ent(;)zn, ce qui justifie
I'inclusion N € £(x) comme dans la question précédente. On peut déduire de 2.a et 2.b que :

Six>1,alors E(x) =N
3.a. Si le plus grand des deux réels o ou S est exactement égal a 1, I'ensemble qui lui est associé est égal a N”,
I'un des deux ensembles €(a) ou E(B) est déja égal a N*et contient I'autre ensemble.

E()UVUEB) =N et&(a) N E(L) + D. La propriété P est vérifiée, Py ne I'est pas.

3.b. Si max(a, B)>1, 'ensemble qui lui est associé est égal a N et contient I'autre ensemble.

E(@)UEPB)=N=N"et&E(a)n&E(P) + @. Les propriétés P, et P, ne sont pas vérifiées.

4.a. Soit x un réel quelconque, n un entier strictement positif et k un entier naturel.
Par définition de la partie fractionnaire d’un nombre, si on considére le réel kx : 0 < frac(kx) < 1.

Donc, quel que soitn € N™: 0 < nXfractkx) <n

0 < n X frac(kx) = ent(n X frac(kx)) =0
n X frac(kx) <n = ent(n X frac(kx)) Sn—1

Les deux inégalités impliquent : ent(n X frac(kx)) € {0;1;...;n — 1}.



4.b. Considérons la liste {ent(n x frac(jx));j = 0, 1,..,n} obtenue avec les parties entiéres des (n + 1)
premiers multiples entiers de x.

Elle est composée de (n + 1) termes, tous appartenant, d’aprés la question précédente, au méme ensemble
de n nombres, 'ensemble { 0;1;...;n—1}.

Vu que la liste a une unité de plus que le cardinal de 'ensemble dans lequel elle prend ses valeurs, il y a au
moins deux termes de la liste {ent(n X frac(jx)) ;j = 0, 1,..,n} qui sont égaux.

Il existe deux entiers distincts 0 < k < £ < n tels que ent(n X frac(fx)) = ent(n X frac(kx)).

4.c. Désignons par E le nombre : E = ent(n X frac(i’x)) = ent(n % frac(kx)). Compte tenu de la définition
de la partie entiére :

<
{E =m.x sl <5 +1 = —1 < n X frac(£x) — n X frac(kx) < 1

E <nxXfrac(kx) <E+1

Nous obtenons la double inégalité : —i < frac($x) — frac(kx) < %

Suivant le signe de frac(£x) — frac(kx) < %, ce nombre a pour partie entiere 0 ou —1, ce qui influe sur

I’expression de sa partie fractionnaire :
e Si0 < frac(fx) — frac(kx) < %, alors frac(mx) = frac(£x — kx) = frac(fx) — frac(kx) et dans ce
cas: frac(mx) € [0; %[
o Sj —i<frac({’x) — frac(kx) < 0, alors frac(mx) = frac(fx — kx) = 1 + frac(x) — frac(kx) et

1
dans ce cas: frac(mx) € ]1 - 1[.
En multipliant par I'entier strictement positif u nous obtenons : u — % >uXfrac(mx) =z u—1
u

u 1
Remarquons au passage que U — - 1+ s

Décomposons : mx = ent(mx) + frac(imx) en somme de ses parties entiére et fractionnaire.

En multipliant par u : umx = u X ent(mx) + u X frac(mx). Nous obtenons I'encadrement :
1
uxent(mx)+u—1+m>umx2uxent(mx)+u—1

Cette double inégalité montre que :

e ent(umx) =u Xent(mx) +u — 1.

; 1 T : SR 2
e 0= frac(umx) < 5 donc a fortiori 0 < frac(umx) < — puisqueu =n

4.e. En synthese des questions 4.c et 4.d ou bien frac(mx) € [0 : %[, ou bien frac(umx) € [0 - i[ Quel que

. . . 1 . e '
soit le cas de figure, on a obtenu un entier v tel que frac(vx) € [O : E[' Il s'agit soit de m lui-méme soit de

I'entier um construit au 4.d.

5. Dans cette question @ = g est un rationnel et B un réel tous deux strictement compris entre 0 et 1.

Leurs inverses sont rus deux strictement supérieurs a 1.



5.a. Soit € > 0. Avec les notations de cette question, choisissons un entier n tel que n > o (ce qui permettra
&
b e e P
d’avoir 'inégalité = < %)
n o q
: : 2 1
Appliquons la conclusion de la question 4.e avec le nombre x = 7
: 2 : <o 1
Il existe un entier strictement positif v tel que frac( %) € [0 2 —[.
n
y ; 5 1
Si on note k |a partie entiére de ce nombre : k = % <k+ e k +§

En multipliantparg: kg = % < kq + £. Nous obtenons I'inégalité voulue en posant £ = vq.
- % * f
Ve =0, 3 (k,¥) € N* X N*, kq iﬁ—;{kq + £

En particulier, en prenant € < 1, on en déduit qu’il existe des multiples de g qui appartiennent a £(f).

5.b. Considérons I'ensemble £( &) lorsque @ = E avec p et g premiers entre euxetp < g

k ; _ k ] . g
& (—E) = {ent (?q) k€N } Lorsque k est un multiple de p, __pﬂ est un entier multiple de g. lensemble £ (E)
contient I'ensemble des multiples de g.
La question 4.b a montré que certains d’entre eux appartenaient a £(f8).

La propriété P, n’est pas satisfaite.

D’autre part, puisque £ (2—)) contient I'ensemble des multiples de p, en revanche il ne contient aucun entier

(mp)xq at (mp; 1)xq

de la forme k = mq — 1. En effet, 'écart entre est égal 3 %. Cet écart est strictement

P

ri 3 ; ; -1)x

supérieur a 1, donc quel que soit I'entier m, ent (M) <mg—1.
p

A propos de £, appliquons le résultat 5.a avec un nombre tel que 0 < € < %— 1

£

ent(—)qu
3k, £) € N* X N°, kq £§< ;{q+(l_1), Alors : kq — ent(%g <kqg-1

£-1
<-—< kg—1, etdonc
8 g~

==

On en déduit qu'il existe des entiers de la forme kg — 1 qui n'appartiennent pas a £(f).

Ces éléments ne sont ni dans € (E) ni dans £(f).
= (E) U E(F) + N” :la propriété P, n'est pas non plus vérifiée.

Partie 2 : Partition

6.a. Par définition de |a partie entiére : ent(na) < na < ent(na) + 1 avec des inégalités strictes car na est

ent(na) ent(na)+1

<n<

un irrationnel qui ne peut pas étre égal a sa partie entiére. En conséquence :

' t i IR L ; 3 :
e D’'une part ent(#) < n — 1 en raison de l'inégalité stricte. Lensemble £(a) compte au moins
ent(na) éléments compris entre 1 etn — 1.

ent(na)+1
=)

e D’autre part ent( = n. 'ensemble £(a) n'en compte pas d'autre.

LUensemble £(a) compte exactement ent(na) éléments compris entre L et n — 1.



Remarguons pour la suite de la question une propriété de la partie entiére d'une somme de deux nombres ;
elle est égale a la somme des parties entiéres éventuellement augmentée ou diminuée d’une unité :

ent(na) + ent(nf)
ou bien
ent(n(a + f))=ent(na + nf) = < ent(na) + ent(nff) +1
ou bien
ent(na) + ent(nf) — 1

6.b. Supposons que a + > 1. On peut choisir I'entier n de fagon quen X (e + ) > n + 1.
La somme des cardinaux de £(a) et de £(f) est égale a ent(na) + ent(nf) = ent(n(a + £)) — 1 = n).

Ces ensembles £(a) et £(fF) étant tous deux inclus dans {1;2; ...;n — 1} qui contient exactement (n — 1)
éléments, ils ont en commun au moins un élément, ils ne sont pas disjoints.

La proprieté P, n’est pas satisfaite.

6.c. Supposons que @ + f < 1. On peut choisir I'entier n de facgon que n X (@ + ) <n — 2.

ent(na +nf) = ent(na) + ent(nf) < ent(n(a + f)) <n—2+1=n— 1. La somme des cardinaux de
E(a) et de E(B) est strictement inférieure au cardinal de {1;2;...;n — 1}. La réunion de ces ensembles ne
peut pas étre égalea {1;2;..;n — 1}.

La propriété P, n'est pas satisfaite.

7.a. Supposons que a et 3 soient deux irrationnels de somme 1.
Auquel cas, puisque leur somme est égale a 1, pour tout entiern > 0: ent(n(a + f)) =n

Des inégalités toutes deux nécessairement strictes ent(na) < na et ent(nf) < nf, on déduit que
ent(na) + ent(nf)<n(a + B) =n

Des trois possibilités envisagées en « remarque », il n’en reste qu’une : ent(na) + ent(nf) + 1 = n.
Nous obtenons : ent(na) + ent(nf) = n — 1.
7.b. Soit n un entier strictement positif.

ent(na) + entinf) =n—1

enklln 4 1)a) ben(ly + 1585 —n d’apres la question précédente.

Nous disposons des relations : {

En passant a I'entier n + 1, une et une seule des deux parties entiéres en jeu a augmenté d’une unité.
1¢cas:ent((n + 1)a) = ent(na) + 1; ent((n + 1)) = ent(np).

Lensemble £(a) compte ent(na) éléments compris entre 1 et n — 1, et un de plus comprisentre 1 et n:
c'est donc que n € £(a). En revanche £(B) compte autant d’éléments compris entre 1 et n — 1 que
d’éléments compris entre 1 et n : c'est donc que n & £(f).

2°m cas : ent((n + 1)a) = ent(na) ; ent((n + 1)B) = ent(nB) + 1. Il s’agit du cas « symétrique » du
précédent. n & E(a) etn € E(f).



8. La question 7 nous montre que, si o et  sont deux irrationnels de somme 1, alors tout entier n strictement
positif appartient a un et un seul des deux ensembles £(a) ou E(f).

Cette question nous montre que :

Si a et B sont deux irrationnels de somme 1, alors Py et Py sont simultanément vérifiées.

Réciproquement, si P, et P, sont simultanément vérifiées, alors en vertu de la question 6 la somme a + f8
ne peut &tre ni < 1, ni > 1. Elle est donc exactement égale a 1.

D’autre part, la question 5 a montré que, si au moins I'un des deux nombres o ou P était rationnel, alors P,
n'était pas vérifiee. Nécessairement, ce sont deux irrationnels.

Si P et P, sont simultanément vérifiées, alors o et B sont deux irrationnels de somme 1.

Partie 3 : Intersection vide

L'ensemble Q est I'ensemble des points M dont les coordonnées sont de la forme (ka + m ; kf + n) avec k,
m, n entiers relatifs.

9. Soit a et [ deux irrationnels tels qu’il existe des entiers u et v strictement positifs vérifiant au + v = 1.

Supposons que P ne soit pas vérifiee. Alors il existe deux entiers k et ¢ strictement positifs tels que :

£ £ " »
ent (E) = ent (E) Dans ce cas, ent (g) = ent (ﬁ), ce qui prouverait que E(ua) N E(vP) + @

Or, les deux nombres au ; fv sont irrationnels et de somme 1. Le théoréeme A serait mis en défaut a leur
propos. L'hypothése est a rejeter.

Si a. et B sont deux irrationnels tels qu’il existe des entiers strictement positifs v et v vérifiant au + fv = 1,
alors P, est veérifiée.

10. La question 5 a montré que, si au moins I'un des deux nombres a ou 3 était rationnel, alors P, n'était pas
vérifiée. Nécessairement, ce sont deux irrationnels.

La question 2 a montré que, si @ = 1ouf = 1, alors &(a) = N” ou, respectivement, £(f) = N* et dans ce
cas P ne peut pas étre vérifiée. Nécessairement, max(a, f) < 1.

11. Les résultats de cette question sont liés aux propriétés algébriques de I'ensemble Z qui est un « anneau »,
un groupe pour l'addition et un ensemble stable par multiplication.

11.a. Soit A(kya +my ; ks +ny,) et B(kga + mg; kgl + ng) deux points de Q (tous les coefficients
indexés sont des entiers relatifs).

Le vecteur AB a pour coordonnées ((kg — kpa + (mg —my) ; (kg — ka)B + (ng — ny))

Uimage de M(ka + m; kB +n) par la translation T4z est le point M’((k + kg — kpa+ (m+ mp —
my);(k+ kg —ky)f+(n+ng— nﬂ)). Réciproquement, M est I'image par cette translation du point
M"((k—kg+kpa+(m—mg+my);(k—kg+ kB +(n—ng+ny)).

Or, en raison de |a stabilité de I'ensemble Z pour I'addition, les nombres k, m, n sont des entiers relatifs si et

seulement si (k+ kg —ky),(m+mpg—my),(n+ng—ny) et (k—kg+ky),(m—mp+my),(n—ngz+
ny) sont des entiers relatifs :

L'image de Q par Tz est incluse dans Q et I'image réciproque de Q par T4z (image par Tgz) est incluse dans

Q. Lensemble 2 est globalement invariant par T3.



11.b. U'image de M (ka + m ; kB + n) par la symétrie centrale de centre O est M5(—ka — m ; —kf — n). En
raison de la stabilité de I'ensemble Z pour la symétrisation (pour 'opération +), les nombres k, m, n sont des
entiers relatifs si et seulement si leurs opposés sont des entiers relatifs. Un point appartient a Q si et seulement

si son symétrique par rapport a O appartient a Q2.

L'ensemble € est globalement invariant par la symétrie centrale de centre O.

Uimage de M(ka + m; kB +n) par 'nomothétie de centre O de rapport £ (entier relatif) est My (kfa +
m? ; k€ + nt). En raison de la stabilité de I'ensemble Z pour la multiplication, si les nombres k, m, n sont des
entiers relatifs alors les nombres kf,m¥,nf sont des entiers relatifs. Si un point appartient a {2 alors son

homothétique appartient a Q).

L'image de Q2 par une homothétie de centre O et de rapport un entier relatif est incluse dans Q.

12. Considérons deux points de Q : M, (kja + mq ; ki +nq) et My(kpa + my ; ko f + 1y).

kia+my =k,a+my, . ((ky — ky)a=my, —my

kif +ny = ko +ny :{(fﬁ_kz)ﬁ:nz_nl

Or, par hypothése a et [ sont deux nombres irrationnels, tandis que k; — k5, m, — m; et n, — ny sont des
entiers relatifs. Ces relations ne peuvent étre vérifiées que si: k; — ko, = my, —my =n, —ny = 0.

M, =M, {:3’{

Un point de Q nadmet gu’un seul triplet (k, m, n) permettant de définir ses coordonnées.

L'unicité de ce triplet légitime la définition de I'application f.

13.a. D'aprés I'énoncé : k € £(a) < An e N", k < E < k + 1 soit :

ke &E(a) = dne N* ka <n < (k+1)a . Avec des inégalités strictes, le cas d'égalité ka =n est
impossible vu que o est un nombre irrationnel.

Cette double inégalité est équivalentea: Ine N, n<(k+1Da<n+a«a

Ora<letdoncn+a<n+ 1.

En conséquence ent((k + 1)(1) = n ;le nombre (k + 1)a — n représente la partie fractionnaire de (k + 1)a
et 'inégalité de droite signifie que (k + 1)a — n < a.

k €&(a) & frac((k +Da) <a

13.b. On ne perd pas de vue que d’aprés la question 10 : max(a, f) < 1

Supposons que le rectangle ]0; a[ X ]0; B[ contienne un point X (ka + m; kB + n) de Qtel que f(X) = 1,
g e N (0<ka+m<a

c'est-a-dire tel que k = 1. Cela signifie que : [0 <kB+n<p aveck =1

O<fraclka+m) < «a

O<frac(kf +n) < p’

O<ka+m<a

0<kﬁ+n<ﬁondeduitque{

Des inégalités {
frac(ka + m) = frac(ka)
frac(kf + n) = frac(kf)

k—1€E&(@
T SRR

Mais puisque m et n sont des entiers, {

frac(ka) < a

frac(kp) < f

Uintersection £(a) N £(F) ne serait donc pas vide, ce qui serait contraire a I’hypothése.

En conséquence : { donc d’apres 13.a, {

Le rectangle |0 ; a[ x ]0; B[ ne contient aucun point X de Q tel que f(X) = 1.



Rappelons le théoréme d’approximation de Dirichlet d’'un nombre irrationnel :

Pour tout irrationnel x, il existe une infinité de rationnels E ou p et g sont des entiers tels que |x = §| A P

13.c. Soit £ > 0. Appliquons le théoréme de Dirichlet a o et p en choisissant un méme dénominateur g entier

strictement positif vérifiant g > %:
. . P il 1 n’ 1
Il existe deux entiers p et p’ tels que : |a — ;| < 7 et |ﬁ = ;—I < o
1 _—
Dans ce cas : |qa — p| <E<set lgB — 'l <7 <&
En posant k = g ;m = —p ;n = —p’, nous obtenons un point Y (ka + m ; kB +n) de Q avec f(Y) = 1 qui

appartient au carré |—¢; e[ X |—¢; £[.

Contenant ce point, ce carré contient aussi son symétrique par rapport a O, de coordonnées opposées : le carré
contient aussi des points de Q2 avec (V) = —1.

Pour tout £ > 0, le carré |—¢; [ X |—¢; &[ contient des points Y de Q avec f(Y) = 1
et des points Yde Q avec f (V) = —1.
Notons que ces points n‘ont pas de coordonnées rationnelles puisque f(Y) # 0

De ce fait, le carré contient des points Y de ) avec f(Y) = n ou n est un entier strictement positif donné. En

effet, le carré ]—%; i[x ]—E 5 E[ contient des points Y de Q avec f(Y) = 1, et on considére leurs

homothétiques par I'homothétie de centre O et de rapport n qui sont dans Q et dans le carré
]—e; e[ X ]—¢; €[. De méme que leurs symétriques par rapport a O.

13.d. Supposons que le rectangle |0 ; a[ X ]0; B[ contienne un point M de Q) (donc nécessairement un point
telquek = f(X) = 0)

Choisissons ¢ de sorte que le co6té du carré
]—¢e; e[ X ]—¢; €] soit plus petit que la distance de
M aux bords du rectangle ]0; a[ X ]0; B

Soit N un point de € situé dans ce méme carré
]—¢e; e[ X ]—¢; €| de coordonnées :

(ki +mq; k48 +nqy)aveck, = 1

Soit P(kya + my ; ky B + ny) un deuxieme point de
Q2 situé dans le méme carré et choisi de sorte que M
k, > ki —k (il en existe, voir remarque page /P

précédente)

La translation de vecteur NM envoie P en un point
P’ de Q) situé dans le rectangle |0; a[ X ]0; B[ et ,\,f ,
telque: f(P)=(k, +k—k) =1 ;

Ce qui est contraire au résultat de la question 13.a.

Le rectangle |0 ; a[ X ]0; B[ ne contient aucun
point M de Q.




14.a. D’apres la question 13, le carré |—¢; €[ X ]—¢; €[ contient au moins un point Y de Q avec f(V) # 0.
Mais ce point ne peut appartenir ni au quadrant |0 ; £[ X ]0; [ (il serait dans le rectangle |0; a[ X ]0; B])
ni non plus au quadrant |—&; 0] X |—&; O[ (son symétrique par rapport a O serait dans ce rectangle).

Il en résulte que ce point, ou bien son symétrique par rapport a O qui est aussi dans (), appartient au
quadrant |0; [ X ]0; — &[.

14.b. Supposons que le rectangle ]ks ; (k + 2)s] X ]kt ; (k — 2)t] contienne un point M(x;y) de Q. Les
coordonnées de ce point vérifient les inégalités : ks < x < (k + 2)set kt <y = (k — 2)t.

Puisque Q(s, t) et l'origine du repére O appartiennent a Q, les translatés de M par une ou plusieurs translations

de vecteur@ (—s; —t) appartiennent aussi a Q. Il en est ainsi du point M’ obtenu aprés k translations :

M'(x" = x —ks;y" =y — kt). Les coordonnées de ce point vérifient les inégalités : 0 < x' < 2set 0 <y <
min(a,f)
2
Nous avons vu que c’était impossible. Uhypothése est a rejeter.

—2t. Puisque s et t sont strictement plus petits que , ce point est dans le rectangle |0; a[ X ]0; B[ .

Le rectangle Jks ; (k + 2)s] X ]kt ; (k — 2)t] ne contient aucun point de Q.

14.c. Uensemble des points P tels quef— % = () est la droite (0Q). De facon générale, les points P dont les

coordonnées vérifient une relation de la forme g(P) = A (constante réelle) c’est-a-dire ;—C — % = A sontsurune
droite parallele a (0Q).

e ladroite d’équation DS—C - % = 1 est la paralléle a (0Q) qui passe par le point U de cordonnées (2s ; t).

e Ladroite d’équation i—c - % = 2 est la paralléle a (0Q) qui passe par le point V de cordonnées (3s ; t).

Graphiquement, s’il y avait un point entre les deux
droites (celle passant par U exclue, celle par V &
incluse) qui appartient a €2, on pourrait en déduire

par une translation Tk.o_Q’ convenable un point de Q

situé dans le trapéze colorié en magenta (petite

base et cOtés ouverts) donc dans le rectangle

10; a[ X ]0; B[, ce qui estimpossible.

Il n'y a pas dans Q de point P tel que 1 < g(P) < 2.

14.d. Soit P (x ; y) un point tel que 0 < |g(P)| = 2. Supposons que P appartienne a Q.

Sans diminuer la généralité, on peut supposer que 0 < g(P) = 2, quitte a considérer le symétrique de P par
rapport a O.

La question 14.c a montré qu’il n'est pas possible que 1 < g(P) < 2.

Il n'est pas possible non plus que g(P) = 1, sinon I'homothétique P’ de P par ’homothétie de centre O et de
rapport 2 vérifierait g(P") = 2 et serait lui aussi dans Q, ce qui est impossible.
Il reste a étudier le cas 0 < g(P) < 1. Considérons alors I'homothétique P’ de P par 'homothétie de centre O

1 1
td rt 'entier k qui vérifie la double inégalité — <k =——+1
et de rapport I'entier k qui vérifie la double inégalité —-> )



g(P) = % - k—ty = k. g(P) . Utilisons I'inégalité que vérifie k :

1

5 X g(P) <k.g(P) = g(P") < (o +1) x g(P)soit1 < g(P) <1+ g(P) <2.

g(P)

Ce point P’ serait dans la bande 1 < g(P') < 2 et serait lui aussi dans Q, ce qui est impossible.

Il n’y pas de point de Q tel que 0 < |g(P)| = 2.

Ainsi, tous les points P de Q qui vérifient |g(P)| = 2 sont sur la droite d’équation g(P) = 0

Tout point P de Q qui vérifie |g(P)| < 2 appartient a la droite (0Q).

l4e.Sie = w, la question est réglée par ce qu’on vient de voir puisque le point Q lui-méme convient.

" min( e,
lrestelecasol 0 < & < %

. Dans ce cas, considérons le nombre £’ = min(e, s, —t).

D’aprés la question 14.a. Il existe un point P (x,y) qui est a la fois dans € et dans le rectangle
10; &'[ X ]0; — €[ (donc a fortiori dans le rectangle ]0 ; [ X ]0; — &]).

Ce point Pesttelque0 < x <set t <y < 0.Donc:—1 < g(P) Zf—% <1
D’aprés la question 14.d, ce point appartient a la droite (0Q).
Pour tout £ > 0, il existe un point P qui est a la fois dans Q, dans le rectangle ]0; [ x ]0; — ¢
et sur la droite (0Q).

P étant un tel point, ||a‘5|| < £v/2. Pour tout £ > 0, par translations successives de vecteur OP ou de son
opposé, on peut construire un réseau de points de Q régulierement échelonnés sur la droite (0Q) et dont la

distance a leur voisin est majorée par £v/2.

Considérons une paralléle a (0Q) passant par un point A intérieur

au rectangle |0; a[ X ]0; B][. Alors cette droite a en commun ? e

avec ce rectangle un segment |I]]. ! \
AN

Supposons que cette droite contienne un point de ). Choisissons %

I . — . :
€= 4—’; et construisons sur cette droite a partir de ce point, par

translations successives, le réseau de points de Q décrit ci-
dessus. Nous obtiendrons ainsi au moins un point de € situé a
I'intérieur du segment [//], donc situé dans le rectangle

10; a[ X ]0; B[. C’'est impossible. RS
T

Une paralléle a (0Q) passant par un point A intérieur au .__c'gJ-‘.,:g__,-u.' g

rectangle |0 ; a[ X ]0; B[ ne contient aucun point de Q.

15. Uensemble H est stable pour la soustraction et il n‘est pas vide puisqu’il contient x. De ce fait, il contient
0 = x — x ainsi que —x = 0 — x. |l contient 2x = x — (—Xx) ainsi que —2x = —x — x. Par itération k fois du
procédé, pour tout entier k positif, H contient kx et son opposé —kx.

Pour tout entier relatif k, kx € I, autrement dit, 'ensemble H contient kZ.



Réciproquement, soit y € .. Il existe un entier relatif k tel que : kx < y < (k + 1)x. (Cet entier est ent G))

Par stabilité pour la soustraction : y — kx € . Mais cet élément vérifie: 0 < y — kx < x.

Puisque H ne contient aucun élément de 0 ; x[, nécessairement y — kx = 0. |l existe ainsi un entier relatif k
tel que y = kx

Pour tout y € H, y € kZ, autrement dit { est contenu dans kZ.
En définitive, H = kZ.

16.a. Considérons la parallele a (0Q) passant par le point de coordonnées (?L =q— %ﬁ 3 {J).

" : x ¥ A cui O a
Elle a pour équation : = —==—, s0it: = — == ——E.
5 t 5 5 t 5 t

Cette droite passe par le point A de coordonnées (a ; ) qui est le point de Q2 dont le triplet associé est le
triplet(k=1;m=n = 0).

Il sagit de la droite (AL) passant par le sommet A « Nord- I' v
Est » du rectangle ]0; a[ X ]0; BI. "\

Toute paralléle a (0Q) coupant I'axe Ox en un point U situé v
strictement entre O et [ passe a I'intérieur du rectangle %

10; @[ X ]0; B[ etaunsegment commun avec lui. En _ 4 \
vertu de la question 14.f, une telle droite ne contient aucun '
point de Q. 3

E \
Aucune valeur v appartenant a |0 ; A[ n‘appartient a ;1‘ hla “.1
I'ensemble A. " L

b

I_
N
Loesd

16.b. Montrons que I'ensemble A est stable pour la soustraction.

Soit x1 et xo deux éléments de A. Les paralléles
a (0Q) passant par les points (x; ; 0) et (x, ; 0)
x Yy X1

ont pour éguations respectives = et

Elles passent chacune par un point de de (3, le
point A; et le point A; respectivement.

Le point As translateé de A; par la translation de

vecteur A, O appartient a {2 d’apres la question
11.Or:

{xA3 = X2 — Xa1
Yaz = Va2 — Va1




YAs _ Xa2—XA1 + Yaz—¥ar XXy

4 - £ oepe X
Les coordonnées de ce point A; vérifient : =22 —
5

L 5 t 5
x . s . X X3—X . .
La parallele a OQ passant par As a pour éguation ;—% = % et coupe l'axe Ox au point d’abscisse :

X3 = X3 — x4 Il en résulte que, si x4 et x, sont deux éléments de A, leur différence x3 = x; — x5 est aussi un
element de A.

Les deux hypothéses de la question 15 sont satisfaites :

A=AZ aver:ﬂ:(r—%

17.a. Les points P de Q tels que f(P) = 0 ont des coordonnées entiéres. Si nous considérons le point Q(s ; t)
lui-méme qui appartient a ), il existe trois entiers k, m, ntelsque:s = ka +m;t =kff +n

Or, ses coordonnées vérifient 0 < s < min(a,f) < let—-1 < —min(a,f) <t < 0.

Les cordonnées de Q sont non entiéres donc f(Q) = k # 0.

Le point Q’ symétrique de Q par rapport a O appartient a €2 et a des coordonnées opposées.

Compte tenu de l'unicité du triplet qui le caractérise, f(Q') = —k = —f(Q).

L'un u l'autre des deux points Q ou Q” a une image par f qui est un entier strictement positif.
Uensemble I" contient au moins un entier strictement positif.

L'ensemble des entiers > 0 appartenant a I" étant non vide, cet ensemble a bien un plus petit élément.

17.b. Montrons que I est stable pour la soustraction.

Soit k et k’ deux élémentsde I'et P(ka + m; kB +n) et P'(k'a + m'; k' + n") des points de Q situés sur

la droite (0OQ) qui leur sont associés. Le point P” translaté de P’ par la translation de vecteur PO appartient a
() d’aprées la question 11 et a la droite (OQ) car cette droite est globalement invariante par cette translation.
Ses coordonnées sont (k'a + m' — (ka + m); k' +n" — (k' +n'))

Le triplet qui caractérise ce point est le triplet (k' — k; m" —m ;n’ — n). Ainsi: f(P") = f(P") — f(P).Si k
et k” deux éléments de I, leur différence k' — k est aussi un élément de I.

Si y est le plus petit entier > 0 appartenant a I, par définition I'intervalle ]0 ; y[ ne contient aucun élément
deI'. Les hypothéses de la question 15 sont satisfaites : I' = kZ.

17.c. Considérons un point P; appartenant a Q et a la droite (0OQ) tel que f(P;) = y.

Considérons un autre point P, appartenant a (2 et a la droite (0Q) tel que f(P;) = k,¥ qui n’est pas
homothétique de P; par une homothétie de centre O et de rapport entier (il en existe puisqu’on peut trouver
des points convenables arbitrairement voisins de O, notamment entre O et P,).

Soit (y,my,ny) et (k,¥,my,ny) leurs triplets associés.

Compte tenu de I'appartenance de ces points a la droite (0Q) :

ya+tmy _ yf+ny ot kxyat+my _ kayf+mn;

5 t 5 t

Puisque P; est choisi non homothétique de P; dans un rapport entier, k,m; — m, et kon; —n,
Nous pouvons en déduire :
s _ya+my kyya+ my ky(ya+ my) (kpya+ my)  kymyg—my
t yBtm kyBtmy (Bt n) (eyBtn)  kemi-n

Dans ce dernier rapport, tous les ingrédients sont des entiers, ce rapport est rationnel.

5 . . . 5 .
Le rapport - ainsi que son opposé — - sont des nombres rationnels.



18.a. Vu que g est la forme irréductible de — %, une équation cartésienne d'une paralléle a (0Q) est I'équation
E + % = ¢ ol ¢ est une constante arbitraire.

Les entiers u et v étant premiers entre eux, d’aprés le théoreme de Bézout il existe deux entiers relatifs a et b
telsqueau + bv =1

Supposons que ¢ = f:—et montrons que la droite d’éguation E +§ = E passe par un point de ). Une équation

équivalente en est I'équation : vx + uy = u?. Cette droite passe par le point de coordonnées (bu? ; au?) qui

est un point de £ en tant que point a coordonnées entiéres. Ceci montre que% € Adoncqueu € W.

Supposons que ¢ :E = 1 et montrons que la droite d’équation E-l— % = 1 passe par un point de €. Une
équation équivalente en est I'équation : vx + uy = uv. Cette droite passe par le point de coordonnées
(buv ; auv) qui est un point de Q2 en tant que point a coordonnées entiéres. Ceci montre que 1 = E € A donc

quev e W.

Les entiers u et v appartiennent a W.

18.b. Dés lors que % etl = Eappartiennent a A, par stabilité de cet ensemble pour I'addition, les nombres a%

au+bv

v . . - 1
et b; appartiennent a A, ainsi que leur somme =7
L'entier 1 appartient a W et, avec lui, tous ses multiples entiers.

W=7

19. La question 9 a montré le sens : Si o et P sont deux irrationnels tels qu’il existe des entiers strictement
positifs u et v vérifiant au + fv = 1, alors P, est vérifiée.

Réciproquement, |a question 5 a montré que P, ne peut étre vérifiée qu’avec deux irrationnels. Faisons une
synthése des questions 11 et suivantes qui partent de I’"hypothése «P,, est vérifiée » :

. - . . i X y F: 4 & u
Les paralléles a la droite (0OQ) ont une équation de la forme : - soit, avec la notation ~ = —_une
- . X
équation de la forme g F % =c

Puisque s et t sont de signes contraires, u et v sont de méme sighe, on peut sélectionner la paire d'entiers
strictement positifs.

=lxkflavec}t=a+zﬁ.
w v

Celles qui passent par un point de €2 ont une équation de la forme :i + %

La question 18 a montré que W = Z. Nécessairement, plus petit coefficient strictement positif —est associé a

celle qui coupe la demi-droite [Ox) le plus prés de l'origine (celle de la question 16.a).
1 u B
Nous obtenons : = (a + ;ﬁ) = —soit: au + Bv = 1.
Réciproquement, si P est vérifiée, o et 3 sont deux irrationnels tels qu’il existe des entiers strictement
positifs u et v vérifiant au + v = 1.
20. Soit a et  deux réels strictement positifs. Nous avons vu en question 3 que la condition max(a, ) = 1

était une condition suffisante pour que la proprieté P soit vérifiée.

Supposons que max(a, ) < 1. Nous avons vu en question 5 que si I'un au moins des deux nombres o ou B
était rationnel, alors il n’est pas possible que la propriété P, soit vérifiée. Lirrationnalité des deux nombres
est une condition nécessaire.



Dans un tel cas, les nombres o et 1 — a sont deux irrationnels strictement positifs de somme 1. lIs satisfont
les conditions du théoréme A. Les ensembles £(a) et £(1 — a) forment une partition de N*, ils sont
complémentaires : £(a) = £(1 — a).

De la méme facon, les ensembles £(f) et E(1 — f) sont complémentaires : E(f) = £(1 — B).

Or:E(@)UVUEPB)=E(@)nE(B) = E(1 —a) N E(1 — B). Nous obtenons dans ces conditions :
E@Ué(a)=N"=sEAQ-a)nEQ-p)=0
Les réels a et § vérifient Py si et seulement si les réels 1 — a et 1 — f vérifient Pp,.
En vertu du théoréme démontré en question 19, |a propriété P, est vérifiée si et seulement si :
e Oubien max(a,f) = 1

e Qu bien max(a, ) < 1 mais o et 3 sont deux irrationnels strictement positifs tels qu’il existe des
entiers u et v strictement positifs vérifiant : u(1 — a) + v(1 — f)=1

21. Considérons trois nombres irrationnels a, b, c tels que £(a) N £(b) = €(a) N E(c) = @.

au+bv=1

D’apres le théoréme B, il existe des entiers strictement positifs u, v, u” et v’ tels que : {au’ Al

On en déduit la relation : bvu' — cuv’ = u' — u.

Supposons qu’il existe des entiers strictement positifs x et y tels que bx + ¢y = 1.

bvu' —cuv' =u' —u

Nous aurions a la fois : { bx+cy =1

e |
Or, det (v;[ ;v) =vu'y +uv'x > 0.

Le systéme d’équations en b et ¢ représenté par les deux relations simultanées aurait des solutions.
Il serait possible d’exprimer b et c en fonction de u, v, u’, v, x et y : les nombres b et c seraient des rationnels.
Cette hypotheése est a rejeter. La réciproque du théoréme B ne peut pas s'appliguer.

Si€(a) N €(b) = E(a) N E(c) = @, alors E(b) N E(c) # O.

On ne peut pas obtenir trois ensembles disjoints deux a deux.
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