1ére spé maths - Droites et Cercles dans le Plan - Mai 2024

(a) De la premiére équation, on déduit la valeur de I'inconnue
x en fonction de 'inconnue y:
r—3y=28
r=3y+8
En substituant dans la seconde équation, I'inconnue x
par son expression en fonction de y, on obtient :

de+y=-T7 13y = -39
43y +8)+y=-T7 y:;39
12y +32+y=—T7 13
13y = —7 — 32 y=-3
En utilisant la valeur de y dans I'expression de 'inconnue

T,on a:
r=3y+8=3x(-3)+8=-9+8=-1

On en déduit que le couple (—1;—3) est solution du sys-
téme (S).

N 2z + 3y =10
@ Le systéme (S): { - 10?; _ 920

10z + 15y = 50

est équivalent au systéme: (5): { 10z + 20y = 40

Par soustraction de la premiére équation par la seconde
équation, on obtient ’équation :

10
15y — 20y = 50 — 40 y:_—5
—5y =10 P
En utilisant la valeur de y dans la premiére équation, on
obtient :
2z 4+ 3y =10 2x = 16
27 + 3x(—2) = 10 oo 16
22— 6 = 10 2
2% =10+6 | *=8
Ainsi, le systéme (S) admet le couple (8; —2) pour solu-
tion.
On a:

T+ 2y — z= -2
3+ y+2z2=-1 =
T — y+3z= 3

3x + 6y — 3z = —6
3r + y + 2z = -1
3z — 3y + 9z = 9

3x+6y— 3z= —6 3x+ 6y— 3z= —6

= 5y— Hz= -5 — 45y —45z=—45
9y —12z=-15 45y —60z=—"75

3x+ 6y— 3z= —6

45y —45z=—45

152= 30 z= 2
3z+ 6y—3z= —6 3z+ 6y—32=—6
45y—90=—-45 — 45y =45
z= 2 z= 2

3z + 6y — 3z = —6

3x+ 6y— 3z= —6
== 45y —45z=-45 —

3x = —6 x = -2
- Y = 1 = Y = 1

[C3
{i-jg’ar lecture de l’équation cartésienne, on obtient le
vecteur uw(—1;-3)

@ La droite (A) étant paralléle a la droite (d), le vecteur W
est un vecteur directeur de la droite (A). Ainsi, la droite
(A) admet une équation cartésienne de la forme:
—3z4+y+c=0 oucelR

Le point A appartenant a la droite (A), ses coordonnées
vérifient 'équation cartésienne de la droite (A):
—3xa+ya+c=0

—3x(=2)+24¢=0

64+24+c=0
c=—8
La droite (A) admet pour équation cartésienne:
—3a+y—8=0

— .

@ @ Le vecteur v étant normal a la droite (d') et la
droite (d') étant perpendiculaire & la droite (d), on en
déduit que le vecteur v est un vecteur directeur de la
droite (d).

. — N
Ainsi, prenons le vecteur — u pour vecteur normal &
la droite (d'):

é

v (1;3)
%

@ La droite (d') admettant le vecteur v pour vecteur
normal, on en déduit que la droite (d') admet une équa-
tion cartésienne de la forme:

r+3y+c=0 oucelR
Le point B appartenant a la droite (d'), ses coordon-
nées vérifient I’équation cartésienne de la droite (d'):

rp+3yp+c=0

3+3x(=1)+¢=0

3—34+c=0
c=0
La droite (d') admet pour équation cartésienne:
z+3y=0

co)
(1) (a) La droite (A) admettant le vecteur u (2 —-1), o
en déduit qu’elle admet pour équation cartésienne :
22 —y+c=0 ceR
Le point A appartenant a la droite (A), ses coordon-
nées vérifient 'équation cartésienne de (A):
2224 —ya+c=0

z(fj—1+c=o

3
2
75—1+c:0
5
—§+C:0
LB
3

On en déduit une équation cartésienne de la droite
5
(A): 2o:1:fy+§:0
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@ La droite (d) admet pour vecteur normal ?(3;4) et
la droite (A) admet pour vecteur normal w (2;—1).
Le déterminant de ces deux vecteurs a pour valeur:

det(,v) =2x4 - 3x(~1) =8+ 3 = 11

On en déduit que les deux vecteurs normaux 7 et ;)
ne sont pas colinéaires: les droites (d) et (A) ne sont
pas paralléles.
Ainsi, les deux droites (d) et (d’) sont sécantes.

@ @ Reésolvons le systéme d’équations:
{3m+4y: 5 {6x+8y:10
6x — 3y = —51 6xr — 3y = =5
Par soustraction des deux équations, on a:
8y — (—3y) =10 — (=5)
8y+3y=10+5

11y =15
15
YT
En utilisant la premiére équation, on obtient :
-5
3 9y =5 3r = —
3r+4x— =5 -5
11 11
60 T = T3
3 — =5
T + 11 -
= —— X —
3z=5- T
11 5
3p=20 % s
11 11

Ce systéme d’équation admet pour solution le couple

( 5 15)
33711
@ Le point d’intersection des droites (d) et (A) a ses co-
ordonnées qui vérifient les équations cartésiennes de
ces deux droites:
Sv+dy = 5=0 {3x+4y—5:0
gx_y+g:o 62 — 3y +5=0

D’aprés la question précédente, on en déduit que les
deux droites (d) et (A) s’interceptent au point:

5 15>
M(_ﬁ’ﬁ

—
® Le vecteur AB a pour coordonnées:

AB(xp—za;yp—ya) = (35— (=1); =2-1)
= (375+17 _3) = (475; _3)
¢ On en déduit que le vecteur 7(3 ;4,5) est un vecteur
normal a la droite (AB):
— —
u-AB =45x3+4+ (—=3)x4,5=13,5-135=0
® La droite (AB) admet pour équation cartésienne:
3x+45y+c=0 ceR
Le point A appartenant a la droite (AB), ses coordon-
nées vérifient cette équation cartésienne:
3x4+45ys+c=0
3x(=1)+45x14+¢c=0

el

—3+45+c=0
154+¢c=0
c=-1,5

La droite (AB) admet pour équation cartésienne:
3x+45y—15=0

@ ® Montrons que le point H appartient a la droite
(AB):
3z +4,5yg — 1,0 =3x2+45x(-1)—-1,5
=6—-45-15=0
—
¢ Déterminons les coordonnées du vecteur MH :
MH(xg —xnyn —ym) = (2—4; —1-2)
=(-2; - 3)
® Montrons que la droite (M H) est perpendiculaire a
la droite (AB). _P)our cela, montrons que les deux
vecteurs M H et AB sont orthogonaux :
— =
MH - AB =45x(—2) + (—3)x(-3)
=-94+9=0
Le point H est le projeté orthogonal du point M sur la
droite (AB).

@ @_I;e vecteur A—B> a pour coordonnées :
AB(zp — a5y —ya) = 3~ (=3);5-2)
=(3+3:3)=(6;3)
@ La hauteur (d) dwiangle ABC issue du sommet C'

admet le vecteur AB pour vecteur normal.
On en déduit qu’elle admet pour équation cartésienne:
6x+3y+c=0 ceR
Le point C appartenant a la hauteur (d), ses coordon-
nées vérifient I’équation cartésienne de (d):
6:xc+3yc+c=0
6x2+3x2+c=0

12+6+c¢c=0
184c¢=0
c=—18

La droite (d) admet pour équation cartésienne:
6+ 3y —18=0

— —
@ ® Le vecteur u (—3;6) est orthogonal au vecteur AB
cary _,
u-AB = —3x6+6x3=-18418=0
® Le vecteur u étant normal  la droite (AB), on en
déduit qu’elle admet I’équation cartésienne:
—3z+6y+c=0 ouceR
Le point A appartenant & la droite (AB), ses co-
ordonnées vérifient 1’équation cartésienne de cette
droite:
—3x4+6xp+c=0

—3x(=3)+6x2+c=0

9+12+c¢c=0
214¢=0
c=—-21

La droite (AB) admet pour équation cartésienne:
—3x+6y—21=0
® Le pied H de la hauteur (d) est le point d’intersection
des droites (d) et (AB). Ses coordonnées sont les so-
lutions du systéme d’équations:
{ 6x +3y —18=0
-3z +6y—21=0
:>{ 6x + 3y —18=0
—6x + 122y — 42 =0
Par addition membre & membre de ces deux équa-
tions:
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3y+12y—18—42=0

15y —60 =0
15-y =60

60

Y15

y=4

En utilisant la premiére équation:
6x+3y—18=0
6-x+3x4—-18=0
6x+12—-18=0

6x—6=0
6x =6
6
T=5
=1

Le point H a pour coordonnées: H(1;4)
(2) On a les longueurs:

¢ AB = \/(333 —xA)2 + (ys —yA)2
=VB- (3 +(6-27=/3+3)" +3
=62 +9=1/36+9=1/45

o CH=1/(zn —20)" + (yn — yc)”
— (-2 +(4-2°=/(-1)2+22
—VTFi= 5

On en déduit que I'aire A du triangle ABC':

4= ABXCH _ VA5x\/5  \/45x5 /225
B B 2 B 2

2 2
VI 15
22
@ ® Le point K milieu du segment [AB] a pour co-
ordonnées :
K(xA+xB,yA+yB) _ (—1+0_2+(—5)>
2 72 SN2 T2

(3

—
® Le vecteur AB a pour coordonnées:

AB(zp — 243y —ya) = (0—(-1);-5—-2)
=(1;-7)
o L_a}médiatrice (d) du segment [AB] admet le vecteur

AB pour vecteur normal. Son équation cartésienne
est de la forme:
z—Ty+c=0 ceR
Le point K appartenant a la droite (d), ses coordon-
nées vérifient son équation cartésienne:
rx — Ty +¢c=0

(37D oo

L
g Ty TET
20
?‘FC:O
100+c=0

c=-10
La meédiatrice (d) a pour équation cartésienne:
r—T7y—10=0

@ ® Le point L milieu du segment [AC] a pour coor-

données :
L(-TA'F-TC.QA‘F?JC) B (—1+3_2+4)
2 72 N 2 72

(29w

® Iﬁ)vecteur A—C>’ a pour coordonnées :
AC(rc —za5yc —ya) = B —(-1);4-2)
= (4:2)
® Iﬁ)médiatrice (d') du segment [AC] admet le vecteur

AC pour vecteur normal. La droite (d') admet pour
équation cartésienne:
4drx+2y+c=0 ceR
Le point L appartenant & cette droite, ses coordon-
nées vérifient son équation cartésienne :
4xp+2yp+c=0
Ax1+2x34+c=0

44+64+c=0
104+¢=0
c=—10

La droite (d') a pour équation cartésienne:
4z +2y—10=0

@ @ Le centre du cercle circonscrit est sur le point de
concours de la médiatrice. Les coordonnées de centre
sont solutions du systéme:

{ x— Ty —10=0
4+ 2y —10=0
:>{4-x—28-y—40 0
4r 4+ 29y —-10=0
Par différence de ces deux équations, on a:
—28y—2y—40—(-10)=0
—30y—404+10=0

-30y—-30=0
—30-y =30

30

i

y=-—1

En utilisant la premiére équation:
r—T7y—10=0
x—Tx(-=1)—-10=0

r+7—-10=0
z—3=0
r=3

Le centre du cercle circonscrit du triangle ABC' a pour
coordonnées L(3;—1).

@ Déterminor;s la distanc2e LA: ; .
LA =/ (za—21) +(ya—u1)” = v/ (-1-3) "+ [2—(-1)]

=V (~4)°+(2+1) = V16 +32 = V16 + 9= /25 =5

Le cercle circonscrit au triangle ABC' a pour centre
L(3;—-1) et pour rayon 5. On en déduit I’équation
cartésienne vérifiée par les coordonnées de tous les
points M (z;y):

LM? =52
(x—=3)+[y—(-1)]* =25
22 —6x+94+1y2+2y+1=25
22 +y2 —6x+2y—15=0

[c®)
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® En utilisant la formule du cours:
2 +y*+(—ra—rp)-v+(—ya—yp)+(za-wpt+yayp) =0
2?2 + 942+ [—(-2) = 3]z + (-1 - 0)-y + (—2x3+1x0) =0
?+yP—x—y+(—6+0)=0
4yt —z—y—6=0

® En utilisant la caractérisation suivante du cercle. M est
un point du cercle de diamétre [AB] si, et seulement si:

AN - BM =0

(¢ —za)(@—2p) + (y—ya)(y—yn) =0
[r = (-2)](e=3) + (y— 1)y —0) =0
(z+2)](z=3)+(y—-1)y=0

2 —3x+22—-6+y>—y=0

P +y?—r—y—6=0

a? b (-10)* 22
4= = 92
@ 7+7-¢ TR
100 4
= —4+--22=25+1-22=4
4 + 4 +
On en déduit que cette équation cartésienne définie un
cercle.

Déterminons son centre et son rayon:
2249y - 10z +2y+22=0
(22 —10-z) + (y* +29) +22=0

[(x—5)" —25] + [(y+1)" 1] +22=0
(-5 +(@y+1)°+22-25-1=0
(2=5)"+(y+1)" =4

En notant A(5;—1), on a:

(z—wa)’+ (y—ya) =22
AM? = 22
AM =2

Cette équation cartésienne définit le cercle de centre
A(5;—1) et de rayon 2.

0,2 b2 (_2)2 (_4)2
® p+g-e="g +—7 5

4 16
4+4 5 + 5=0

On en déduit que cette équation cartésienne définie un
unique point.

22+ 2 -2z —4y+5=0
(22 —2:2) + (y* —4y) +5=0
[(e-1)*=1]+[(y—2)"-4]+5=0
(@-1)°+(y-2)"+5-4-1=0
(z—1)°+(y—2)"=0
En notant B(1;2), on a:

AM =0

Ainsi, les points M définis par cette équation cartésienne

sont confondus avec le point B. Cette équation cartési-
enne ne définit qu’un point, le point B(1;2)

22+22 5—4+4 5=14+41-5=-3
4 4 T4 04 o o

On en déduit que cette équation cartésienne définie
I’ensemble vide.

C.10
(1) (a) La droite (d) posséde pour vecteur directeur, le
vecteur v de coordonnée (1;2); elle admet ainsi pour
vecteur normal 7(—2 ;1); son équation cartésienne a
alors la forme:
ar+by+c=0
—2x4+y+c=0
La droite (d) passe par le point A(1;2).
Ses coordonnées vérifient I’équation de la droite.
—2x0—-14+¢=0
c=1
La droite (d) admet pour équation cartésienne:
—2x+y+1=0
@ Puisque A(1;1) est le centre du cercle ¢, ce dernier
admet une équation cartésienne de la forme:
22 +y? - 2x1Ixx —2xIxy+c=0
On a la relation suivante définissant le rayon du cercle:
a?+b? —c=r?
1+1—c=32
c=—7
Le cercle a pour équation cartésienne:
2 +y?—22-29y—-7=0

@ @ La premiére ligne de ce systéme représente
I’équation cartésienne du cercle, ainsi, tout point
M (z;y) dont les coordonnées vérifient cette équation
est un point du cercle.
De méme, la seconde équation est I’équation cartési-
enne de la droite et tout point dont les coordonnées
vérifient cette équation est un point de cette droite.
Les points dont les coordonnées vérifient ce systéme
sont des points appartenant au cercle et & la droite:
ce sont les points d’intersections de ces deux objets.

@ De la seconde ligne, on obtient la relation :
y=2z—1
Par substitution dans la premiére ligne, on obtient :
224+ y? —22-2y—-7=0
24+ (22-1)2-22-2022-1)-7=0
2?4+ (42? —dx+1) 22— (4x—2)—-T7=0
522 -10x—4=0
Cette équation polynomiale du second degré admet

pour discriminant :

A =b? —dac = (—10)? — 4x5x(—4) =180 > 0

On a la simplification: \/E =+/180 = 6~\/5

Cette équation admet pour solutions:

—b—+/A —b++/A
T = —F0 Tg = —(/——
2a 2a
L 10-64/5 _10+6+/5
10 10
10 645 _ 10, 6v/5
10 10 10 10
3 3
=1- /5 =145

En utilisant la relation entre x et y, on obtient :
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y1 =221 —1

Yo =2w2 — 1
6 6
=1-2/5 =145

Ainsi, ’ensemble des solutions est formé des deux cou-
9
ples suivants:
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