Chapitre 10 Vecteurs
Lecon 23 Vecteurs du plan

Le cours

1.

Vecteurs
Définition :
Un vecteur est un segment de droite orienté.
Le premier point, A, est I’ origine,
le second, B, est I’extrémité du
vecteur AB.
Un vecteur est déterminé par : A
e Sadirection, X' origine
e Sonsens,
e Salongueur (sa norme).
On désigne ce vecteur par la notation AB (lire « vecteur AB »)
On peut utiliser une seule lettre pour désigner un vecteur quelconque d’une
famille de vecteurs égaux : G=AB.
- Une unité de longueur étant choisie, la longueur du segment [AB] est la

extrémité

longueur de AB (on dit parfois son module, ou son intensité).
Cette longueur se représente par la notation AB :HEH ou AB :Wé‘.

. Vecteurs de méme direction

Ce sont des vecteurs dont les supports sontdes droites paralleles (fig. 1)
ou confondues (fig. 2).
Ces vecteurs sontégalement dits colinéaires.

Fig. 1 fig.2
Vecteurs de méme direction ou colinéaires

3. Vecteurs égaux

Définition
On dit que deux vecteurs sont égaux (équipollents) lorsqu’ils ont :

- méme sens et
- méme longueur. / f/vD
Onnote: AB=CD.

A C

4. Vecteurs particuliers



e Vecteur nul 0
Tout vecteur ayant I’extrémité confondue avec I’origine est le vecteur
nul : AA=BB=MM =0.
Sanorme est nulle, sa direction n’est pas définie.
e \ecteurs opposeés:
Deux vecteurs sont opposés lorsqu’ils ont :
- méme direction, /
- méme longueur et /
- des sens contraires.
Les vecteurs AB et BA sont opposés. Onnote : AA =

Relationde Chasles

B
Soit deux points A et C. .
Quel que soit le point B, ona : AB+BC = AC A BC
A e

AB+BC = AC

. Somme de deux vecteurs
Soit deux vecteurs u et v,
La somme de deux vecteurs u et v est le vecteur, noté «u+v », défini ainsi :
A étant un point quelconque, on place le point B tel que u=AB puis le point

C tel que BC=v; alors u+v=AC.
C

Représentationde u+v par la régle du parallélogramme.
Lorsque les deux vecteurs u et v ontle méme origine A, u=AB et v=AD,

le vecteur u-+v est égal & AC ol C est le point tel que ABCD est un
parallélogramme.




Propriété : Quel que soit les vecteurs u et v,ona:u+v=v+u.

7. Produit d’un vecteur par un réel
Définition:
u désigne un vecteur non nul et k un réel non nul.
Le produit du vecteur u par le réel k est le vecteur ku tel que: ku et u ont

méme direction.
Lorsque k>0:

e ku et u sontde méme sens ; ‘g/'
e la longueur de ku est le produit dek /
- {1
par la longueur de u.

Lorsque k<O0:

e ku et usontde sens contraires ; /
e la longueur de ku est le produit de (k) /
par la longueur de u.
La norme de ku est le produit de la norme de u par la valeur absolue de k :

= ] <f.

Remarque : Lorsque G=0 ou k=0, par convention : ku=0.

8. Repereetcoordonnées
- Soit M un point quelconque du plan de repere (O; 1, j), il existe un

couple (x ; y)de nombres réels tels que : OM = xi +yj .
i et ] sontles vecteurs unitaires de coordonnées respectives (1; 0) et (0 ;1).

On note T=H et T:H
0 1

Le couple (x; y) est le couple de coordonnées du point M ou de vecteur
OM dans le repére (07, ]).
- Dire que le vecteur G a pour coordonnées (x ; y) signifie que G =xi +yj .

On note alors d(x ; y) oubien {ﬂ

Théoreme
- Soit deux points A(x, ; v,) et B(xs ; ys) dans un repere (O;i, j).

Le vecteur AB a pour coordonnées (X, — X, ; Ys — Y,) -

L, . — Xp — X
On écrit AB:{ B A}
Ye = Ya



, 0 , . - 1|0
- Un vecteur nul est un vecteur de cordonnées M .Oneécrit 0= M )

9. Propriétés des coordonnées

Soit deux vecteurs de coordonnées L‘j et {;} dans un repere (O:i , ).
1. }: Z} sietseulement si: a=cet b=d.
5 a N c _ a+c

b| [d]| |b+d
[

b] |d] |b-d
4. a{a}{aﬂ, a estun reel.

b ob

5. Les vecteurs m et EJ sont colinéaires, si et seulement si ad =bc ou ad—bc=0

10. Norme d’un vecteur
Dans un repére (O:i, j), onconsidére les points P(x, ; y,) et Q(x, ; y,) :

la distance PQ ou la norme du vecteur PQ est calculée par :
Q<[P 7|~ o, %+ 0, uF




Produit scalaire dans le plan
Définition :
Dans un repére orthonormé, les vecteurs u et v ont pour coordonnées respectives
(x;y) €L (x';y).
Le produit scalaire des vecteurs u et v, estun REEL xx+yVy'.
Onle note G-v (lire « u scalaire v »): U-V=XX+yY'
Propriéetés
1. Soit trois vecteurs @ ,v, wetunréel a, ona:

3
4, 0-i=0-0=0
3)
6. 7.7 =[i]" =1, j-7=[i =1, i-]=0.
2. Si ¢ estla mesure de I’angle des vecteurs u et v telle que 0< 6 <180°
alors G-V = ul-v|cosé .
3. Soit deux vecteurs u, v non nuls.
1) u et v sont orthogonaux si et seulement si G-v=0 :
ULV < u-v =0
u et v sont colinéaires si et seulement si d-v = £[i[|v].

Exercices
Soit u un vecteur. Exprimer les vecteurs v et w en fonction de u.
a 3u—2v=v b. 2u+w=2w+5u.
Soit deux vecteurs u et v non colinéaires et deux vecteurs w et § tels
que w=(a+4b)u+(2a+b+1)v, s=(b+2a+2)u+(2a-3b-1)v.
Trouver les réels a et b tel que 3w=2s
Soit le segment [AB]. C est un point de [AB] tel que AB:CD =m:n. O est

un point situé a I’extérieur de [AB]. Sachant que OA=v,0B=u,

montrer que oC = —~— (v +ma .

m+n
Soit un carré ABCD. M et N sontles milieux respectifs des cotés BC et



»

10.

11.

12.

13.

14.

CD. Tel que u=AM et v=AN, montrer que E:%G—%G.

. Dans un repére orthonormé, on considere les points A(2;3), B(-2;4) et C(-1;-3).

_— — — — — —

Calculer les coordonnées des vecteurs AB, AC,BC,BA,CA et CB.

Soit A@3;2) et TU ﬂ Calculer les coordonnées des points A et B tels que

—_

AB=TU et CA=TU.
Lo~ -1 -
Soit a={ }, b=

3

3
4} . Calculer :

a. a-5b b. le vecteur opposéa a—5b.
Citer le couple des vecteurs colinéaires.

o ) L L Lo Lo

Exprimer chacun des vecteurs suivants en fonction de i et j.

— |1
a AO:H
4

b. AB tel que A(3;2) et B(-4:1)
c. CD tel que C(-3;4) et D(1;-2)
Calculer la norme de chacun des vecteurs suivants.

o) [ [

b. AB tel que A(L;2) et B(; 7).
Résoudre les équations suivantes :

AL g

Trouver le vecteur unitaire en fonctionde i et j qui a le méme sens que chacun des
vecteurs suivants :

. T2 . [=2]
a u= b.u=
1 3

Trouver le vecteur de 4 unités et colinéaires a chaque vecteurs ci-dessous.

) b.u= _32 c. AB tel que A(1;-3) et B(-4;5).

c. AB tel que A(1;-3) et B(-4;5).

1. Dans chacun des cas, calculer le produit scalaire u-v
a U=3i+4j&V=2i+] b. u=2i+5]&vV=+]
2. ABC estun triangle tel que A=90", AB=2, AC=,/5, BC=3.
Calculer le produit scalaire suivant :



—_— — — ——

BA-BC, AB-BC et AC-CA.

3. ABC estun triangle tel queB=45",C=30", AB=+/2, AC=2, BC=+/3+1.
Calculer les produits scalaires BABC,CACB, AB.BC et CB.CA.
4. Dans chacun des cas, calculer la mesure de I’angle des vecteurs i et v .

a u=3+2j&v=9i+6] b. u=3i+j&v=-2i+6]
5. Soit trois vecteurs 5:{ 2} : 6=H et E=[ 1] Calculer :
-3 3 -1
a. a-b+a-c b. (5+6)-(5+6)
C. 6~(5+6) d. (a+5).(a_5)

6. Soit deux vecteurs a et b . Dans chacun des cas, donner la nature de
I’angle des vecteurs & et b .
a a-b>0 b.a-b=0 C.a-b<0
7. Verifier que si deux vecteurs sont perpendiculaires.

ofl 2 >Lef|
8. Soit deux vecteurs v et v tels que u=(1-m)i+2]j&v=mi+(m+2)j.
Déterminer le réel m pour que :
a ulv b. [t]=|v]
9. Soit deux vecteurs u et v non nuls. Montrer que :
a. [u+v = +20-v+[v’ b. |a-v[* =[u]" ~20-V +[v|
10. Soit deux vecteurs nonnuls G et v. Montrer que :
a. SiuLv,alors [+ =[d° +v[.
b.Siu_Lv,alors |q-v[* =[a]° + .
11. ABC estun triangle rectangle en A tel que :
‘E‘:b, ‘N?;‘zc 6t ‘ﬁ‘za. Montrer que a? =b? +c?.
12.  Soit [i]=2, |v|=4 et |[i+V|=6. Calculer u-v.
13.  Soit [t|=1, V|=3 et [0 -V|=+13. Calculer [2d +V|.
14.  Soit [t|=5, [V|=3 et [0 +V|=+13. Calculer [a-v|.
15.  Soit trois vecteurs u,v & w tels que [d]=|, [i-v|=|d+W et
0;V)=36".
Calculer la mesure de I’angle des vecteurs v et W.



Lecon 24 Vecteurs de I’espace

Repérage dans I’espace
Par analogie avec ce qui a été fait en géométrie plane, a chaque couple (A, B) de points de

I’'espace, on associe un vecteur AB .

Dans le plan, la donnée d’un repére (O;T, j) permet de repérer tout point M par ses deux

coordonnées.
Dans I’espace, un point sera repere par trois coordonnées.

Activité 1 repere et coordonnées.
Choisissons d’abord un repere de I'espace, c’est-a-dire un point O et trois vecteurs i=0l,
T=a, K=0K,de facon que trois points 1,J, K ne soient pas dans un méme plan.
Alors on peut repérer tout point M par ses trois coordonnées (x;y;z) dans ce repere.

Sur la figure ci-contre : x=2, y=3, z=4.
La droite (MM ') est paralléle a (OK); M est
dans le plan (O1J).
La droite (MM ") est paraléle a (OM").
On dit que :

X =2 est I'abscisse de M ;

y =3 est lordonnée de M ; | J
z=4 estlacote de M . N

- Dresser (O;T, T,IZ) et placer dans ce repére les ponts
M (1;1;1), N(1;2;0) et P(0;0;3).

Activité 2 dans un cube
OABCDEFG est un cube, OA=4. 4 E
On choisit le repére (O;a,a,ﬁ).
1. Quelles sont les coordonnées des huit sommets du cube ? F G
2. Quelles sont les coordonnées du centre du carré OABC ?
3. Quelles sont les coordonnées du centre du cube ? |
4. Ou sont situés le point dont la cote z est égale a zéro ? 4
5. Ou sont situés les points dont 'abscisse X est égale a2 ?

6. Ou sont situés les points dont 'ordonnée y est égale a6 ?

x A B

Cours
1. Vecteurs de ’espace
La notion de vecteurs vue en géométric plane se généralise sans difficultés a I'espace.
1) Par analogie avec ce qui a été fait en géométrie plane, a tout couple (A, B) de points de

Pespace, on associe un vecteur AB .
e Lorsque A=B,
- la direction de AB est celle de la droite (AB),



-le sens de AB estle sens de A vers B,
- la longueur ou norme de AB est la distance AB . Lanorme de AB st note ‘ﬁ‘ ;

alors ‘Né‘ = AB.

e Lorsque A=B, AA est le vecteur nul, note 0.
On désigne des vecteurs par une seule lettre, surmontée d’une fleche, par exemple
u,v,w,...
2) Pour tout point O de I'espace et tout vecteur 0, il existe un point A et un seul tel que
OA=0.
3) Deux vecteurs sont égaux :
- lorsqu’ils sont nuls tous les deux, ou, B D
- lorsqu’ils sont non nuls, ils ont / /
méme direction, méme sens, méme longueur. A C
Lorsque les quatre points A, B, C, D ne sont pas

alignés, AB =CD équivaut a : ABCD est un parallélogramme.

4) Les regles de calcul sur les vecteurs de I'espace sont analogues aux régles de calcul sur
les vecteurs du plan.

5) . Dire que les vecteurs non nuls U et V sont colinéaires équivaut a dire qu’il existe un
nombre Kk tel que U =kv.

. A,B,C étant trois points distincts, dire que A,B,C son alignes, équivaut a dire qu’il

existe un nombre k tel que AC =kAB

2. Repéres etcoordonnées
1) Repeéres
Choisir un repére de I'espace, c¢’est choisir un point O, appelé origine du repére, et un
triplet (T, ],E) de vecteurs non coplanaires.
On note alors (O;T, ],IZ) ce repére. AM"
2) Coordonnées d’un point, d’un vecteur oM
e Coordonnées d’un point
La paralléle menée par M a la droite (OK ) coupe

le plan(O1J) en M,
La paralléle menée par M & la droite (OM') coupe |~
la droite(OK) en M. T
Le quadrilatetre OM'MM"" est un parallélogramme, donc

OM =OM'+OM"'.

Notons (x;y) les cordonnées de M ' dans le plan de repére (O;T, ]) ; ainsi

OM'=Xi +Vj . Par ailleurs, OM" et K sot colinéaires, donc il existe un nombre z tel
que OM"' = ZK .
D’ou; OM =OM'+OM " = Xi + yj + zK .




On dit que (x;y;z) sont les coordonnées du point M dans le repére (O;T, ]IZ) ou
encore que (x;y:z)sont les coordonnées du vecteur OM .

On note alors M (x;y;z) et I'on dit que X estl'abscisse de M, y I'ordonnée de M , z
la cote de M , dans le repere (O;T, T,IZ).

Théoreme

(O;T, T,IZ) est un repére de I'espace.

Pour tout point M de I'espace, il existe un unique triplet (x;y;z) de nombres réels tel que
OM =Xi +Vyj+ K .

Exemple 1:

ABCDEFGH est un cube. Les trois vecteurs
AB', AD, AE, par exemple, ne sont pas
coplanaires et forme une base. On peut alors
considérer le repére (Aﬁéﬁﬁé)

Dans ce repere, les huit sommets du cube ont
pour coordonnées :

A(0;0;0), B(;0;0), D(0;1;0), E(0;0;1),
C(1;1;0), F(1;0;1), G(1;1;1), H(0;1;2).

Les coordonnées du vecteur AF dans la base (Eﬁﬁ) par exemple, sont les

coordonnées de F .

e Coordonnées d’un vecteur
Definition
(O;T, T,IZ) est un repére de I'espace. Dire que le vecteur G a pour coordonnées (x;y;z)

dans la base (T, T,IZ) signifie que le point M tel que OM =i a pour coordonnées

_

(x;y;z) dans le repére (O;T,T,IZ) eton le note OM =0 =

N < X

Exemple : Dans un méme repére (O'?, ]IZ) construire les vecteurs :

3
a=|-1{,

4
Solution :

Ol



3. Calculs sur les coordonnées
Tous les résultats de la géométrie plane concernent les coordonnées de points et de vecteurs
s’étendent a I’espace par adjonction d’une troisiéme coordonnée.
Dans un repére donné :

0
- Le vecteur nul note 0 : 0=|0
0

X X
- Soit deux vecteurs U=|y|etU'=|Yy'
yA z'

X - X

e Le vecteur opposede U note —U : —U=—y|=|-Y

z -z

e pour tout nombre k, ki =k|y|=|ky

X X
e(=0"équivaut a|y|=|Y
z

X X
elU+U=|Yy|+|Y|=|Y+Y

1z] |Z'] |z+7Z

T Tl Ty

cU-T=|y|-|Y|=|y-V

1z] |z |z-7"]

- Soit deux points M(x;y;z) et M'(x';y';Z))

X'—X
o MM'=|y-y
7'-z

2 1
Exemple 1:Dans un méme repere (O;T, T,IZ), on considére les vecteurs a=|1|eth=|3].
3 4



Déterminer les vecteurs —a,2b,a+3b,2a-b.

Solution :
2 -2 1 2
~d=-{1|=|-1]|, 26:23:6
3 -3
2 1 2+3
d+30=[1[+33|=|1|+|9 |=[1+9 |=
3 4 3 3+12
2| |1 4 4-1
25-6:21-3:2—3:2 3 {
3 4 6 6-4
Exemple 2 : Dans un méme repére O i7, IZ on considére les points P(2;-3;1) et Q(0;4;-2).

Déterminer les coordonnées du vecteur —Q
Solution :

Xp = Xq 0-2 -2
Ona: PQ=|y,—y,|=| 4+3|=| 7

Z, — 1, -2-1 -3

Exercices

1. Sur la figure ci-dessous, ABCDEFGH est un cube. Quelles sont les coordonnées des six autres

sommets de ce cube.
z

H G(,4,3)

) » . >
Y D C

/
x/ A(3,1,0) B

2. Sur la figure ci-dessous, OABCDEFG est un parallélépipede. Quelles sont les coordonnées des
sept autres sommets de ce parallelépipede ?

47
G F
D
' E(2,4,2
©) ( ) >
C y
A




), placer les points A(1;2;0), B(~1;2;1), C(~1;3;2) et D(-2;-1;-1).

Dans un repére (O;T, i,
i , on considére les points P(1;-2;2),Q(2;1;4),M(0;1;2), N(2;1;4) et

Dans un repére (O;l o

2
1 |. Ecrire les cordonnées des vecteurs OA, PQ et MN sous forme
3

le vecteur OA :{

Xi +Yj+zk.
. Déterminer les coordonnées des vecteurs MN et NM tels que :
a. M(-1;2;1),N(2;-2;4) b. M(4;1;7), N(-2;2;4)
c. M(5;7;9),N(8;6;4) d. M(0;8;9), N(3;7;3)
. Calculer x+y+ztelque T —47+K=x( +7)+y(j-7)+ z(ZIZ—]).
-2 2
. Soit deux vecteurs a=| 0| et b=|3].Calculer :
3 1

a. a+3b,5a-b, 4a-4b,a-2b
b. Les vecteurs opposés des vecteurs 5a — b;a-2b.
. On considére les points R(-2;-1;2), S(0;—5;6). Déterminer un vecteur de trois unités et de

sens contraire du vecteur RS .
Indiquer, parmi les vecteurs suivants, ceux qui sont colinéaires ?

-1 0 3 1 0 -1
a: 2’ 6: _3! 6: _6| a:l’ é: _3; F: _%
1 -2 -3 2 2 _3
L 3]
4. Norme d’un vecteur, distance de deux points
Théoréme
Dans un repéere orthonormé,
a
1) Siun vecteur G=|b |, alors la norme de U est: |i]=va’ +b® +c?
c

2) Siles points M(x;y;z) et M'(x';y';z'), alors la distance de MM " est :

MM '= (XX}’ +(y'—y) +(z~2)
Démonstration :

R ——

1) Notons (O;T, 7,IZ) le repere orthonormé considéré et M le point tel que OM =10



a
- - m'
Alors OM =|b | et |u|=0M . C
c M
Puisque le repére est orthogonal, le triangle
OmM est rectangle en m. K
Donc OM? =0m® + mM 2. -
- ] b
Or Om*=a”*+b* et MM? =0m?*=¢’ ; V S~<~——=
donc OM? =a” +b” +c?, c’est-a-dire G - Tn
|U|2 =a’+b*+c? donc U] =va’®+b’+c?.
— 2
2) MM'Zz‘MM' .
X'—X
Or le vecteur MM'=| y'-y |. Alors, d’apres la partie 1 du théoréme,
7'-z

MM "2 = ‘Wr = (x=x) +(y—y) +(z-2) donc MM "= /(x—x)? +(y—y) +(z—z) .

-2
Exemple : On considére le vecteur @=| 1| etles points A(1;3;0), S(2;-1;1).
3
Calculer la norme du vecteur & et la distance AB.

Solution :
- La norme du vecteur @ : [a]=4/(-2)* +1* +3* =v4+1+9 =415

-la distance AB : AB =+/(2—1) +(-1-3) +(1—0f =v1+16+1 =18 =312

5. Vecteur unitaire

Définition
- Un vecteur unitaire est un vecteur de norme 1.

Dans un repére orthonormé (O;T,T,IZ), z
1

=0l [f|=vI+0?+0° =41=1 T
0 1

B 0 ) k(0;0;1) ¥ 7(0:1:0)

j=|1] [1|=V0?+17+0% =V1=1 ] o,
:0: i (1;0;0) ’
0

k=|0] [j|=v0°+0*+1* =41=1 X
1

- Soit le vecteur U=|b|, U peuts’écrire sous forme :

O T o



a al |0 (O 1 0 0
G=|b|=|0|+|b|+|0|=a/0[+b1|+c|0|=ai +yj+zk
c 0 0| |c 0 0 1

a
- Le vecteur non nul est unitaire et de méme direction que le vecteur G =|b | est
C
- a
le vecteur : U':E:; bl.
b Va? +b?+c? c

Exemple : Soit les points A(2;0;-1) et (3;—1;1). Déterminer un vecteur unitaire de méme

direction que le vecteur AB .
Solution :

Xg = Xp 3-2 1
Ona: AB = Y —Yal=|-1-0 |=|-1
Z, -2, 1-(-1) 2
[AB|= B = (3-2F +(-1-0) + (1- (-D) =V1+1+4 =6

Sion désigne le vecteur unitaire de méme direction que le vecteur AB par U, alors on obtient :

. 1
G=28 _ 11 1] onécrit aussi sous forme : U:i7+ii+ilz.
AB| /6 , 6 6 6
6. Cosinus directeur d’un vecteur .

z
a

Soit un vecteur OP =|b | et les angles «, B,y ()

C
tels que « :(@,Oy), ﬁ':(@,Ox)

et y= (@,Oz).

- Le triangle OPA est rectangle en A,ona:

cosa = oA __ 2 o /

OoM| [OM
. _ OB b

- Le triangle OPB est rectangle en B,ona: cosq = — = —
OM| |OM

- Le triangle OPC est rectangle en C,ona: cosy = oc - _°
OM| [OM

Les angles «, 3,7 sont appekés angles directeurs de OP par rapport a I'axe (Ox), (Oy) et (Oz).

Les nombres cosc, cos et cosy sont appelés cosinus directeurs de OP par rapport a I'axe (Ox),

(Oy) et (0z).
Définition



a

Les cosinus directeurs du vecteur G =|b | tel que [t| = O par rapport a I'axe (Ox),(Oy) et (Oz) sont
c

a

i

|

c

les nombres respectifs | : |#
u

<

w

Exemple 1 : Trouver les cosinus directeurs du vecteur UG =|2]|.

[

Solution :

Ona |u| V32422412 =14 2 0, donc les cosinus directeurs du vecteur G sont les nombres :
3 2 1

NVRN.VINV

Exemple 2 : Trouver les cosinus directeurs du vecteur MN tel que M(L,3,5) et N(3,4,7).
Solution :

3-1 2
Ona MN =[4-3|=|1|et ‘W‘ =22 +12+22 =9 =320, donc les cosinus directeurs du
7-5 2

vecteur MN sont les nombres :

OOIN
oolr—\
wIN

Propriété

- Deux vecteurs sont colinéaires et de méme sens lorsqu’ils ont mémes cosinus directeurs.

- Deux vecteurs sont colinéaires et de sens contraires lorsque leurs cosinus directeurs sont opposes.
Exemple 3 : Etudier la colinéarité des vecteurs suivants.

2

Les vecteurs G =|-10], b d’origine (1,2,3) et d’extrémité (2,—3,5) et ¢ d’origine O et
4

d’extrémité (—3,15,—6).

Solution :
-Ona [i]=+/2% +(-10)* +4* = J4+100+16 = 120 = 2/30,
donc les cosinus directeurs du vecteur U sont les nombres :

2 -10 4 1 -5 2
2430 2430 230 - 30 30 30
2-1 1
-Onab=|-3-2|=|-5]et ‘5‘:,/12+(—5)2+22=\/1+2ﬁ:\/%,
5-3 2
donc les cosinus directeurs du vecteur b sont les nombres : > 2
r 3030
-3-0 -3
-Onac=| 15-0{=|15 | et [¢| = {/(-3)% +15% + (-6)? =+/9+225+36 = /270 =330,
-6-0 -6

donc les cosinus directeurs du vecteur € sont les nombres :



-3 15 -6 1 5 2
1 H ou - y y .
3v30 3v30 3v30 v30 /30 V30

On constate que : les vecteurs G, b et € sont colinéaires :

. U et b sont colinéaires et de méme sens
. b et & sont colinéaires et de sens contraires.

Exercices
1. Calculer la norme de chacun des vecteurs suivants.
1 2 -10
da=|2|, b=|-1|, c=| 0et AB tel que A(3;4:1), B(;—1;6).
3 4 -8

2. Dans un repére (O;T, ]IZ) on considére les points P(1;—3;6), Q(3;-2;1).
Calculer la distance PQ.

3. Quelle estla nature du triangle de sommets A(1;2;1), B(-3;7;9) et C(11;4;2).
1 3 1 3

4. Résoudre I'équation : X|1 [+y|2|+z1|=| 7/[.
3 1 2 -1

5. Déterminer le vecteur unitaire de méme direction que le vecteur :

S
a=|-2|, QR tel que Q(1;5;8), R(0;-3;1).
3

6. Déterminer le vecteur de deux unites et de méme direction que le vecteur :
1

a=|-2|, QR tel que Q(1;5;8), R(0;-3;1).

3

7. Calculer les cosinus directeurs de chacun des vecteurs suivants.
a. Vecteur d’origine A(2,5,3) et d’extrémité B(3,5,-1)
b. Vecteur d’origine M(—1,4,—2) et d’extrémité N(2,—4,7)
c. Vecteur d’origine S(-3,1,0) et d’extrémité T(4,2,8)

8. Etudier la colinéarité des vecteurs suivants.

3
Les vecteurs G =4/, PQ avec P(L,4,3) et Q(-2,0,1), OR R(5,0,2).
2
7. Produit scalaire
Définition
Le produit de deux vecteurs non nuls est un scalaire (un nombre)
Théoreme

Soit deux vecteurs non nuls G, Vtels que G=xi +Vyj+zk et V=x1i+Yy'j+z'k. Le produit scalaire
de U et V note U-V et calcule ainsi :



u-v=xx+yy'+zz'
2 -3
Exemple :Soit G=|-1|etVv=| 4|,0na:
5 6

Propriétés

1. Soit les vecteurs G, V, W et ¢ un scalaire non nul.
1) 4-v=v-u
2) G-(V+W)=0-V+0-W
3) a(l-V)=(ad)-V=0-(
4) 0-0i=0G-0=0

5) G-U=0 =]
6) i-i=]-j=k-k=1
7) i-j=i-k=]-k=0

2. Lorsque @ est I'angle entre deux vecteurs U et V tel que 0<#<180",0na:
G-V =|i[[V|cos®

3. Lorsque G,vV=0,0na:

1) 01lVed-v=y-0=0
2) U/ < T-V=4d-

<i

Démonstration
1. 1) G-v=v-Uu
Soit G=xi +yj+zK et V=xT+y]j+z'k,ona:
. U-V=xxX+yy'+z7'
N-U=X'X+Yy'y+2'z
Puisque la multiplication est commutative on a donc :
XX+Yyy'+zZ'=X'X+Yy'y+2'z cela montre U-V=V-U.

Soit U=|y|ona:
z

x| [x
o 12
G-d=|yl||y =xx+yy+zz=x2+y2+zz=(1/x2+y2+22)2=|u|
z ||z

2. Lorsque @ est 'angle entre deux vecteurs U et V tel que 0<6<180°,0na:
U -V =|d|[V|coso.



X

D’apres le théoréme de cosinus, on a :

AB? = OA? + OB? —20A- OB -cosd

A8|" =|v[° +[af” ~27]-[d]cose

(x=xV +(y =y VP +(z2=2') = (xZ+y2+22)+ (X2 + y? + 2% )~ 29| -[d]cos....... (1)

(x=xV+(y =y +(z =Y =+ y? + 22)+ (X?+y2+22) - 2(xx+yy+27)......(2)

(1)=(2), on a donc :

XX+yy'+2zz'=|V|-|t|cos@ ou U -V = |V|-|d|cose

. Lorsque G,v-0,U0LlVvsu-v=v-U0=0

Puisque G-V =|t|-|V|cosé et G,V =0

(-V=0=cos@=0 donc =90" c’est-a-dire G et v sont orthogonaux (G L V).
-2 1

Exemple 1:Soit U=| 1|etV 3. Calculer le cosinus de I'angle entre U et V.

2 -1

Solution :

Ona: G-V =|i|[V|cosd
Donc cosé = ?—\?
|91
i-v=(-2).1+13+2.(-1)=-1

|U|: (_2)2+12+22: /4+1+4:3’|\—i|: 12+32+(_12:\/ﬂ
u-v -1
On obtient donc cosf = ——=——
al-Jv] 311
Exemple 2 : Soit les points A(4,9,1), B(-2,6,3), C(6,3,—2). Montrer que le triangle ABC est
rectangle en A.
Solution :

ABC est rectangle en A si et seulement si AB-AC =0.



—2-47] [-6 64 2
AB=| 6-9|=|-3|, AC=| 3-9|=|-6
3-1 2 ~2-1| [-3
—6][ 2
Ona: AB-AC =|-3|-|-6|=(-6)-2+(-3)-(-6) +2-(-3) =-12+18—-6=0
2| ]-3

Donc le triangle ABC est rectangle en A.
Exemple 3 : ABC est un triangle isocéle en B (AB = BC). Montrer que la médiane BM est

perpendiculaire & la base AC.

Solution :
Pour montrer que BM et AC sont perpendiculaires, il faut

montrer que MB et MC sont orthogonaux c’est-a-dire
MB-MC =0

On suppose :

AB =0 et BC =V puisque AB = AC donc [d]= V]

Ona: AC=AB+BC =0+V

MB -MC =

W’-M_c’zz(a—v)-(mv):

<l
~
[ER
—_
A
=<
N —
o
o
>
o
O
=,
@D
=
o
o
>
(]
o
<
D
—
>
O
w
o
=

W-WC:%(U-U+U-V—V-U—V-

S|

Perpendiculaires.
Exercices

Pour chacun des cas suivants, calculer le produit scalaire U -V.
a. U=-i+3]+K et V=31 +4k

b.G=-i -k et V=3 +]

. Calculer la mesure de I'angle entre deux vecteurs.

a. 2|+J—ketv—|+21+4k

b. —2j-K et V=—i +]+4k
4 2 6
. Soit U=| 2|,V=| T7|etwW=| —3|. Calculer le produit scalaire de chacun des cas suivants.
4 -7 0

W b. (G+V)+(U+V)

<

a. u-v+



C. V-(U+V) d. (@+V)+ (@0 -V)
Dire si les vecteurs suivants sont orthogonaux.

2 1 2 2
a|—-2|et|2 b.{1]|et|-2
1 2 2 1

Soit les vecteurs G, V et w tels que [t =|W| et |0 —V|=|V+W|. Quelle estla mesure entre

_ o , o p/s
V et W sachant que I'angle entre U et Vv mesure E’?



