Chapitre 8 : Primitives

Lecon 19 : Primitives d’une fonction continue

1. Généralités
Définition
Soit f une fonction définie sur un intervalle / de R. On appelle
primitive de f sur / toute fonction F dérivable sur 7 et telle que

F'(x)= f(x), pour tout x de I.

Exemple 1 : la fonction f x)= %xz admet sur / =R la primitive

Exemple 2 : 1a fonction f(x)= 5x3 —3x2

primitive F(x)= %x4 —x3+x

+1 admet sur I=%R1la

el F'(x)=(§x4 —x3+x) =§-4x3 “3x2 41=5x3 —3x2+1=f(x).

Exemple 3 : la fonction f(x) :‘%\/; admet sur 7 =[0; +oof la

primitive F(x)=x/x car

[ ¥

I
F'()=(edx) =| x2 | =252 =%\/;=f(x).

2

Exemple 4 : la fonction f(x)= g%/; admet sur 7/ =R la primitive

4

]
F(x)=x3x car F'(x)z[x%/}] =|x3 =§x3 =§%/}=f(x).

8. Primitives | 193



2. Familles des primitives d’une fonction
Théoréme :
Soit f* une fonction dérivable sur un intervalle 7 de R. Si F est une
fonction primitive de f sur /, alors une autre primitive de f est de

laforme F(x)+c,ou ¢ est une constante réelle quelconque.

Exemple : la fonction f(x) = x> admet sur / de R les primitives

différentes d’une constante par exemple :

I 1. . S ‘
F(x)—zx ; F(x)—4x +5 ; F(x) 4x 10 etc...
Car . F'(Jc)=(lx4]=ix3 =x’ =f(x)-'- '

4 4 ‘ )
i F'(x)=(lx“ +5). _ 35 po=y = f(x)
4 4

: F'(x)=(%x4—10)l =%x3 +0=x" = f(x)

Toutes les courbes représentatives des fonctions primitives se

déduisent de C. par les translations de vecteurs & (k réel).

3. Primitive prenant une valeur donnée en X,

Théoréme :
Soit f/ une fonction continue sur un intervalle /7 de R.

Etant donne un réel X, de 7 etun réel quelconque yo,,il existe une
unique primitive Fde f sur I telle que : F (xo):yo.
Exemple : Trouver la primitive F(x)de f(x)= x24+2x+3 sur
I=%9R telle que: F(xo)zy0 avec x_ =1"et W =0.

Solution !

F(x) est une primitive de f(x), donc elle est de la forme

F(x)z%x?’ +x2 +3x+c.

Pour x, =1et y0=0,on obtient : F(l)=%+1+3+c:0

On déduit que ¢ =—4—% = —?
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La primitive cherchée est définie sur /=R par

F(Jc)=1x3 +x? +3x—£.
3 3

Intégrale et primitive

Soit f une fonction continue sur un intervalle / et a unréel de /.

La fonction définie sur I par x> j f(H)ar est la primitive de [ sur

I quis’annule en a.
On écrit simplement j' f(x)dx = F(x)+c, 0u.c estune constante

réelle quelconque.

Exemple 1: a. jx‘dx=f7—+c

-2+1
b. jx‘zdx=x +c=—l+c
t

—1 x
%+1
= i : .
CF Ixzdx‘:x' +c:gx2+c=g\/g_j;c
5 5 S
2

Formule fondamentale
Soit deux réels k et c,ona:

1) [kdc=kx+c
xn+.l :

2) _[x"dx= +c,nz—1"- ,
n+l

Exemple 2 : a. dex=5x+c

b. j—édx=—2_x+c
2 2.3

x4
G Ix’dx=—+c
4
§+l :
5 . 8 - »
d. J.x3dx:x—+c=—3-x3+c
8 8
3
_2+1
23 !
e. jx 3dx = +c=3x3+c¢
1
3
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Propriété
Soit kunréel,ona:

1) [kfG)dx=kff(x)dx
2) [lre+e@lr=]rxdx+ [gx)dx

3

Exemple 3 : a. [4x’dx =4[ xdx =‘4xx?+c
b. j(f—x4}ix=jx3dx—jx4dx=>ai'—x—55+c
c. j(xz+%+3'3/;f2.)¢v=jx2dx+_[715'dx+jj\/;dx—2_[dx

=Ix2dx+jx‘5dx+3jx%dx—2jdx

In
3 -4 2

SIS ML VI
{ 3 -4 3
2
3 B
SNyt 14 +2x% -2x+c
3 4x £
t—2+l ]

o Itz :42!’4dt=j(‘_2 _’2)7”: —~

- Daprés la définition de primitive,ona : f(x)= [ f'(x)dx

—2t+c=—;—2t+c

11
X

Exemple 4 : a.si fi(x)=x'°, alors f(x)=jx'°’dx=ﬁ+c

2
3

2 2
b.si f'(x)=x3, alors f(x) =jx5 dx = 3%+c
1
, -1 _ ) i 4
C.sl f'(x)=x 3, alors f(x)='[x Sdx = 4 +c==x%+c
5
Exemple 5 : Soit f'(x)=x’ +4x* —6. Déterminer f(x) telle que
J=s. :
Solution :

4 =i
X

S0 =x+4x"-6= f(x) =I(x3 +4x2—6)dx=7+%_6x+c

f(1)=5©1+ﬂ—6+c=5:>c=11—l—i=11—£=ﬁ
4 3 4 3 125RilD
4 3
On obtient donc : f(x) :%ﬁ‘%-@H%
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Exercices

1. Pour chacune des fonctions suivantes, déterminer une primitive.

a. f(x)=3x2—1+—]2— sur R
X
b. f(x)=(x—2)(x* +2x+3) sur ®
c. f(x)=+x sur p;+od
d. f(x)=§(x&-2)sur ;4o

2. Trouver la primitive F de f sur / telle que F(x,)=

a f(x)=1-x+x’-x; I=R; X =1;%=0

b. f(x)=x+;17—% I= b+ ; x,=1; y, =1

3. Calculer.
a. [7dx b. [xax
d. [@x+1)dx e. [(Bx® +2x-5)x
1
g. [6x2dx h. [8x7dx
. ¢ dx du :'
J: IE k. IE
8 2
m. | (le"—?—Z)dx n. J‘(3\/;+$de
q sz -X
4. Pour chacun des cas suivants, déterminer f(x).
a. f'(x)=200x"
b. f'(x)=24—6x

C. f'(x)=2x-3x"-1
1

d. f1(x)=5x2+2x2+]
e. f'(x)=2x-3 et f(0)=5
f. f‘(x)—6x2—4x et f(0)=3000

g /()= \/— et f(1)=40
h. f"(x)=2x+1 et f'(1)=4, f(0)=5

5. Soit f(x+y)=f(x)+/(») et f'(0)=2. Calculer 1(0),

JYo-

C. 18x3dx

f. I(ss—Sss)ds

i, | %

L j(3t2—%)dt
p. I[%/x—z—%]dx

i) et f(x).

6. Soit f(x+y)=f(x)+s(y)+3x(x+y)-2 et f'(0)=1. Calculer 1(0),

fx) et f(x).
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Lecon 20 : Calcul intégral

1. Définition
Soit f une fonction continue sur un intervalle [ et a et b deux
réels de /.

b
On appelle intégrale de s entrea et b, et on note j f(x)dx, le réel

b ;
defini par : I f(x)dx ZF(X)E =F(b)-F(a), o0 F estune primitive
quelconque de f sur 7.
b E
. I S (x)dx se lit « somme (ou intégrale) de-a a b de f(x)dx ».

. Les réels a et b sont appelés les bornes.

Exemples : .
1

‘ AN [, 1 0)_5
1. !(3—x)dx—(3x—7j 0 _(3-5)-[0_5)_5

r 3x7  2x? }
2. 3x2 -2 o (e O
I( X x)dx ( 3 3 )

-1

=@ -27)- (0" -1)=4- ) =6

-1
2

=(2?-2)~(2)* - (-2))=2-6=—4

N e
=(§_3)_(__1._2J=—E+z:—3
3 3 3 3

-
5. Trouver la fonction f(x) telle que f(x) =x+% _[ f(H)dr

3. j(2x—1)dx=[2;2 —xJ

-2

2 3 2
I (7o o
=4 [3 2

On suppose j'f(t)dtzK , donc f(x)=x+%K !

On obtient donc :

‘ ' K 1t Kt
K=_!f(t)dt=j(1+3)df=[3+7J

0

| _(1+£J_(9_9)_M
i 2 2 9= 2

= K=1. Donc f(x):x+~;—.

o1tk
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2. Propriétés

1) [rmdc=0

5 9) 5
Exemple : I xdx = %

5

225 25=0

2% =2

5

2) [fdx=—f fx)ds

Exemples :

1 3 2 |
a. I(x2+3x—4)dx= f—_+3i—'4x = l+'§_4_ = _9.,_2_,_12
=4 ) . .3' S0 ° _é T ST e 2

On obtient donc j(x2 +3x—4)dv=—[(x* +3x~4)dx
-3 i

3) j f(x)dx = j f(x)dx+ j f(ax, cela;b) (relatio}n de Chasles)

2

Exemple 1: Montrer que : j.(3x2 —2)dx = jl(_%x" —2)dx+ j (3x? —2)dx
=)

] j(3x2—2)dx=(3§-—2x) |

2
=2

=(8-4)-(-8+4)=4+4=8....()

-2

: i(3x2—2)dx+i(3x2-2)dx=(£_2x} 02{3_;{_42 :

22 3 0
=(0)—(-8+4)+(8-4)-(0)=4+4=8......(2)

(1)=(2), on a donc : j(sz —2)dx = i(3x2 —2)dx+i(3x2 ~2)dx

-2 0
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Exemple 2 : Calculer Jz']x2 —4x|dx
-1

Solution
On suppose f(x)=x*>—-dx=(x-2f —4

La courbe représentative de f est une parabole de sommet (2 ; —4)

tournée vers le haut.

j ® ~ e = j x* —4x)dx~ :[(x —4;c)dx

-1
_(x_’_4_x2)° _’x_’_ﬁ]
R [SE PRSI
§—8)+(0):Z+E=2

-0)- (—"2)‘\3 313 3

2

=Y

= \I'//zx

b b
4) [kf(x)dx=k[ f(x)dx, k est une constante.

5 - 5 )
Exemple : Montrer que I 3x’dx=3 j x>dx
2 n

5 3 313
.I3x2dx=% =5%-2%=125-8=117
2 2
7 I 125 8 117 |
.Ixzdx=x— E 3] 2dx =117
) 3, 3 3

Donc .5[3x2dx = 3jx2dx
2 2

b
5) [kdc=k(b—a), k estune constante.
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Exemple : Calculer J' 4dx
Ona: j4dx=4(6—1)=20
6) j [fe) 2 g(x)]ax j f(x)drt j g(x)dr

3
Exemple : Montrer que : j (32 + 2x)dx = j3x2 dr+ [2xdx
0 0 0

3 3 N\P
I3x +2x 3x +Z£_
3. 2

0

=(27+9)-0=36 ...... 1)

0

) =(2), donc j(3x2 +2x)dx=i3x2 dx+j2xdx.

d X
] I f(6)dt = f(x)

Exemple : Calculer f(x) et détermin& la valeur de a (a > 0) tels que
If(t)dt =x*+x-6.
Solution :

! -Z—x-j[f(t)dt=gx—(x2-+x—6)=2xf1:>f(x)=2x+1

. j f@)dt = f(a)~ f(a) =0, d’autre part j f()dt=a’+a—6

Donc a*+a-6=0<>(a+3)(a-2)=0=a=-3 ou a=2

Puisque a>0 donc a=2.
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Exercices

1. Calculer les intégrales suivantes.

1) j3dx 2) :[3xdx 3) jlxzdx
4) j(7—x)dx 5) i(6x2+1)dx 6) Jj’(3x2'+x-2)dx
7) :[%\/;dx ) :[6(x+\/;>ix 9 j%dx
10) jxs-:;z_—ldyc o W) j(zﬁ#ﬁ}ix’ 12) j)dx—ﬂdx
13) [h-dax 14) [|e* - 20

o ot :

6

(x2 +7}i7c+.|.(x2 +7)ix

3

1) j(x2+7)dx=

= S )

2) I(8+3x)dx=0

3) lf5d.x=so

4) I7(8+3x)dx = 7I(S+ 3xHx=0

5) ;[3x3dx=3ix3dx '

6) I%dx=—i;12—dx

7) j(9+7x-x2)dx=i9dx-i7xdx—j]x2dx
8) E(H\/;)dpixcmiﬁdx
R

10) [(c+1Pde =] (e 1}
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3. Déterminer f(x) et la valeurde a.

1) f=x+2f £y

2) fo=x+ [t £

3) f(x)=2x2;xj f(odt
4) [fyd=—2x* +x+4

4. Soit f(x)=minfx’ +13-x}, 'f'(x)=j f(t.)dt.

1) Dans un repére orthonormé (O ;i ,j), tracer la courbe
représentative de y = f(x).
2) Calculer le maximum et le minimum de F(x).

2 .
5. Soit I(a)=a+3jx|x—a|dx.
0

1) Calculer 7(a).
2) Déterminer la valeur de a pour que /(a) admette un minimum.

3) Calculer le minimum de /(a).
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Legon 21 : Utiliser le calcul intégral

1. Calcul d’aire de surface plane
1) L’unité d’aire _
Le plan est muni d’un repére (O I ; J) orthogonal. L’unité d’aire
(en abrégeé u.a.) est ’aire du rectangle construit avec O, / et J .

2) Le domaine associé
Le domaine associé a une fonction continue positive f sur [a,b],

est le domaine & limité par C,, I’axe des abscisse et les droites
d’équations x=a et x=5b. .. o
Le domaine peut étre décrit comme I’ensemble des points

M(x,y) tels que : {GSXSb

0<y< f(x)

\ [y

Théoréme
Seit f une fonction continue et positive sur [a,5] avec a<b.

L’aire du domaine associé'a f sur [a,b], exprimée en unité d’aire,

b
est calculée par J' f(x)dx.

Exemple 1 : Calculer I’aire du domaine associé a f(x)=x sur
‘Pintervalle [0,4].

Solution LR

- Le domaine hachuré est un triangle rectangle.

On a donc : A=%x4x4=8 u.a.

- Par intégrale
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¢ ae:

o

Ona: Ai}j’.(x).dx.:_[xdx=—

0

Exemple 2 : Calculer I’aire du domaine associé a y =6x—x? sur
Vintervalle [1,4].

Solution ;

Sur I'intervalle [1,4], y=6x—x? est positive.

On a donc :

A=If(")d"=j(6x"x2)d¥=(6—f—§—)l =[3><42 —4?3)—(3“2—2)

1
=(48—'ﬁ _(§ =M4;64_—8=2524 ua.
L 3 3 3 3
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Exemple 3 : Calculer I’aire du domaine associé a f(x)=x>+1 sur
Iintervalle [-1,2].

Solution

Sur Pintervalle [-1,2], f(x)=x*+1 est positive.

On adonc:

A=jf(x)dx=i(x2+l)dx=(%3+xj

=(§+2)_(_l_1)=g+£=6 ua.
3 3 3 3

2

Exemple 4 : Calculer I’aire du domaine limité par la courbe
représentative de f(x)=9—x* et I’axe (Ox).

Solution
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On résout 1’équation : f(x)=0<9-x"=0
9-x’=0< (x—3)(x+3)= 0=x=-30ux=3
signifie que la courbe représentative de f(x) coupe I’axe des

abscisses en deux points x =-3 et x=3.
On a donc

A= jf(x)dx j}( }ix=(9x—x—;l3

A= (27—%)—( e %)—18+18 36 ua.

3

. ) ) 3 - e ! 3
.On comnstate que : I('9—x2)ix :'—J'(x—3Xx+3)dx = —(—%)(%3)3 =36.
=) 3

Théoréme :
g
4= J(e-a)e-plix=—clp =)

Cas d’une fonction négative
On peut adapter I’ mtegrale au cas d’une fonction negatlve sur
[a; 5] grace 4 la réflexion d’axe (Ox).

- elle transforme la courbe C, en C_, de la fonction - f(x), et

donc le domaine A en A'.
- elle conserve les aires et donc aire (4) =aire (A4') ;

b
Comme aire (4')= I(— f(x)Mx , Taire de 4 est calculée par

aire (4) = ~[ (f(¥))x.

.lly

‘\ y==f(x)
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Exemple 1 : Calculer I’aire du domaine limité par la courbe de
Sf(x)=x"-2x, ’axe (Ox) sur Vintervalle [1 ; 2].

Solution
L y /ijr

. 1 i
ol W o
[

. Le domaine cherché est au-dessous de ’axe (Ox) c’est-a-dire
f(x)<0.Donc :

A= —i (f (x))dx = -i(x2 - 2x)dx

jx —2x ‘2[2x—x2)dx
1 1

(2x—x2)dx=(£—x—3J 2

2 3
]

A

Il
ot G, N

Exemple 2 : Calculer ’aire du domaine limité par la courbe de
f(x)=x"-2x, I’axe (Ox) sur Pintervalle [-1; 4].

Solution
IS
y
A\ A
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En précisant les abscisses des points d’intersection de I’axe (Ox) et
la courbe, nous pouvons évaluer I’aire de chacun des domaines 4,,
A, et A,

On obtient donc :

A=A + A4, + 4, telles que :

A= i f(x)dx= i(xz —2x)dx = ("?3— 2—’2‘2)

0

4 20 28
+—t+ ===
3

4=(Se0)(8-4) - 16,42
3 3 3 3 3
4
= u.a.
3 3 3

Donc I’aire demandée est 4=A4,+ 4, + 4, =—

. Aire d’une partie de plan limite par deux courbes

Théoréme ‘

Soit deux fonction f et g dérivables sur [a ; 5] telles que, pour tout
x de [a;b], f(x)>g(x). On appelle C, et C, les courbes
représentatives réSpectives de f et g dans un repére orthogonal
;7. 7). : |

L’aire, exprimée en unités d’aire, de la partie de plan limitée par
les courbes C, et C, et les droites verticales d’équation x=a et

.

x=b,est égalea:
a=[[fx)-g@lar.

- Le domaine 4 peut étre décrit, si besoin, comme I’ensemble des
. a<x<bh
points M (x, y) tel que : {
gx)<y<f(x)

8. Primitives | 209



Exemple 1 : Calculer I’aire du domaine délimité par les courbes des
fonctions f (x)'=%x+’3 et g(x)=-x*+1 sur Dintervalle [-2; 1].
Solution :

La courbe de f(x)= %x+ 3 est au-dessus de ’axe (Ox) ¢’est-a-dire

L f(x)>g(x).
On obtient donc ;
A= j [f (%) g(x))dx = j [Gx + 3) ?'(- X+ 1)]dx

1 3 2
A= j(xZ +lx+2)dx=(x—+x—+2xJ
J 2 3 A &

A=(l+l+2)_(_§+ﬁ_4= =-3£+6—8=%=2u.a.
3 3 12 12 12 4

‘ f(x) =:lz—x+3_

8. Primitives | 210



Exemple 2 : Calculer I’aire du domaine limité par les courbes des
fonctions f(x)=x"-5 et g(x)=2-2x.

Solution

On cherche le domaine limité par les courbes de f(x)=5-x et
g(x)=2-2x.

On résout I’équation f(x)=g(x) <5-x>=2-2x
&x*-2x-3=(x+1)(x-3)=0=>x=—-1 ou x=3

Ces deux courbes coupent en deux points :
x=—1et x=3 et la courbe de f(x)=5-x*

est au-dessus de celle de g(x)=2-2x.

On adonc:

4 =_}[f<x)—g(x)]dx=_j[(5—x2 )-(@-2x)}ax

- 3
A= i(—xz +2x+3)dx={—);—3+2%+3x)

-1

-1

A=(-9+9+9)- ( +1- 3) 9+ §=—3§2ua.

g(x)=2- 29{\ ﬁ

Remarque

B
On peut utiliser la formule 4= I (x—a)(x—B)dx = —%(,B—af

On obtient 4= I —x’ +2x+3 =—I (x+1)(x=3)dx = «(——J@ +1) =
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Exemple 3 : Calculer I’aire du domaine limité par les courbes des
fonctions f(x)=-x> +3x+2 et g(x)=x—-1.

Solution

On résout I’équation f(x)=g(x) = —x* +3x+2=x-1
x*=2x-3=(x+1)(x-3)=0=>x=-1 ou x=3

Ces deux courbes coupent en deux points x=-1 et x=3.

B
D’apreés la formule 4= j(x —a)(x-px = —%(,[3—0:)3

On obtient donc :
A= i(xl _-2x—3)dx = i.(x+1)(x—3)dx _(_l)(3+1)3 SR
» —._i ‘ —_] = ip =

Donc 4= 3—32— ua.

Exemple 4 : Calculer ’aire du domaine limité par les courbes des
fonctions f(x)=x"+1 et g(x)=—x"+x+2.

Solution

On résout I’équation f(x)=g(x) x> +1=—x"+x+2

2x° —x—1=(2x+1)(x—1)=0:5x=—% ou x=1
Ces deux courbes coupent en deux points x = —% et x=1.

B
D’aprés la formule 4= _[(x—a)(x—ﬂ)dx=—%(,3—01)3

On obtient dong :

A =_jl(2x+1)(x—1)d§ = 2i(x%)(x-1)dx = 2(—%)(“1)3 = —%xﬂ e

Donc 4 :g ua.

Exemple 5 : Soit C:y=x?, L estune droite de coefficient directeur m et
passant par -

(2; 6). Déterminer la valeur de m pour que le domaine limité par C et
L ait pour aire minimale puis la calculer.

Solution

Ona: L:y=m(x-2)+6

On résout I’équation x* = m(x—2)+6 < x> —m(x-2)-6=0

S x'—mx+2m-6=0

8. Primitives |212



On suppose ces deux courbes coupent en deux points x=a et

x=pB,(a<p).

X2 —mx+2m-6=x> —mx+2(m-3)=0

Pour que ces deux courbes coupent en deux points, il faut que A>0.

A=m’ —8(m—3)=m’ —8m +24=(m-4) —16+24=(m~4) +8>0, VmeR
m+ J_ m—-JA

A=

Le domaine limité par C et L ait pour aire minimale lorsque m=4.

Et I’aire minimale est :

A= j(x ) (x ) = ——( ~Ja ’""‘/—J =—%(—\/Z?,m=4

Soit a =

2 %

PERTR BT, AP
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Exercices

. Pour chacun des cas, calculer ’aire du domaine limité par la courbe
C, I’axe des abscisses (Ox) sur ’intervalle indiqué.

1) y=2x+4, 1<x<3 2) y=3x*, —-1<x<0

3) y=x"+2, -1<x<0 4) y=4-x>, —-1<x<2

. Pour chacun des cas, calculer I’aire du domaine limité par la courbe
C et ’axe des abscisses (Ox).

1) f(x)=6+x—x" 2) f(x)=x>—4x>+3x

3) f()=x"—4x*+4x

. Calculer I’aire du domaine limité par les courbes des fonctiens

- ‘indiquées.

1) f(x)=x*+2x+3 et g(x)=x+5

2) y=x"+2x+3 et y=2x+4

3) y=x"~4x-10 et y=14-2x—x>

. Calculer I’aire du domaine limité par les courbes d’équations
respectives :

y=3-x"+x et y=2x-3, -2<x<4 .

. Calculer I’aire du domaine limité par les courbes d’équations
respectives :

y=x"-2x-3 et y=3-x, -2<x<3

. Calculer I’aire du domaine limité par les courbes d’équations
respectives :

y=x>+1 et y=2x—.2, -1<x<2

. Soit S(a), I’aire du domaine limité par les courbes d’équations
respectives y=x>-1et y=ax .

Déterminer la valeur de a pour que S(a) soit minimale puis la

calculer. :
. Soit T(a), ’aire du domaine limité par les courbes d’équations

respectives y =x? et la droite L de coefficient directeur a et passant
par le point (1;2). :

Déterminer la valeur de a pour que 7'(a) soit minimale puis la
calculer.
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3. Calculs de volumes

a. Unité de volume
Soit (O e Tk, E) un repére orthogonal
de ’espace. K
. : A
Soit les points 7(1,0,0), J(0,1,0) et X(0,0,1).
On appelle unité de volume, et on note w.v.,
le volume du pave droit dont les segments
[01], [0J] et [OK] sont trois arétes. .

/]

b. Volume-d’un solide engendré par la rotation d’une partie de
plan autour d’axe.

Théoréme

Dans le plan (O i, ) on considére une parie de plan limitée par
une courbe d’équation y= f(x), ’axe (Ox), et les droites d’équation
x=a et x=b. En tournant autour de 1’axe (Ox), cette partie de-plan
engendre un solide de révolution limité par les plans paralleles a
(O 7, k) de cotes respectives a et 5.

Le volume de ce solide, exprimé en unités de volume, est :

v =xflycoPas

Exemple 1 : Par rotation autour de (Ox), le triangle rectangle 04B

engendre un cone de révolution.
Calculer son volume. )

Solution ’
JL‘_V

B

},x/\
A
/
R A7

=

|

Ce cone a pour rayon de base r=1et de hauteur 2 =1

Ona: Vzlﬂrzh L
3 3
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1 1 3!
Ou V=ﬂ£U(x)]2dx=ﬂ£x2ﬁ=% =§ uv.

0

Exemple 2 : Par rotation autour de (0Ox), le cercle de rayon r=1
engendre une sphére.

Calculer le volume de cette sphére.

Solution

471 4rnm
=— uv.
3

Ona:rv=

V= ;rj'[fl(x)]zf'ix =

V:xj(l—xzhxz%(x—iJ

0
V =x(1—l)—x[~l+l)=4—ﬂ TR
3 3 3

Théoréme
Dans le plan (07, ]), on considére une partie de plan limitée par une

- Ou

courbe d’équation y=g(y), ’axe (Oy), et les droites d’équation y=c et
y=d . En tournant autour de I’axe (Oy), cette partie de plan engendre

un solide de révolution limité par les plans parall¢les a (O iz E) de

cotes respectives c et d.
Le volume de ce solidé, exprimé en unités de volume, est :

V=n I [g()fax -

Exemple 1 : Par rotation autour de (Oy), le domaine colorié limité par la
courbe d’équation x =% y avec 0<y<4 engendre un solide de

révolution. Calculer son volume.
Solution _
Ce volume a pour volume :

4 4 z 4 2 4
16
V=ﬂj[g(y)]2dy=ﬂj[gJ dy:%Iydyz xy7 =2 2 2nuw.
0 0 0 0

14
4 4
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Théoréme

Dans le plan (O; 7 J), on considére f et g deux fonctions dérivables

telles que f(x) = g(x) et a<x<b. Par rotation autour d’axe (Ox) la
surface comprise entre les courbes f et g et a<x<b engendre un

solide de révolution.
Le volume de ce solide, exprimé en unités de volume, est :

= 2[{7@F el s

Exemple 1 : Calculer le volume du solide engendré par la rotation
autour d’axe (Ox) de la surface comprise entre les courbes d’équations
respectives : y=xet y=x>.

Solution !

Calculons les points d’intersection de deux courbes d’équations
respectives : y=xet y=x".~ ’

x=x'ox(x-1)=0=x=0 ou x=1. . .

Y:x‘ y Y /3:=x y
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On obtient donc :

y =7 COF ~le(F Jar= (s —x* s = [%_%J

' (1 127
=a] ——=|=—u.v.

) 3 5) 15

0
Exemple 2 : Calculer le volume du solide engendré par la rotation
autour d’axe (Ox) de la surface comprise entre les courbes d’équations
respectives : y=x’+let y=3—x".
Solution
Calculons les points d’intersection de deux courbes d’équations
respectives : y=x"+let y=3—x%.

K +1=3-x" < 2x* =2=2(x-1)(x+1)=0=x=1 ou x=-1.

Jk'}.’

On obtient donc :

v =n_j{f(x)]2 (g0 Jax= ;zﬂ(3 —x?f —(x? +1)’]dx - ﬂ:i-(9—6)_c’2 #axt =2t ~1)dx

4 =7r:][l(—8x2 +8)dx = 87r:i:(—x2 +1)dx = 87r(—%3+xJ']_] - 8{(%+1)-(%-1ﬂ
V=s”[(_§+1)_G_1)}8z@+§)=%”

Théoréme

Dans le plan (O T ]‘), on considere f et g deux fonctions dérivables
telles que f(»)> g(») et c<x<d . Par rotation autour d’axe (0y) la
surface comprise entre les courbes f et g et c<x<d engendre un

solide de révolution.
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Le volume de ce solide, exprimé en unités de volume, est :

= ;rj {[f(y)]l -le»f }dy

Exemple : Calculer le volume du solide engendré par la rotation autour
d’axe (Oy) de la surface comprise entre les courbes d’équations
respectives : y=x et y=x>. |

Solution :

Calculons les points d’intersection de deux courbes d’équations
respectives . y=xet y=x’.

y=x'=x=.y

y=Jyey*=ye p(y-)=0=y=0 ou 1=1.

On obtient donc :

4 =7ri {roF-lso)F o= ,,I[(\/;)z —(y)z]dy”i b-y?)ay

2 Y Sl o
= y_:..y_. =7;(———)=—u.v.
P2z > 8 2 3] 6
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Exercices

Pour chacun des suivantes, calculer le volume du solide engendré par :
x+y=1, x=0, y=0 par rotation d’axe (Ox).

y=x*, x=2, y=0 par rotation d’axe (Ox).
y=x*—4x, y=0 par rotation d’axe (0x).

y=x’>+1, y=x+3 par rotation d’axe (Ox).
y=+x-1, x=2, x=5, y=0 par rotation d’axe (Ox).
y=6—x", y=2 par rotation d’axe (Oy).

x=y" —4x, x=2y par rotation d’axe (0y).

. x=4y—y*+1, x=0 par rotation d’axe (Oy).
y=x>+2, x=0, x=1, y=0 par rotation d’axe (Oy).
10 y=+x=2, x=11, y=0 par rotation d’axe (Oy).

I I Y N
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