
Chapitre 8 : Primitives

Leçon 19 : Primitives d'une fonction continue

l. Généralités

Détinition
Soit / une fonction définie sur un intervalle / de fr. On appelle

primitive de f sur 1 toute fonction F dérivable sur / et telle que

F'(x)- f(x), pour tout x de /.

Exemple I : la fonction f (r) -!*2admet sur 1- $l la primitive
2

I a (l 
"\'F(x)= lr3 .u, F'(x) =(lrt) :1*'-l*2 - f(x).6r\o)62

Exemple 2:lafonction f(x)-5r3 -3"2+l admet sur 1-fr la

primitive F(x) :1rO - 13 * *
4

(5 4 r \' 5
car F'(x):l1t *x | : ..4r3 -3x2 +l:5x3 -3*2 +l: f (x).

\4 )4

Exemple 3 : lafonction f (x):),t; admet sur ./ : [0; +*[ la

primitive F(x) : *,li car

Jx-f(r).

Exemple 4 : lafonction f (x):1'l; admet sur ,1 : fr la primitive
3
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2. Familles des primitives d'une fonction
Théorème :

Soit / une fonction dérivable sur un intervalle 1 de fr. Si F' est une

fonction primitive d, f sur 1, alors une autre primitive de f est de

la forme F(x)+c, où c est une constante réelle quelconque.

Exemple : la foncti on f (x): ,3-admet sur 1 de fr les primitives

différentes d'une constante par exemple :

F(x\=!ro : F(xl=!ro *5 : .F(x) =!ro-10 etc...444

car . F'(x):f+r') =1r, :x? =f@)\4)4

. . F,(x) :(io * r) : 1*' *o = 13 = -f (x)

. F,(x)=(lr'-to), :1r,+o:x3 = f(x)[4)4
Toutes les courbes représentatives des fonctions primitives se

déduisent de C, par les translations de vecteurs ttj Q, rée{).

3. Primitive prenant une valeur donnée en .r0

Théorème :

Soit / une fonction continue sur un intervalle / de fr.
Etant donne un réel xo de 1 et un réel quelconque lo,,il existe une

unique primitive F de f sur 1 telle que : F(x^ l: y .. \0/ -0

Exemple : Trouverlaprimitive f'(x) de f(x):r2'*2x+3 sur

1=fr telle que : Ftrr): lo àvec 
"o 

= I et yo : 0.

Solution

F(.r) est une primitive de f (r), donc elle est de la forme
lr^

F(x)- ,rt *xz +3x+c.
.J

Pour x^ :1 et y^=0,on obtient : F(t)=f+t+3+c:00 '0 , - \-./ 3 - - -

On déduit que , =4-:: -+
JJ
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La primitive cherchée est définie sur .I =St par
r^13

F(xl=1xt + x'+Jx--.33

4. lntégrale et primitive
Soit / une fonction continue sur un intervalle I et a un réel de /.
La fonction définie sur ,I par x-j.tO>a est la primitive de / sur

/ qui s'annule en a.
On écrit simplement lf {ùar: F(x)+c, où.c est une constante

réelle quelconque.
7

. 
Exemplel: u.tr'dx=!-*"

b. 1r-'dr=t-'*t +c:-!+c
I J -l x

1+t
.1 -2 ,>1 J-

c. lx2dx=* = +c=1xt+c=lJx5 +cr555
2

Formule fondamentale
Soit deux réels k et c, on a :

tl Jfr dx:kx+c

2) I. *:++c,n+-r' .

Exemple 2: a. [t*=5x+c
b. f-'rr=-lx+cJ22',

4

[*'*=ï*"

I+t
.i -3 t 9 ' '

d. lx'dx=-; +c-lx3+cJU8
.i 3

_?+r
-_z -3 I

a. J, 
3 dx=", +c=3x3 +c

3
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Propriété
Soit t un réel, on a :

1) ! r, 7ç1a, = k! f (x) dx

2) [Vt >* s@W : ! f(x)dx + I s!)dx

Exemple 3 : a. [+r'a, : 4[ t'd, =4*t * 
"

b. J6' -roE:Ir'*-lxodx:u; -+."
.. J(" *** il; zl'=!x'dx+t;ft+z[J-xa-2le

= [ x' dx + ! x-' dx $! rl a* - z[ a,

, = +.=.r"+ -2x+c

2

x' t ^l=ï-#+2xl -27+c

a !U1,- a, : [Q- -z\t =+ -2t + c :-!-2, * "
- D'après la définition de primitive, on a : f (x)=[ f'{ùa*

Exemple 4 : a.si 11x; : xto,alors î(x)= !*" * = **"

b. si 1'1x; :'*1 ,alors f(x)=lti *:!*',

c. si 7'1x; :'-1, alors f (x) = !;l a, ="+ +, =111 * "
5

Exemple 5 : Soit f'(x):x' +4x' -6. Déterminer f (x) telle que

,f(l) :5 .

Solution

f,,(x): x3 +4x2 -6+ f (x): Jû, ++x, -e)ax=!*!-ur*,
1 4 . E . rt | 4 rl lg 113f(l)=5<>:+--6+4,=J3c=ll =lr--=-43 43 12 12

On obtient donc : fç1:t*t-Ur*!14312
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Exercices

l. Pour chacune des fonctions suivantes, déterminer une primitive.

a. f(,):3x2 -7+] sur n

b. f(x):(r-ùG'+2x+3) sur fr
c. f (x): Ji sur lo ; * -[
d 

)t \ .. -f (x) = i(rJx -2) sur F ; + -[
2. Trouver la primitive F de f sur / telle que F(to)= yo.

î. f(r):l-x+x2 -xt ; I =g ).x0.=l ) yo=o

b. f(x):.*+-+ : i:b; +æ[ ) xo=t ; yo=r
x- tl x

3. Calculer.
a. lr* b. txuax c. [u'a*
d. [(z*+r\F* ". J(r" +2x-spx f. JG'-s"'F"

. [e]a* h. Js"ar i r du

. 'tfi
j I# k I# I 1ftr-l)a,J\ t')

'. J(ro"'-l'-r)* ". J(r.Æ...Y o IIJF -3)*
r2xo -x -q. l \ dxrx-

4. Pour chacun des cas suivants, déterminer .f (x)

a. f'(x):200xa ''- '

b.f(r):24-6x
C. f'(x):2x5 -3x2 -7

I

d. f'(r):5x-2 +2x2 +l

e. f'(x):2x-3 et /(0):5
f. f'(r):6x2 -4x et,f(0) :3000

)o
B.f'(x):+ et fQ)=40

Vx

h. .f"(r) :2x+l et /'(l):4, f(o'):5
5. Soit f (, + y): f (r)* .f (y) et -f'(o) =2. Calculer f (o), f'(x) et f (*).

6. Soit f(*+ y)= f(r)* t|)nxy(x+ y)-2 etf'(o): l. Calculer 1(o),

f'(r) et "f(r).
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Leçon 20 : Calcul intégral

1. Définition
Soit 7 une fonction continue sur un intervalle I et a et à deux

réels de /.

on appelle intégral e de f entre -a et b, et on not"if{r)d",le réel

défini par r i rOr* : F(r\l: = F@)- F(a), où F est un. p.i*iti',r,

quelconqu, O. / sur ^I.
h
I -.. 
J "f {ùa, se lit ( sonune (ou intégrale) de a à b de f(x)dx >>.

. i", réels a et b sont appelés les bornes.

Exemples : 
r

r i,r-,,*=(r*-+ll' :['-*j-[o-*]=*
o \ 2)n \ L,/, -) 2

2 /n t ll2
2. t{z*'-2x)dx=l +- ll =(2'-z')-k-rl'-(-r)'): 4-(-2):6_, (z )l_,\ '

2 ln 2 \1,
3. [12*-ya,1 +-" ll =b' -r)-(tr)' -(r))=2-o = -<_2 t. 2 )l_,

4. !<* -o.>*=(+-+ll' =(+-2 22]-t'+-2 (-r),)_, (3 2)l_, (3 /(3 )')
/o\/l^)167

=19-Sl-l---zt +-:-3
\3 /\3 ) 3 3

5. Trouver la fonctio n f (x) telle que .f (x): r*li760,
z'o

On suppo r"if f,>0,=K, donc f(x): **!x
o2

On obtient donc :

x =ir{,)a,=i(,**j" =(+.+il :(I*+l-fg-:l= I +K
t"" t\ 2/ \- -/to \2 2) [2 2) 2

K =l*K +K=l. D I

2 onc f(x)=r*2.
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2. Propriétés

1) !f{ùar=o
5 : 15

Exemple : lxdx= +l = ? -? =o
t 2 |- 2 2

bo

2) [fOa=-[f{ùa'-

Exemples :

| / 2 - " \ll

u. [G' +u - +)ax :[ * *4-+, Ï_3 (3' 2 )_,

bcb

3) !f<Oa'=[f{ùar*[fAW, cela;bf (relation de Chasles)

Exemple l: Montrer que : Jbr' -z)ar: Ibr' -z)ar.[br' -z)a*
-2-20

. î tto -z)a, =(+- r"j l' = (s - +)- (- 8 + 4) = 4 + 4 =s .... . . (r)
.!r' ' 1.3 )l_,
o 2 t/^ t llo /^ z \l

. Tb"' -z)ax+îtto -z)a,=(+-r'll' -(+-r'jl' .

_2 o , \3 )l_, (3 )1,

= (o)-(-t++)+ (s-+)-(o)= 4+ 4 :8......(2)

(r): (2), on a donc t i6,* -z)ar= Ï(r", -z)a**i$* -r)a-
-2-20

=(*.,1-r-(-'. ï.")

I

o. 16' +*-t)dx =( +.+-o"l =( -n *4.'r)-f+.1-ol
, (3 2 )1, \ 2 / \3 2 )

=_13 _23 =_82 __41
6263

23 13 82 4l
t-

2663
on obtient donc ' ift' +*-+)dx=-,iG, +*-t)dx

-1 ,
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Exemple 2 : Calculer i1* -e-1a'
-l

Solution

On suppose /(x):x'- x=(x-Zf - 
La courbe représentative de / est une parabole de sommet (z;-q)
tournée vers le haut.

Il* -+,1æ= lG'-+)a,-[(,, -+')a,
-2 -t0

_( ,' +r')lo ( ,' +"' ) l':[T- 2)l_,-lT-t)1,

= (o)-(-i -r.(i-r. (o) : I .+ =?

l) lr rcldx: k-[. f (x)ù, È gï une constante.

Exemple : Montrer qu" ilr'a" =l1r'a,
22

:53 - 23 =l15-B=ll'l

tt,, r'lt ns 8 ll7 ^? ). l x'dX=--l =--:= -- +3lx'dx =117i 3||, 3 3 3 i
55

Donc t*'a*:3lr'd,))
b

S'1 p ax = k(b - o), k est une constante.

iz*a'=+',
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6

Exemple : Calculer Io*
I

6

On a : l+a"=4(6-t):zo
6bb

e\ lV Al t s@)fdx = t f{ùa* t I s@) a,

333

Exemple : Montrer que : Ib"'* zx)ax =[3" ax+lzxax
soo

3 3 3r,l' zrrlt
. 
[to 

ax+lzxax= ?1, 
.?1,--27 +e --36 -.--.-(2\

.ît * +zx)a,=(?" z'' )l'
i' \T: z)1, =(zt +9)-o =?6 ......0)

333
(l) = (2) o donc I br' + zx)ax = !t*' ax + tzx ax .

t;oo
,J '.7) +lf (t)dt: f (x)
ax-o

Exemple : Calculer /(x) et déterminer la valeur de a (a > 0) tels que

Ta^

!f@at=x'+x-6-

Solution :

. 4i ru>at = 4@'+ -r-6) =2x lr + f(x) = 2x +r
dx'o cDc

. I"f u',0, = f (a)- f (o)= 0, d'autre part I f oo' = a' + a-6

Donc a'+a-6=0 e(a$\(a-2)=0=a:-3 ou a=?

Puisque a>0 donc a=2.
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Exercices

l. Calculer les intégrales suivantes.
4tt

r) pax 2) lt* 3) !"*
I

2

-l

4) I0 -ùa, 5) Ib* *tb' 6) !Q.'*'-z\n'
-t

s) Îu6,,J;h,

J

14) Il', -zxlax
0

t

r3) Ilr -4d,

2. Monher :.
T

636
l) J('' +t)ax: I(r' *t\r*|16' *tW

rt3
t

2) J(a*l')a": o
2

IO

3) Jsa'=so
0

22
4) !t(t+*)a,: zJ(s* 3xpx=s

22
1a

5) l*'at=3!r'a,
00
4r 3

6) è*--Î+*' \x' tox'

2112

7) ip *',, -,')a* = in* -Î, * - ! o *
.-l -l -l -t

4/ \ 4 4

s) Il,. J;p, : [,* + lJia,
000
343

9) lxdx=lxdx+[*ù
ll4

2-l
l0) J('+r)' a' : -[(, +r)' ax
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3. Déterminer f (x) et la valeur de a.
I

l) ,ftr) =x+2lf7)dt
0

I

2) .f (x)= x+ [t f Q)dt
0

'I

3) .f(x)=2x2 + *[ f {ùat
o

J

4) lfOyt=x'-2x'+x+4

4.Sol, ftrl=-û{r' +t,:-r}, r1r; = i t1;o,
t

l) Dans un repère orthonormê Q ;1 ,j), tracer la courbe

representative de y = -f(x) .

J) Calculer le maximum et le minimum de F(x).
2

5. Soit r1a1 =a+314x-"ldr.
0

l) Calculer I(a)
2) Determiner la valeur de a pour que /(a) admette un minimum. :

3) Calculer le minimum de I(a).
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Leçon 2l t Utiliser le calcul intégral

1. Calcul d'aire de surf'ace plane
l) L'unité d'aire

Le plan est muni d'un repère (o; I ; J) orthogonal. L'unité d'aire
(en abrégé u.a.) est I'aire du rectangle construit avec O, I et J .

2) Le domaine associé

Le domaine associé à une fonction continue positive / sur lo,bl,
est le domaine g limité par C, I'axe des abscisse erles droites

d'équations x=a at x:b.
Le domaine peut être décrit comme l'ensemble des points

M(r,y)tels que , {::':u..' L0sy<f(x)

Théorème
Sbit ,f une fonction continue et positive sur fa,b) avec a<b.

L'aire du domaine associé'à 7 sur Io,bl,exprimée.n uriite d'aire,
b

est calculée par [ "fOV*.
o-

Exemple I : Calculerl'aire du domaine associé à f(r)=x sur

'l'intervalle [0,+].

Solution
- Le domaine hachuré est un triangle rectangle.

1

On a donc : A=!x4x4 =8 u.a.
2

- Par intégrale
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U4{,)=,

On'a:

(4,4)

^t4x'l
tl"
42

= -Q =8u.a.
2

Exemple 2 : Calculer I'aire du domaine associé à y:6x-x2 sur

I'intervalle F,41.

Solution

Surl'intervalle [t,+] , t=6x-x2 estpositive.

On a donc :

,e =! r <,>a, :!(o* -,,b, =( +- +l' =f * t - +l -( r,,' - +lr , .' [2 3)1, ( 3.r( 3/

=( or- s)-fq)- t44-64-s 
=2=24 u.a.\'" 3)-lt)= 3 3

44
t=[f{t)dx=[xdx=

00
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Exemple 3 : Calculer l'aire du domaine associé à f(t)=x'+l sur

I'intervalle ft,z].
Solution

Sur I'intervalle l-l,zJ, -f(x):x2 +l estpositive.

On a donc :

22t/zfl2
t = I f{r)* = 16' *tbr= I i *' l[-, -r ' (3 )l-,

Exemple 4 : Calculer I'aire du domaine limité par la courbe

représentative de f(x):9-x2 et l'axe (Où

Solution

.f (x)= x' +

f (x) =9 -.*'
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On résout l'équation : f (x)- 0 <> 9-x2 =0

9- x2 :o e (x-3)(x+3)= o = x = -3 ou x=3

signifie que la courbe représentative de f (x) coupe I'axe des

abscisses en deux points x : -3 et x:3.
On a donc

3. 3., / 
'\3t =i f@)a*: J(n-'')* = I 

* -+ 
ll

-3 -3 \ -/l-3

.t=( zt -!\-( -r, *!\: l8 + 18=36 u.a.t 3/ ( 3)
3 3 t'1'lr,+3)'=36'

On coristate que : 
J 

(r - '' W : - lG- 3X' û)dr: -l -
-3 -3 \ 6)'

Théorème :

p

t =i"G - o)(, - pV, = -Ito - o)' .

Cas d'une fonction négative

On peut adapter I'intégrale-au cas d'une fonction négative sur

lo ; t) grâce à la réflexion d'axe (ot).

- elle transforme la courb e C , en C-, de la fonction - f (x), et

donc le domaine A en A' .

- elle conserve les aires et donc ane (A)= ùe (A') ;

Comme arre (A')=i{- tt >Yt,1?aire de I est calculeepar

ane (A): -tVOrV'

y=f(r)
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Exemple

-f (x) = x'
Solution

I : Calculer I'aire du domaine limité par la courbe de

-2x,1'axe (ox) sur I'intervalle [t ; z].

, Le domaine cherché est au-dessous de I'axe (ox) c'est-à-dire

f(x)<0. Donc:

e=-l7toV'=-Ïr' -zx)ax

22
A - -ï(.' -zx)ax = IQ, - *')d,

J\ t
ll

t ='l(z* -,,)a, =(z*' - "' ) l' = 1,o-q)-f,-l) : ! -? =? u.o..f . , (2 3)1, \ 3/ ( 3/ 3 3 3

Exemple 2 : Calculer l'aii"e du domaine limité pâr la courbe de

f(x)= x' -2x, I'axe (o") sur I'intervalle f t ; +].

Solution
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En précisant les abscisses des points d'intersection de l'axe (o") et

la courbe, nous pouvons évaluer l'aire de chacun des domaines A,,

A, et Ar.

On obtient donc :

A: At + A, + l, telles que :

o o / t ^ r\lo
. At = [ra)ar= Ik, -z*)ar:l +--+ll-r i,' ' (3 2 )l-,

,, = (o)-(-i-')= i
n, =-Î te)dx=l-Îç, -2r)dx ='[Qr-r,h, ++-+ll'o o o - ,/lo

n, =(+-ll-tol:1
'.3/3

4 4 (,,t Zrt)lo. At:l.rovr= [('' -zr)ar:l+-= ll, 'r\ ' (3 2 )1,

A.:(y16)_fq_4.): l! *4 =20' [3 / (.] ) 3 3 3

Donc I'aire demandée est A: A, + A" + A^ :! *! *20 =28 ,.o.'33 3 3

2. Aire d'une partie de plan limite par deux courbes
Théorème
Soit deux fonction I et s dérivables sur [o ; a] telles que, pour tout

x de la;tl, ftô>s(x).On appelle C, et Cr les courbes

représentatives réspectives de / et g dans un repère orthogonal

(ott,j).

L'aire, exprimée en unités d'aire, de la partie de plan limitée par
les courbes C, et Cr et les droites verticales d'équation x: a et

x=b, est égale a :
b

A= IV@- sl)1d,.

- Le domaine A peut être décrit, si besoin, comme I'ensemble des

points M(r,y) tel que: y::tu
' L 

Ls(")<v<f(x)
8. Primitives | 209



t'

Exemple I : calculer I'aire du domaine délimité par les courbes des

fonctions .f(r)=|r+l et g(x) :-x2'+t sur l'intervalle [-Z;t].
Solution:

La courb e de f@)=Ir* est au-dessus de l'axe (ox) c'est-à-dire

t f(x)>g(x).
On obtient donc :

t^f/ r \ .-'l

e : [V{ù- s@)]d,= fl [ i'*r l-- f,' *)la,
-2 j'L\2 ) '' ')

n:i( ,'*1r* z\a*=( *' *"'*2-)l'"-1,(^ -,/*-(.r'4-"*)l-,

n =( L*1 * 2)-f-l- ! -4=') = ll*!q -ee -!,.o.\3 4 / \ 3 4 ) tz t2 12 4-----
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Exemple 2 : Calculer I'aire du domaine limité par les courbes des

fonctions f(x)=x'-5 et g(x) =2-2x.

Solution

On cherche le domaine limité par les courbes de f g)=5-x2 et

g(x):2-2x.

On résout l'équation "f'(x):g(r) e5-x2 :2-2x

ë x2 -2x -3= (x+t)(x-f): 0=x =-l or x : 3

Ces dpux courbqs coupent en deux points :

x = -l et x:3 et la courbe de f (x)=5- x2

est au-dessus de celle de g@)=2-2x.

On a donc :

J1

t =iVt,> - s@)ldx= i(r - *')-(z-2fla,

+i(,, + 2x + t)a, =( - +.+*i )l'
-r 

*-[ 3' 2 ''*)1.

.t =(-e +g +ù-(1*r -l) = e* I =2 r.o.\3 ) t3
g(x)=2-

Remarque

On peut utiliser la formule
p

,t :iG - o)(, - BV' : -Iu{o - "f

f( )x)= J- x-

3

x

I 3 / r\ ô^
on obtient A=!(-n +2x+t)ar=-itr.r)(x-: ,r:f-]ltr+l)3 = ? u.o.

-r ' -' \6/' 3
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Exemple 3 : Calculer I'aire du domaine limité par les courbes des

fonctions f(x)=-x' +3x+2 et g(x) : x-7 .

Solution
On résout l'équation "f(x)=g(x) ë-x' +3x+2=x-l
xt -2x-3=(x+t)(-x-3): 0+x=-l ou x : 3

Ces deux courbes coupent en deux points x -- -l €t x :3 .

p

D'après la formule,e :ie - ùG - Ê\F" : -!{O - "l
On obtient donc :

1, 3. / r\
n =i6' -zr-t)ax= i(, + r)(x-:!rr =[ - I-](r * r)' = -+ .
'-r-,\6)'3

Donc A =2 u.o.
3

Exemple 4 : Calculer I'aire du domaine limité par les courbes des

t fonctions -f(x)=x2 +l et g(x) =-x'+x+2.
Solution
On résout l'équation -f (x) = g(x) <> x' + | : -x2 + x+2

2x2 - x -l=(2x +l)(x-l): 0 :+ x = -1 o.t 
" 

: 1

2

Ces deux courbes coupent en deux points ,: -] et x = I .
2

p

D'après la formule ,q =Î(, -a)(x- pp, : -){O -"'l
o

on obtient donc , 
o

I

,e= !(zx+r)(.r- tpx:ri(,.1)f" -id,=r(-))(r*+j'= -:,+=-? .
| ',\ 2)' ' \6/\ 2) 3 8 8
22

I
Donc A=1u.a.

Exemple 5 : Soit C: y: x' , L est une droite de coefficient directeur n et

passant par

(z; o). Déterminer la valeur de m pour que le domaine limité par C et

L ait pour aire minimale puis la calculer.

Solution

On a : L:y=m(x-2)+6
On résout l'équation x2 : m(x-2)+6 e x2 -m(x-z)-e :o
ëx2 -mx+2m-6=0
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On suppose ces deux courbes coupent en deux points x:a at

x:9,@.f).
x' -mx+2m-6= x' -mx+2(m-t)=g
Pour que ces deux courbes coupent en deux points, il faut que A > 0.

L:m2 -8(r-3)= m'-Bm+24=(^-qY -16+ 24:(m-4)i+8tQ Vzefr

Soit a _m+JE o_*-J
2 'P= 2

Le domaine limité par C et L aitpouraire minimale lorsque m=4.
Et l'aire minimale est :

- P ,,(- ;-13
.t =i"6-ax'-F' = -il-f ry) : -*(-tl, * : 4

n: -l(Jsl =:(v'l : *' 2o Jt ={ , o.
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Exercices

l. Pour chacun des cas, calculer I'aire du domaine limité parla courbe
C ,l'axe des abscisses (or) sur I'intervalle indiqué.
l) y=2x+4, l(x<3 2) y=3r', -l<x<Q
3) y=x2 +2, -l <x<0 4) l=4-x2 , -7<x<2

2. Pour chacun des cas, calculer I'aire du domaine limité par la courbe
C etl'axe des abscisses (ox).

l) f(t)=6+x-x2 2) f(x)=xt -4x'+3x
3) f(x)=xt - x2 +4x

3. Calculer llaire du domaine limité par les courbes des fonctions
indiquées.
l) f@):x2 +2x+3 et B(r)=x+5
2) l=x2 +2x+3 et y:2x+4
3) !=x2-4x-lo et y=14-2x-xz

4. Calculer l'aire du domaine limité par les courbes d'équations
respectives :

!:3-x2+-x et y:2x-3, -2<x<4
5. Calculer I'aire du domaine limité par les courbes d'équations

respectives :

!:x2-2x-3 at y:3-r, -2<x<3

6. Calculer I'aire du domaine limité par les courbes d'équations
respectives :

l=xz+l et y:2x-2, -7<x<2
7 . Soit s1c;, l'aire du domaine limité pa_r les courbes d'éQuations

respectives Ja: xt -l at y = a1ç .

Déterminer la valeur de d pour que S(a) soit minimale puis la '
calculer.

8. Soit r1c;, I'aire du domaine limité par les courbes d'équations
respectiveS.]r: x'etladroite L de coefficientdirecteur a etpassant
par le point (t ; z).
Déterminer la valeur de c pour que Z(c) soit minimale puis la
calculer.
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3. Calculs de volumes
r. Unité de volume
Soit (o ;î ,j, r) ,rtr repère orthogonal

de I'espace.

Soit les points /(1,0,0), -l(o,t,o) et r(o,o,t).
On appelle unité de volume, et on note u.v.,

le volume du pave droit dont les Segments

lotl,fotl et fox) sont trois arêtes.

b. Volume'd'un solide engendré par la rotation d'une partie de

plan autour d'axe.
Théorème
Dans le plan (o;1, -l-), on considère une parie de plan limitée par

une courbe d'équation y : f (x), l'axe (Or), et les droites d'équation

x: a at x=b . En tournant autour de l'axe (Or), cette partie de-ptao

engendre un solide de révolution limité par les plans parallèles à
I - -\ -

\O ; i , ft,f de- cotes respectives a et b .

Le volume de ce solide, exprimé en unités de volume, est :

v : 
"lV{r)7'a,

Exemple I : Par rotation autour de

engendre un cône de révolution.

Calculer son volume.
Solution

(o*),le triangle recTangle oAB

B

1\
/i\lil,.t.+
lAlII

-- x

Ce cône a pour rayon de base r =l et de hauteur h =l

Ona:V=!or,h:Lr.v.
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engendre une sphère.

Calculer le volume de cette sphère.

Solution
n-"3 4r

On a: V =-"' :-r.v.
33

Théorème

Dans le plan (o ;1, ,J, on considère une partie de plan limitée par une

courbe d'équatiorr y = sO),I'axe (oy), et les droites d'équation !: c et

/ = d. En tournant autour de I'axe (oy), cette partie de plan engendre

un solide de révolution limité par les plans parallèles a (o t i , i) ae

cotes respectiveS c €t d.
Le volume de ce solide, exprimé en unités de volurne, est :

fr-q- I

I r, = "[IstùTa" I

Exemple I : Par rotation autour de (oy),le domaine colorié limité par la

courbe d'équation ,r = lrJi ur"" 0 < y< 4 engendre un solide de

révolution. Calculer rJ uolur..
Solution

Ce volume a pour volume : '

r I rll
ou l' : 

" lV {ùf' d* = ol r'ar = +l - L u.u.

o 'o 3lo 3

Exemple 2 : Par rotation autour de (ox), le cercle de rayon r = I

42, 7t1 , 1T ydV--lVdV=-x:-- 4Jo- 4 2

o 
*ï( Ji\'v=ollsl)f'dy="llï)
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Ç

Théorème
Dans le plan (o ;l , -l-), on considère -f et g deux fonctions dérivables

telles que /(x) > g(x) et a < x<b.Par rotation autour d'axe (Ox) la

surface comprise entre les courbes f et g et a<x<b engendreun

solide de révolution.
Le volume de ce solide. ex unités de volume. est :

Exemple I : Calculer le volume du solide engendré par la rotation
autour d'axe (Or) de la surface comprise entre les courbes d'équations

respectiv€S : y:x€t ! = x2 .

Solution
Calculons les points d'intersection de deux courbes d'équations
respectiveS I y= xat y:x2,-.
x:x'<+x(x-l):Q=x-0OUx=1. . .

v

v

'[t
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On obtient donc :

v =,i[f or]' - [gr"l]'l* = il|' -.

Exemple 2 : Calculer le volume du solide engendré par la rotation

autour d'axe (Or) de la surface comprise entre les courbes d'équations

respectives : -y 
:x2 +let y=3-x' .

Solution

Calculons les points d'intersection de deux courbes d'équations

.respectives. : -y 
:'x' +.Iet y =3 - xz .

x2 +l=3- x' ë2x2 -2=2(x-l)(x+l)=0 = x-l ou x --1.

On obtient donc :

t/ t {\l'o\d,="(t-{) --fr-r'),* - "lT-1 
)1,= 

o(.t -a 
)= tsu'''

v =,i[fur]'-[gr'r]'l*="iIb-;'Y -6' .rf!:,ib-6x2 +xo -xo -zx' -t)ax
-l-l-l

l( r \ (t \l ('t r\ 32r
rt =8rll -;*t l-l :-l ll= srl i*i l=- u.v.

L\ 3 ) \3 )) \3 3) 3

l=x2 +

r r ( -_t \lt fr r \ /r \l
v =ol(zr'+a)ax=eol(r'+r)a,:sol -f *,ll =srll-1*r l-t i-t ll_, _, ( 3 )_, L\ 3 ) \3 ))

Théorème

Dans le plan (o ;1, .r-), on considère .f et s deux fonctions dérivables

telles gue f (y)> sO) et c < x < d. Par rotation autour d'axe (Oy) la

surface comprise entre les courbes / et g et c 1 x <d engendre un

solide de révolution.
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Le volume de ce solide. imé en unités de volume. est :

Exemple : Calculer le volume du solide engendré par la rotation autour

d'axe (ry) d.la surface comprise entre les courbes d'équations

respectives ! y:x 9t !=x2.
Solution
Calculons les points d?intersection de deux courbes d'équations

lgspectiveg : y:x€t ! = x2 .

/:x2 =t=Jy
y:Jrëy'=yëy(y-l)=O= !:O ou l=1.

On obtient donc :

, = ,ittrùT -lso)l'lo, = ,[U;F -{tYlat =,ito - ,')a

=4t,t).="(;- I)=i."
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Exercices

. Pour chacun des suivantes, calculer Ie volume du solide engendré par :

I . xI y:1, x:O, ! =0 par rOtatiOn d'aXe (O*).
2. !=x2, x:2, y=opar rotation d'axe (ot)-
3. | = x2 -4x, y =0 parrotation d'axe (ox).

4. ! = x2 +1, y: x*3 par rotation d'-axe (Or)

5. y=Jii, x:2, x=5, l:o par rotation d'axe (or).
6. l=6-x2, !=2parrotation d'axe (q,).
7. x: y? -4x, x=2y par rotation d'axe (Oy).

8. x:4y - y2 + l,' x = 0 par rotation d'axe (oy) -

9. !:x2 +2, x:0, r =1, l:o par rotation d'axe (oy).
10.y= Jh2, x=ll, y=0 parrotationd'axe (Oy).
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