Lecon 34 Barycentre de trois ou quatre points

1. Barycentre de trois points

Théoréme
Soit (A @), (B,B) et (C,y) trois points podérés tells que a+B+y =0.

e Il existe un point G unique tel que aGA+BGB+yGC =0.
Ce point G est appelé barycentre de (A «), (B,) et (C,»)
o Pour tout point M du plan,on a:
aMA+ BMB +yMC =(a+ f+y)MG

Et aussi : MG =

a+ﬂ+7/(aMA+ﬁMB+yMC)
2. Coordonnées du barycentre
Dans le plan rapporté a un repére (O;T, ]), considérons les points A(x,,y,),
B(Xs,Vs), C(*c;Yc) €t G(xs,Ys), OU G est le barycentre de (A,«),(B, ) et

(C.y). En choisissant M =0, on obtient :

oG - aOA+,6’OB+)/OC.
a+p+y
_aXy+ BXg+yXe
=
Soit, en passant aux coordonnées : arpry
y :ayA+ﬂyB+7/yC
N a+p+y

Exemple : Soit les points A(-3;0), B(0;-2) et C(3;0). Calculer les coordonnées
de G, barycentre de (A,-2), (B,1) et (C,2).
Solution
Soit G(x,, Yy, ) barycentre de (A,-2), (B,1) et (C,2),0na:
Y = (—2)><(—3)+1><0+2><3 12, yo = (—2)><O+1><(—2)+2><0 _
—-2+1+1 -2+1+1

On obtient donc : G(12;-2).
3. Centre de gravité d’un triangle (Isobarycentre)

L’isobarycentre des points A, B et C est le barycentre des points (A1), (B
et (C,1) (ou encore de A, B et C affectés du méme coefficient non nul).
Ona: GA+GB+GC =0 0U ¢GA+aGB+aGC =0, a #0
Théoréme
L’isobarycentre des sommets d’un triangle est le centre de gravité du triangle.
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Exemple 1: Soit G le centre de gravité du triangle ABC . G, est le barycentre
de (A1), (B,2) et (C,3), G, est le barycentre de (A 2), (B,3) et (C,1) et G,
est le barycentre de (A,3), (B,1) et (C,2).

Montrer que G est le centre de gravité du triangle G,G,G;.

Solution
On va montrer que : GG, +GG, + GG; =0

D’aprés le probléme on a :

A|B|C .
. G]_:ba.r <:>G]_A+ 2618+3Glc :O
11213
G,G +GA+2G,G +2GB +3G,G +3GC =0
6q—6+@+2@+3®:6:(5—61:GA+ZGB+3GC (1)
ATB[C .
21311
2G,G + 2GA +3G,G +3GB+G,G +GC =0
6(32—G+2G—A+3@+§=6:»G(32=ZGA+3§B+GC (2)
ATB[C _
. G3 =bhar <:>3G3A+G3B+ZG3C:O
3112
3G4G +3GA+G3G +GB + 2G;G + 2GC =0
eG3—G+3G—A+@+zc¥:a:e—egz3GA+GGB+ZGC (3)
D’apres (1), (2) et (3),on a:
G—Gl>:GA+ZGB+3GC
G—C;ZZZGA+3GB+GC
G—GSZSGA+68+ZGC
On additionne membre a membre, on obtient :
GGl+GGZ+Geg=GGA+6C;B+GGC=@+@+ﬁ:6 car G est le centre de

gravité du triangle ABC.
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On obtient donc GG, + GG, + GG, =0.

On a bien donc G est le centre de gravité du triangle G,G,Gs.

Exemple : Etant donné un triangle ABC. Construire le barycentre G des points
pondérés (A,2), (B,1) et (C,1).

Solution

Le point G est tel que 2GA+GB+GC =0
Soit A' le milieu de [BC],on a:

@+@:(G—A‘+ A'B)+(GA'+ A'C):ZGA'+ A'B+A'C=2GA'

Comme A'B+A'C =0, on obtient donc 2GA+GB+GC =2GA+2GA'=0
Ou GA+GA'=0.
Donc G est milieu de [AAT.

o
Remarque

I1 suffit d’introduire le barycentre | de (A,2) et (B,1).

Nous avons alors :

2GA+GB = 2GI + 21A+GI + 1B =3GI car 21A+1B=0

puis 2GA+GB+GC =3GI +GC =0. Donc G est le barycentre de (1,3) et (C,1) O

4. Barycentre de quatre points
Exemple : Soit quatre points pondéres (A1), (B,-1), (C,2) et (D,3). Il s’agit de
montrer qu’il existe un unique point G tel que GA-GB+2GC +3GD =0 et d’en
donner une construction.

Solution
- Nous avons :

G—A—@+2C¥+3@:@—(G—A+E)+2(@+E)+3<@+ﬁ):6
=5GA- AB+2AC +3AD =0
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SOit SAG —~AB + 2AC + 3AD = AG — ¢ (~/AB + 2AC + 3AD)

Cette derniére relation définit un point du plan et un seul.

- Construction du point G

Ona: GA-GB=BG+GA=BA

Soit I barycentre de (C,2), (D,3).

Ona: 21IC+3ID=0

soit 2@+3CTDE2(a+ﬁ)+3(§+ﬁ):5(ﬁ+2@+36:5§
On a donc : GA—GB +2GC +3GD = BA+5GI =0

Le point G est alors défini par 51G =BA= IG =%B—A

Méthode de construction
- sur le segment [CD], placer le point 1
tel que 2IC+3ID=0
- partager le segment [AB] en 5 parties égales
- tracer la droite (Al)
- passant par 1, tracer une paralléle a (AB)

. — 1
- placer le point G tel que 1G :gBA. —>

C D
Ce point G est le barycentre des points (A1), (B,-1), (C,2) etI(D,s).
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Exercices

Etant donné un parallélogramme ABCD, on désigne par | le milieu de [AD] et

par J le symétrique de D par rapporta C.
Montrer que | est le barycentre de (A 2), (b,-1), (C,1) et que J estle

barycentre de (A,-1), (b,1) et (C,1).
Tracer un quadrilatere ABCD tel que le barycentre J de (A,2) et (B,3) est aussi le
barycentre de (C,1) et (D,4).
a. Calculer, pour tout point M du plan : 2MA +3MB — MC — 4MD
b. En déduire D est le barycentre de (A,2), (B,3) et (C,-1).
c. Montrer que A est le barycentre de B, C et D avec des coefficients que
I’on calculera.
Le plan étant muni d’un repére (O;7,j), on considére les points A(2,7) et B(3,3).
Calculer les coordonnées de :
a. G, barycentre de (A 2) et (B,3)
b) G, isobarycentre de O, A et B
C) G, barycentre de (0,2), (A -1) et (B,3)
On consideére un triangle ABC et 1’on désigne par G le barycentre de
(A1), (B,4) et (C,-3).
a. Construire le barycentre | de (B,4) et (C,-3).
b. Montrer que GA+GI =0 et e déduire la position de G sur (Al).
On désigne par G le centre de gravité d’un triangle ABC, par A' le milieu de
[BC] et par L le barycentre (A,-1), (B,2) et (C,2).
a. Montrer que 4LA'=LA. Construire L.
b. Prouver que L et G sont symétriques par rapporta A'.
Soit G le barycentre de (A1), (B,-1), (C,2) et (D,3).
a. Soit J le barycentre de (A1), (C,2) et K le barycentre de (B,-1) et (D,3).

e  Montrer que 3GJ +2GK =0.
o Construire les points J, K et G
b. Construire le barycentre L de (A1), (B,-1) et (C,2).
e montrer que 2GL+3GD =0
e En déduire une nouvelle construction de G.

Soit ABCD un parallélogramme de centre 0. Montrer que O est isobarycentre des
sommets A, B, C et D.

5. FONCTION LOGARITHME | 112



10.

11.

12.

13.

Les points A B, | et C telsque I estle milieu de [AB] et C est le symétrique de
A par rapport a B. Soit « et g deux réels tels que o+ 3 #0.
a. Vérifier que 1’on peut définir les barycentres de :

(Aa) (B.S)

(Aa=p), (1.28)

a2} ()

b. Faire la construction lorsque :
° a=1 p=2
o a=-1 pg=4
Etant donné un triangle ABC, on considére le point I défini par

5Al =3AB+2AC.
Montrer que | est le barycentre de (B,2) et (C,2).

Tracer un quadrilatere ABCD, les milieux I et J de [AB] et [AD], et les points P

et Q symétriqgues de B et D par rapport a C. Soit G le barycentre de
(A1), (B1), (C,-2), (D,1).
a. Montrer que | et J sont les milieux respectifs de [QG] et [PG].
b. Soit g le centre de gravité du triangle ABD.
Montrer que G, C et g sont alignés, aprés avoir établi I’égalité : 3Gg = 2GC

Placer.dans un repere les points A(32), B(-3,4) et C(-2,5). Soit G le barycentre
de (A,3), (B,2) et (C,—4). La droite (BG) passe-t-elle par I’origine du repere ?
Dans chacun des cas suivants, effectuer des constructions G le barycentre de
(Aa), (B,B) et (C.y).

a. a=p0=1 y=2 b. a=-2, p=—4, y=-1
C.a=2, f=3 y=4 d. a=y=1 =0
1 1 1 1
e_ =—2, =—3’ = — f_ =—, =—, = —
a=2 f==37=5 a=5 F=3 777

Deux triangles ABC et A'B'C' ont pour isobarycentre G et G'.
a. Montrer que AA'+BB'+CC'=3GG"
b. Endéduire que ABC et A'B'C' ont méme centre de gravité si, et seulement si,
AA'+BB'+CC'=0.
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