Lecon 38 Solide

I. Leprisme

1. Définition
- Un prisme est un solide dont les deux faces sont les polygones paralléles
appelées « bases ». Elles sont superposables : AAA, .. A = AAA A, ;

- Les autres faces sont les parallélogrammes. Ce sont les « faces

latérales » : AAAA, AAAA ... ;
- Le segment |A A | est appelé 1’aréte latéral du prisme :

AN =AA =AA =..
- La « hauteur » du prisme est le segment perpendiculaire a deux bases du

prisme [HH'] ;
- [A4A'2] est la diagonale du prisme ;

- AA, cOté de base.

ks
Al’l
o A] AZ
AP A A = Aol A, (@)l (a)

AN = AP =A== AA,
AA B 1T AgPo ] 1] ALA,.

Prisme droit
Un prisme droit est un prisme dont les arétes sont perpendiculaires a la base.

Sa hauteur est son aréte

Prisme régulier
Un prisme régulier est un prisme dont les bases sont les polygones

réguliers.
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Exemple : Soit un prisme droit d’aréte a.
_Lasection AA'D'D estun rectangle de

longueur A'D'=2a et de largeur AA'=a.

' a3 i o Cette section a pour diagonal :
: : AD=,/(2a) +a’ =+/5a’ =a\/5
A Bl | . La section BB'D'D est un rectangle de
”a,)ﬁ: --------- \D\ longueur B'D'=a+/3 et de largeur BB'=a.
F/ C Cette section a pour diagonal :

y y ; B ¢ BD'=\/(a\/§)2+a2 —J4a? =2a

2. Aire d’un prisme

Aire latérale
L’aire latérale A_ d’un prisme droit est la somme des aires de ses faces
latérales, est égale au produit du perimetre p de base par la hauteur h du

prisme.
e Aire laterale = (périmetrede base) x hauteur

AI =pxh
Aire totale
L’aire totale A, d’un prisme droit est la somme d’aire latérale et celle de

deux bases.
e Aire totale = 2x (aire de base) + (aire latérale)

A =2xB+A
Le pave droit
Un pavé est un prisme dont les bases sont les parallélogrammes.
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Pavé oblique

Théoreme

Les diagonales d’un pavé se coupent en leur milieu O.

On dit que O est son centre de symetrie.

Exemple : Soit undpavé droit de c&bés de bases 3cm et 5cm. Une diagonale de base
égale 4cm. Calculer la longueur de la diagonale longue sachant que la diagonale

4

\ Phe A4

large et la base forment un angle de 60°.

Solution

ABCD est un parallélogramme. On suppose que AD =BC =3cm, AB =DC =5cm,

BD =B,D, =4cm et BD,B, =60".
Donc AC >BD et AC > BD,.
On calcule AC.

. Dans le triangle A AC rectangleen A : AC2=AC" +AA’

Comme AA=B_B

. Dans le triangle D,B,B rectangleen B,,ona:

B,B

=tan 60" = BB, = B,D, tan 60°

11

AA, = BB, =B,D, tan 60" =4+/3

. Dans le parallélogramme ABCD,ona:

BD? + AC? =2AD” + 2AB?

paveé droit

C
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4% + AC? =2x3% +2x5?

AC® =68-16-48=52

AC =+/52

. reporter AC =/52 et AA =4+/3 dans (1), on obtient donc :
AC? = AC" + AN =(V52) +(a3) =52+ 48100

Donc AC =+/100=10cm

Remarque
- Un pavé droit dont la base est un rectangle est appelé un parallélépipede ;

- Un pavé droit dont la base est un carreé est appelé un cube ;
- Trois arétes issues d un sommet sont appelées les dimensions.

Théoréme
Dans un parallélépipede le carré d’une diagonale est égal a la somme du carré de ces
trois dimensions.

L AC'2 =CC "+ AB? + BC?

A n
,.oD™"" o e

-
-

Démonstration p
. Dans le triangle ABC rectangle en B : AC® = AB” + BC?
. Dans le triangle ACC' rectangleen C : AC>=AC?+C'C?
Donc AC? =(AB? + BC?)+C'C? = AB? + BC? +C'C?
Exemple : Soit un parallélépipede de trois diagonales de trois faces latérales issues de
méme sommet sont égales respectivement a,b,c. Calculer les dimensions de ce
parallélépipéde.
Solution
Soit x,y,z trois dimensions de ce parallélépipede.
Ona:
X*+y*=c> @ !
y2+z2=b*>  (2)
x> +z°=a’ (3) E
. +(2)—(3), on obtient : i
2y? =b* +c*-a’ j_

-
-

b?+c®—a’ /-

y= 5
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a’+c?-b?
2

2 2 2
. ()+(@ -, on obtient zzzzaubz_czjz:@

3. Volume d’un prisme
Le volume d’un prisme droit d’aire de base B et de hauteur h a pour volume :
e \/olume =aire de base x hauteur

V =Bxh

. )+ —(2),onobtient: 2x*=a’+c’ b’ = y=

I
I
1
1
1
1
1
1
1
1
_A
’/ \\
I
L)

Corollaire
Le volume d’un prisme oblique de hauteur h est calculé par :
e \olume =aire de lasectionprincipale x arete latérale
Exemple 1 : Soit un prisme de hauteur 9cm. Sa base est un pentagone de coté 2cm.
Calculer son volume.
Solution

Son aire de base :

AB = 2cm </

ﬂ:tan9:>OI: AIA
Al 2 O
tan —
2 A
Ol = 1 ozizl,38 ]
tan36 073

Donc B z§x2cm x1,38cm ~ 6,9cm?

Et le volume est: V = Bh ~ 6,9cm? x9cm ~ 62,1cm?,
Il. Pyramide
1. Définition
Une pyramide de sommet S est un solide dont :
- Une face est un polygone appelé base ;
- Toutes les faces latérales sont des

triangles qui ont un sommet commun :
le sommet S de la pyramide.
- La hauteur d’une pyramide de sommet

S est le segment [SH | porté par la
perpendiculaire en H au plan de la base.

5. FONCTION LOGARITHME | 112



Pyramide réguliére de sommet S.
Définition :
Une pyramide de sommet S est dite réguliére lorsque :
- sa base est un polygone régulier : triangle équilatéral, carré, ...
- sa hauteur passe par le centre de ce polygone.
- les faces latérales d’une pyramide régulieére sont des triangles isocéles
superposables.
- la hauteur de la face latérale est appelée 1’apothéme.

Exemple : Pyramide a base pentagone

Face latérale
Apotheme

Face latérale —4»

A ————

Hauteur

Sommet >
<+«— Aréte —»ﬂ

< Base
nyam'rdﬁdf%e Py

Exemple : Soit une pyramide réguliere de hauteur 13cm. Sa base est un
rectangle de dimensions 6cm et 8cm. Quelle est sa hauteur.

Solution
Le triangle SOA est rectangleen O :

Donc SO =+/SA2 — OA2

OA=%AC:% 62 +82 =5cm

v

lique

Et SO=4+13°-5% =12cm.

Théoreme

La section de la pyramide par un plan
passant par les arétes et paralléle a sa
base est la base de la petite pyramide B'

semblable a la pyramide initiale.

Ona: S—A:k
SA

q)

SA'B‘C' —k? A
ABC

ABC _ 3k est le coefficient de ’homothétie ¢
S.ABC

S
Vs
V

Exemple : Une pyramide réguliere est coupee par quatre plans équidistants.
Quelle
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est I’aire de chaque section telle que son aire de base est de 400cm® ?
Solution

Cette pyramide est cupée par quatre plans equidistants.
On a donc quatre pyramides semblables.

Donc
2
CB(2 :>|31=i><|3=ix400=25cm2
B (4 16 16
2
: B, _(2 :>82=le:1><400=100sz
B \4 4 4
2
B_: 3 :>BB=3><B=3><400=225cm2
B \4 16 16

2. Aire d’une pyramide
. L’aire latérale
L’aire latérale d’une pyramide est la somme des aires de toutes les faces
latérales.

. L’aire totale
L’aire totale d’une pyramide est la somme de 1’aire latérale et de I’aire de la

base.
Aire totale = aires latérales +aire de base
S,=S +B
S, : aire totale
S, : aire latérale
B : aire de la base
Théoréeme

L’aire latérale d’une pyramide droite est égale a la moitié du produit du
périmetre de base et I’apotheme.
S, =pd, p :demi périmétre de base
d : apotheme (hauteur de la face latérale)
3. Volume d’une pyramide
Le volume V d’une pyramide est égal au tiers du produit de 1’aire B de
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sa base par sa hauteur h.

Volume de pyramide = % x aire de la base x hauteur

vz%Bh, B : aire de la base

h : hauteur
Exemple 1 : Soit une pyramide S.ABCD a base carré de cOté 6cm. SA=4cm et
perpendiculaire a la base. Calculer :
a. SB, SD, SC.
b. Son aire latérale et son aire totale
c. Son volume.
Solution

4 cm

] 6 cm D
a. Le trlangIeASAB est rectangleen A :

SB2 =SA%2 4+ AB?2 =42 4162 =52=SB =452 =213~ 7,21

Donc SB ~7,21cm.

. Le triangle SAD est rectangle en A :
SD? =SA? + AD? =42 162 =52=SB=+/52 =213~ 7,21
Donc SD ~7,21cm.

. Le triangle SBC est rectangle en B :

2 2 2 2 _
SC?=SB%+BC? =52+6% =89 = SB=+/89 ~ 9,43
Donc SC ~9,43cm.
b. . SI = SSAB +SSAD +SSBC +SSCD
1 1 1 1
S, =ESA>< AB+ESA>< AD +ESB>< BC +§SD><CD

s, =%(4><6+4x6+7,21><6+7,21>< 6)=67,26cm’

.5 =5 +B
S, =67,26+6° = 67,26+ 36 =103,26cm”

C. V=EB><SA
3

V= %x%cm2 x 4cm = 48cm®.

Exemple 2 : Soit une pyramide réguliére a base hexagone d’aréte 2. Quelle
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est son aire totale telle que 1’angle entre ’aréte et la base est de 60° ?
Solution

D’apres la formule S, =S, +B

.On ala formule S, = pd

Telsque p=3AB=30A, d=PM

Le triangle POA est rectangleen O :

% =0s60° = OA = PAxco0s60° = 2><1 =1
PA 2

Donc p=3AB=30A=3
. On calcule d =pPMm
Le triangle PMA est rectangleen M :

2
PM 2 = PAZ — AM 2 :4_(1j 4 115
2 4 4

I\)S’
5

Donc d =PM =

Ji5
-

315
2
. On calcule I’aire de la base B

On a B=6x1><OA><OM

2
om:M:\/@z:\Ezg
1 . 43 33

DonCc B=6x=xlx—="2
2 2 2

On obtient donc I’aire totale :

S, =S, +B:@+ﬁ:§(\/ﬁ+\/§)
2 2 2

Cylindre

S|=pd=

1. Définition :

Un cylindre de révolution est un solide qui a :

- deux disque de méme rayon pour plans paralléles « et «'; on les appelle
les bases ;

- une surface latérale qui peut étre déroulée en un rectangle.

- la hauteur d’un cylindre de révolution est la longueur du segment qui joint
les centres des bases.

&

1

\
1

- S ITmes

(

N
\
\
7
4
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Remarque

- La section du cylindre par le plan passant par 1’axe est un rectangle.

- Le plan passant par la génératrice, perpendiculaire a la génératrice et au
plan passant par ’axe est appelé le plan tangent au cylindre.
Exemple : La section du cylindre par le plan passant par I’axe est un carré
d’aire Q. Calculer I’aire de la base de ce cylindre.
Solution
JQ le coté du carré est le diamétre de la base du cylindre.

D’aprés la formule B=7R?,

2
on obtient donc B:n(@} :%.

Théoreme
- Lasection du cylindre perpendiculaire a 1’axe est un disque superposable a sa
base.
N
N
, N

- Le prisme dont la base-inscrit’a la base du cylindre est appelé prisme
inscrit au cylindre.

I
PR s
*

- Le prisme dont la base circonscrit a la base du cylindre est appelé prisme
circonscrit au cylindre.
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2. Aire et volume

Soit le cylindre de hauteur h et de rayon de base r.
Ona:
. Aire de base : B=7r?

. Aire latérale : S, =2zrh

JAiretotale: S, =2B+S, =2a%+2zrh=2ar(r+h)
. Volume : V=Bh=zr’h

Cone

. Définition

a. Un cdne de sommet S.

Un cbne de sommet S est un solide limité par des droites concourantes au
sommet S et une base.

La hauteur est la distance entre la base et le sommet.

b. Un cone de révolution
Un cbne de révolution a pour sommet S et pour base, un disque de centre
O. La hauteur de ce cone est le segment [SO] (ou la longueur SO).

Le segment [SO] est perpendiculaire au plan de la base.
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«——— Sommet

«——— Génératrice ——»

Hauteur \/>

Base

(Cbne de révolution)

Remarque
La section du coéne passant par 1’axe est un triangle isocele ou équilatéral.

Exemple : Soit le cone de rayon de base R. Quelle est I’aire de la section
passant par deux génératrices d’angle « sachant que la section passant par
I’axe est un triangle équilaterale.
Solution

. La section passant par

I’axe est un triangle ¢quilatérale.
Donc le diamétre de la base et la
géneratrice sont égaux : 2R=g

. L’aire demandée est calculée par :

S :%SAXSBxSina:%XZRXZRSina:2RZSina

Théoréme
- Lasection du cone perpendiculaire a I’axe est un cercle dont le centre situé a

I’axe.

Exemple : Soit le cone de rayon de base R et de hauteur H . Calculer I’aire
de la section parallele a la base de distance d de son sommet.
S

Solution
Dans le triangle rectangle SOA, on a :
r d _Rd

R H H




2
On obtientdonc : S=7xr? =;z[Fl:—dj

. Aire et volume

Soit le cone de hauteur h et de rayon de base r.
Ona:

. Aire de base : B=7r?

. Aire latérale: S, =zrg

(Airetotale: S, =B+S,=zr’+zrg=xr(r+g)
. Volume : V=%Bh=%nr2h

Démonstration
. Aire latérale : S, =zrg A

Ona: v="x

v (Y
S|:27Z'I—-X- l+£—j dx
o N h

2 2
PP WL
h 2V h

~

v

h? +r?

=xrh T

—zrvh?+r?, Jhisr? =g
S, =xnrg

. Volume : V:%Bh:%ﬂrzh

n r ? nrzh
Vv :ﬂj(_xj dx=—jx2dx
0 h h? 0
_7rr2 h_3_7rr2h
h2 3 3
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Exercices

. Soit le prisme a base triangulaire de c6té 10cm, 17 cm et 21cm. Calculer

I’aire de la section passant par la hauteur minimale de la base sachant que

la hauteur de ce prisme est de 18cm.

. Soit le prisme oblique d’aréte 15cm. Calculer la hauteur de ce prisme sachant
que son aréte et sa base forment un angle de 30°.

. Soit le prisme a base hexagone régulier de c6té a. Calculer I’aire de la section
passant par la diagonale de ce prisme sachant que la face latérale est un carré.
. Soit le prisme régulier a base hexagone de c6té a. Calculer I’aire de la section
passant par deux cOtés opposeés de deux bases.

. Soit le prisme régulier a base carr¢ d’aire 144cm?®. Calculer la diagonale de ce
prisme sachant que sa auteur est de 14cm.

. Soit le prisme régulier a base carré de c6té 15cm. Calculer la distance

minimale du coté de la base a la diagonale de ce prisme sachant que sa hauteur
est de 20cm.

. Calculer la hauteur du prisme régulier a base carré sachant que son aire latérale
est de 32cm?® et son aire totale est de 40cm?.
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