Intégrales de John Wallis

Onpose |l n= IOE sin" t dt pour tout entier naturel n.

1.a. Calculerloetlq.
b. Prouver que la suite (I n) est décroissante.

2. a. En utilisant une intégration par parties en partantde I n+2,
montrer que, pour tout entiern>0,(n+2) In+2=(n+1)1,.

b. En déduire | 2 et 1 3.

1x3x..x(2n-1)

3. a. Démontrer que, pour tout entiern>1, 1 2 =
2x4x..x2n

X

Nja Na

A . 2n)!
En déduire que, pour tout entiern >0, 1 2n = = x (4n 32 .
nt
) : 2 x4 x..x2n
b. Démontrer que, pour tout entiern>0, 1 2n+1= el :
1x3x..x(2n+1)
s : nit4r
En déduire que, pour tout entiern>0, l 2n+1= ————.
(2n+1)!
. n+1 |, .,
4. a. Montrer que, pour tout entier n > 0. T2 < T <1l
n n
o . : I
b. En déduire la limite de la suite ( ;‘—*1 ).
n
. ] . nt42"
c. En utilisant le quotient -2~ montrer que lim ————— ==
|2n n*)+w(2n)! n

d. La convergence semble-t-elle rapide ?

Source

Manuel de CPGE Cours d’analyse, Editions Ellipses, Guégand Roque Leboeuf.

Information

John Wallis ( Ashford 1616 — Oxford 1703).
Prétre et mathématicien anglais, précurseur du calcul infinitésimal.




Intégrales de John Wallis

1.a.Io:_|‘0E sinotdt:Ifldt:g.

1= IOE sin t dt :[—cost]gzl.

1.b.|n—ln+1:I55in"tdt —IESin“+1tdt
0 0
dOﬂC'n—|n+1:J.O§ sin"t(1l-sint)dt.

Pour tout réel tde [0 ; g ], sint=>0 donc sin"t>0. 0 <sint< 1 donc 1 —sint=>0.
sin"t(1-sint)>0 donc jf sin"t (1-sint)dt doncln—1In+1>0.

On en déduit que la suite (1 ») est décroissante.

2.a. Pour tout entier n > 0,

lneo= _[05 sin"*?tdt = _[05 sint x sin"*"'tdt

T

doncln+2=[-costsin"**t]2— If—(n+1)cost x cost x sin" t dt
doncln+2=(n+1) _[05 (1-sin® t) x sin" t dt

doncln+2=(n+1) IOE sin"tdt—(n+1) IOE sin"*? t dt

donclns2=(n+1)In—(n+1)In+2

Onendéduitque (n+2)ln+2=(n+1)1,.
2.b.(0+2)I2:(0+1)Iodonc2I2:gdonclzzg.

(1+2)I3:(1+1)Ildonc3I3:2doncI3:%.



Intégrales de John Wallis

3.a. Soit n un entier supérieur ou égal a 1.

3.b.

Pour tout entier k comprisentreOetn—1, (2k+2) loxk+2=(2k+1) I 2«

donc, par produit, (2 x 4 x ... x2n)l2n=1x3x ... x(2n-1)1o

donchn:Ex 1x3x..x(2n-1)
2 2x4x..x2n
o 1x2x3x4x..x(2n=-1)x2n
donclan=— x >
2 (2x4x..x2n)
_n (2n)!
doncIZn—Ex ESE
I
donc lzn= = x (2n)2..
2  4"n!

Cette derniére formule est valable pour n = 0 car par convention 0! = 1.
Soit n un entier supérieur ou égal a 1.
Pour tout entier k comprisentre Letn, (2k+ 1) l2k+1=(2k) 1 2k-1

donc, par produit,1 x 3 x ... x (2n+1)l2n+1=(2x 4 x... x2n) 11

2x4dx.x2n
donclan+1=
1x3x..x(2n+1)
2 2 2
donc 1 anss= 2° x4° x...x(2n)
1x2x3x4.x2nx(2n+1)
n |2
donc|2n+1:&
(2n+1)!
n |2
donclan+1= 4 n!

(2n+1)1



Intégrales de John Wallis

4.a. Lasuite (1 n) est décroissante
donc, pour tout entier n >0,

|n+25|n+1f|n

or(n+2)ln+2

+

[EEN

n
n

4.b. Pour tout entier n >0, "

N

] n+1
lim
n—>+wo N+

=let lim 1=1donc lim

n—+ow n—+o

4.c. Pour tout entier n> 1,

4" n1?
(2n)!

4" n1?
X X
(2n+1)!

n!442n
X
(2n)1*(2n+1)

almN

2n nt*42"
X

:(n+1)|n

In+l :1

n

1 x
n 2n+1 (2n)!%n

2n+1

X
2n P

I2n

|
—20_ =1 donc
2n+1

n |442n
lim )

no+e (2n)1%n



Intégrales de John Wallis

4.d. En utilisant un programme sous EduPython, la convergence semble lente.

from pylab import *

def wallis (n):
p=4
forkinrange(1,n+1):

p=p*axk*(k+1)/(2*Kk+1)**2

d=p-—pi

plot ([O,n],[pi,pi],"r")

axis([0,n,3,4])
grid () ; show ()
return (n,p,d)

print (wallis (100))

Graphique Python

Nuage de points (k ; p ) pour k entier compris entre 1 et 100.
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Vers la formule de James Stirling

Partie A Etude d’une fonction

La fonction f est definiesur ] 0 ; + oo [ parf(x) = +In(x)-In(x+1).

+1
Le plan est muni d’un repére orthogonal (O, I, J).
C rest la courbe représentative de la fonction f.

1. a. Déterminer la limite de la fonction f en 0. Interpréter graphiquement.
b. Déterminer la limite de la fonction f en + oo, Interpréter graphiquement.

2. a. Etudier les variations de la fonction fsur ] 0 ; + oo [.
b. Déterminer le signe de la fonction fsur] 0 ; + oo [.
c. Tracer la courbe C ¢ et ses asymptotes.

Partie B Etude d’une suite

nte"
n”\/T'

La suite (v n) est définie par, pour tout entiern>1,vo=In(un).

La suite (u n ) est définie par, pour tout entiern>1,un =

. . 1
1. a. Démontrer que, pour tout entiern>1,vp+1—-va=(n+ N Yf(n).

b. En déduire la monotonie de la suite (v n ) puis celle de la suite (u ).
2. Justifier que la suite (u n ) est convergente.

Partie C Formule de Stirling

On peut montrer que la suite (u ) a pour limite L=/ 2 4 1’aide d’une formule de Wallis.

Justifier la formule de James Stirling : n ! est proche de ( 2 )"« 27 n pour n assez grand.

Source

Manuel Hyperbole, Editions Nathan 2002, Exercice 136 page 141.

Information

James Stirling (1692 — 1770).
Mathématicien Ecossais , spécialiste de I’étude des séries.




Vers la formule de James Stirling

Partie A Etude d’une fonction
l.a. lim 2 =2
x>0 2x+1

Iimoln(x):—oo.
IimO—In(x+1):0.

Par somme, on en déduit que Iimof (x)=—o0.

La droite d’équation X = 0 est asymptote a la courbe C f au voisinage de 0.

1.b. Pour tout réel xde ] 0 ; + o [,

2 1
f(x)=———-In(1+=).
()= g N1+ )

X —> +oo

lim 1+l =let limIn(y)=0
X y—>1

donc lim In(1+ 1 ) = 0 ( par composée ).

X =+ X

im —0et lim In(1+2)=0
x>+ 2 X + 1 X =+ X

donc lim f(x) =0 (par différence).

La droite d’équation y = 0 est asymptote a la courbe C f au voisinage de + .



Vers la formule de James Stirling

Partie A Etude d’une fonction

2.a. Pour toutréel xde]0; + o [,

f(x)=

+In(x)-In(x+1)

(2x+1)?

1

B 1
Xx+1

4

X(x+1) (2x+1)?

2Xx+1)? —4x(x+1)

2x+1
doncf'(x)=-
doncf'(x)=
doncf'(x):(
doncf'(x)=

X(x+1)(2x+1)?

1

X(x+1)(2x+1)?"

f'>0sur]0;+oo[doncfest strictement croissante sur] 0 ; + oo [.

X

0

f'(x)

f(x)

— 00

2.b. On en déduit que f (x) <0 pour tout réel xde ] 0 ; + oo [.

2.C.

A




Vers la formule de James Stirling

Partie B Etude d’une suite

1.a. Pour tout entiern > 1,

1.b.

Vh+1—Vn=In(un+1)—In(un)

u
doncvn+1—vnp=In( ).
u

n

u

ner —  (n+1l)le™ ><n"\/n
u, (n+1)""*Jn+1 nte"

donc Lot =g & n x ( n )"

u, n+1 n+1

|n(%):1+(n+%)In(nL”):1+(n+%)[In(n)—ln(n+1)].

n

(n+2)f(n)=(n+ ) [—¢ +I(n)-In(n+1)]

n+ >

Parconséquentln(m):(n+%)f(n)
un

1
dOﬂCVn+1—Vn:(n+E)f(n)'

Pour tout entiern>1,n + % >0etf(n)<0doncvn+1—Vvn<O.

La suite (v n) est strictement décroissante.
Pour toutentiern>1,un=¢e".

La suite (v n ) est strictement décroissante et exp est strictement croissante sur R.
donc la suite (u n ) est strictement décroissante.

2. Lasuite (un) est décroissante et minorée par 0
donc la suite (u n ) est convergente.



Vers la formule de James Stirling

Partie C Formule de Stirling
On admet que la suite (u n) a pour limite </ 27 .

nte"

n”\/T'

Pour toutentiern>1,un=

Pour n assez grand,

n

n'e

— "~ estprochede v 2=
N r Y

doncn!estprochede(g)”\/Znn .



Vers la formule de James Stirling : conjecture

On se propose de conjecturer que la suite (un ) convergeversL =+ 2 .
Le calcul de u » pose des problemes pour n > 70 a cause de n ! avec les calculatrices de base.

On va ruser en effectuant le calcul de vngrdceavn+1=va+(n+ % Yf(n).
(n+2)f(n)=1+(n+2)[In(n)-In(n+1)]
donc(n+%)f(n):l—(n+%)[In(n+1)—|n(n)]
donc(n+%)f(n):1—(n+%) In(1+%)

vn+1=vn+1—(n+%) In(1+£)etvlzlcarulze.
n

Script Python
from pylab import *

def stirling (n) :
L=sqgrt(2*pi)

v=1
forkinrange(1,n+1):
u=exp(v)
d=u-L
plot(k,u,'b.")
plot (k,v,'r.")
plot (k,d,'g.")
ifk% 100==0:
print((k,u,v,d))
print (" ")

v=v+1l—-(k+1/2)*log(1+1/k)
axis([0,n,-05,3])
grid () ; show ()

return

stirling ( 1000 )

A I’aide du script Python, compléter le tableau a 1’aide d’arrondis a 10 ~© si nécessaire.

n 100 200 | 300 |400 |500 600 | 700 |800 |900 1000

Vn

U n

un—L




Vers la formule de James Stirling : conjecture

n Vn Un Un—L

100 2,508718 0,919772 0,002090
200 2,507673 0,919355 0,001045
300 2,507325 0,919216 0,000696
400 2,507151 0,919147 0,000522
500 2,507046 0,919105 0,000418
600 2,506976 0,919077 0,000348
700 2,506927 0,919058 0,000298
800 2,506889 0,919043 0,000261
900 2,506860 0,919031 0,000232
1000 2,506837 0,919022 0,000209
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2.0 1

1.5

1.0 4

0.5 4

T
200

T
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T
800

1000



Vers la formule de James Stirling : démonstration

Montrons que la suite (u ) converge vers L = </ 2t a ’aide d’une formule de Wallis.

14 42n

1. On rappelle que lim n—z = 1. ( Formule de Wallis)
noteo (2n)1° N

- : n14" .
On en déduit que : lim ————— =+ . (relation1)
N>t 2nlyn
2.a. lim up=Ldonc lim un?=L2
n—+o n—+ow
. nte" _onlFe?
lim =Ldonc lim ——— =L2

no+o " n no+o pn2ntl

2b. lim un=Ldonc lim uzn=L.

lim "1 | donc im —2"0te" oy
nore nore (2n)2" 2
|2 n ’
2.c. Par quotient, on en déduit que : lim nra vz = L. (relation 2)
note 201 4n

3. En comparant les relations 1 et 2, on obtient L=+ 2 & .

4. Pour n assez grand,

' n
n-¢ est proche de v/ 2 &

n”\/T

donc n ! est proche de ( n Y"<27nn . (Formule de Stirling)
e



