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Premicre partie

Les fonctions
1 Généralités

Définition 1.1. Une relation de R dans R est une fonction si tout réel x est reli¢ a au plus un élément y de
R :y est alors noté f(x), et l'on écrit :

f‘R—>R
x — f(x)

Remarque : On parle de la fonction f et non de la fonction f(x) : en effet f(x) est un réel et non pas une
fonction.
L’ensemble des réels x ayant une image par f est appelé ensemble de définition de f, souvent noté D ou
Ds.
Si f est définie sur R, f est une application de R dans R. Réciproquement : Etant donné un réel y, s’il
existe un réel x tel que y = f(x), x est alors appelé antécédent de y par la fonction f.
Exemple de fonction : La fonction partie entiere, qui a tout réel x associe le plus grand entier inférieur a
x, notée E ou |-].

vn e Z, Vx € m;n+ 1], E(x) =n.

Conséquences :
Vx € R, E(x) < x < E(x)+ 1L

et :
Vx eR,Vn€eZ, E(x+n)=E(x)+n.

Courbe représentative :

A
4 O—
3 G
2 O—
1 O—
-3 —2 —1 0 1 2 3 4 5 6
L 2 b
G— -2

1.1 Image d’une partie A

Définition 1.2. Soit A C R. On appelle image de A par la fonction f 'ensemble des réels f(x) lorsque x décrit
A.
On note cet ensemble f(A) :

f(A) ={f(x),x e Al ={yeR/Ix € A, y=f(x).}
Exemple :

f: R — RZ et A =[—14]

X = X

Alors f(A) = [0;16].

Si A = Dy, f(Ds) est appelé l'image de f et est noté Im f. Il s’agit donc de l'ensemble des réels ayant un

antécédent par f.



1.2 Image réciproque d’une partie B

Définition 1.3. Soit B C R. On appelle image réciproque de B par f l'ensemble des antécédents par f des
éléments de B. On le note f71(B) :
f1(B) ={x e R, /f(x) € B.
Exemple
Si B ={a}, alors f1(B) = {x € R/f(x) = o} est l'ensemble des antécédents du réel « par f :
Si f est la fonction carré définie sur R, f1({3})) = {—v/3;V3}.
Remarque : la notation f~1(B) ne signifie pas que f est bijective, ni que la fonction f~1 existe.

1.3 Egalité de deux fonctions. Comparaisons.

Définition 1.4. Deux fonctions f et g sont égales si et seulement si :
° Df = Dg
o Vx € Dy, f(x) = g(x).

Définition 1.5. De méme : la relation f < g signifie que :
L] Df = Dg
o Vx € Dy, f(x) < g(x).

1.4 Restriction d’'une fonction

Définition 1.6. Soit A une partie de l'ensemble de définition D¢ dune fonction f. On appelle restriction de f
a A lapplication g définie sur A par :

Vx € A, g(x) = f(x).
g est notée f /.

Remarques :
L4 f:f/AﬁA:Df
¢ La restriction d’'une fonction a son ensemble de définition est une application.

1.5 Prolongement d’'une fonction

Définition 1.7. Si une partie A de R contient 'ensemble de définition d’'une fonction f, on appelle prolongement
de f a A toute application g définie sur A telle que :

Q/Df =i,
Exemple :
R — R
f x2
X — —
||
f est définie sur R*.
Tout prolongement g de f & R est défini par :
Yx € R*, g(x) =—x
g:q ¥xeRY, g(x) =x ouaestun réel quelconque.
g(0) =a

Remarque : Si a = 0, le prolongement obtenu donne une fonction g continue sur R : la fonction g est
appelée prolongement par continuité de f.



1.6 Application injective ou injection

Définition 1.8. Une fonction f est injective si et seulement si tout réel admet au plus un antécédent par f,
c’est-a-dire : si :
V(x;x') € D4 f(x) = f(x') = x =x'

ou bien :
V(x;x') € D%, x #x' = f(x) # f(x')
Exemple :
. R — R C
La fonction f: 3 est injective.
X — X

En effet : V(x;x') € R%: f(x) = f(x') &x3 =x3 & (x —x)(x* +xx' +x?) =0
Or V(x;x") € R2 —{(0;0)}, x2 +xx’ +x"2 #0, donc : V(x;x') € R%,: f(x) = f(x') & x —x’ = 0.
R — R

Contre-exemple : f: N n’est pas injective car 5 # —5 et f(5) = f(=5).

1.7 Application surjective ou surjection

Définition 1.9. Une fonction f définie sur Dy est surjective de Dy sur un ensemble B si tout réel de B admet
au moins un antécédent par f, c’est-a-dire :
Yy € B, Ix € D¢, y = f(x).
Exemple :
R — 9

. R Lo
La fonction f: 5 est une surjection de R sur R car: Yy € Rt Ix € R,y = x*.
X X

Remarque : Une application f est toujours surjective de Dy sur Im f.

1.8 Application bijective ou bijection

Définition 1.10. Une fonction f définie sur Dy est bijective de Dy sur un ensemble B si tout réel de B possede
un unique antécédent par f, cest-a-dire :
Yy € B, d!x € D¢,y = f(x).
Exemple :

La fonction f:

= =

— R R
5 est une bijection de Rt sur R" car :
— X

vx € RT, 3lx € R,y = x? avec x = /.

Théoreme 1.1. f est une bijection de A sur B si et seulement si f est injective et surjective.

Propriété 1.1. Si f est une application bijective de A sur B, on peut définir une application de B dans A, notée
f~1, appelée application réciproque de f, par :

B

1. — A
Ty — T

1(y) =x avec y = f(x)

Définition 1.11. Une application telle que f = f~! est appelée application involutive ou involution.

1.9 Courbe représentative ou graphe d’'une fonction

—

Définition 1.12. La courbe représentative C ou C¢ dune fonction f dans un repere cartésien (O;f;)) est
l'ensemble des points M de coordonnées (x;f(x)) dans ce repere lorsque x décrit 'ensemble de définition de f.

€ = M5 (x)) 0,5,/ € Ds}



—

Proposition 1.1. : VM € C,Ix € Dy, OM = X1+ f(x)j.

Proposition 1.2. : Si f est bijective de A vers B, le graphe de 1 est, dans un repere orthonormé, l'image de
la courbe de f par la réflexion d’axe la droite d'équation y = x, appelée premiere bissectrice.

Conséquence : le graphe d’une involution est symétrique par rapport a la premiére bissectrice.
Exemple : graphe de la fonction inverse.

1.10 Changement d’origine

Théoreme 1.2. Soit R = ( O;f;f) un repeére donné et soit Q le point de coordonnées (a;b) dans ce repére (on
a donc OT) = ai+ bf).

Soit R’ = (Q;f;f) un nouveau repere.

Donnons-nous un point M dont les coordonnées dans R sont (x;y) et dont les coordonnées dans R' sont
X Y).

Les formules de changement d'origine sont :

- o oo o — > o o oo
Démonstration . OM = xi + yj et OM = X{ + Y. Or OM = 00 + OM donc : xi +yj = ai + bj + Xi + Y. &

Equation d’'une courbe dans les deux reperes

Soit C¢ la courbe représentative d'une fonction f dans le repére (O;{;f).
Mxy)eCrey=~f(x) &Y+b=Ff(X+a) &Y =FX) ol F est une nouvelle fonction.
Y = F(X) est l’équation de la courbe Cy dans le repere (Q;f;f).

F est la fonction dont le graphe est Cr dans le repere (Q;f;]).

1.11 Domaine d’étude

Soit f une fonction définie sur un ensemble D.



Définition 1.13.

o f est paire si et seulement si :

i) Vx € D,—x € D (D est symétrique par rapport a 0).

ii) Vx € D, f(—x) = f(x).

Cy est invariante par la réflexion d’axe (Oy) dans un repere orthogonal.

On étudie alors f sur D N [0; +ool.

o f est impaire si et seulement si :

i) Vx € D,—x € D (D est symétrique par rapport a 0).

ii) Vx € D, f(—x) = —f(x). Cs est globalement invariante par la symétrie de centre O quel que soit le repere.
On étudie alors f sur D N [0; +ool.

e La droite déquation x = a est un axe de symétrie de la courbe Cs dans un repere orthogonal si et seulement
si la fonction F définie ci-dessus est paire. Le point Q) est un centre de symétrie de Cs si et seulement si la
fonction F définie ci-dessus est impaire.

Autre méthode : La droite d'équation x = a est axe de symétrie de Cy si et seulement si :

Vx € D,2a —x € D et Vx € D, f(2a —x) = f(x).
Le point Q(a;b) est centre de symétrie de Cs si et seulement si :
Vx € D,2a—x € D et Vx € D,f(a—x) +f(a+x) = 2b.
o f est périodique de période T # O si et seulement si :
VxeED,x+TeDetx—TeD, et Vx € D,f(x+T) = f(x).

Cy est alors globalement invariante par les translations de vecteur KkTi, pour tout k de Z.
1l existe alors une période T strictement positive : T est dite T-périodique.

On étudie alors f sur D N [0; T[.

On appelle période fondamentale la plus petite période strictement positive.

Exemple : Les fonctions cos et sin ont pour période fondamentale 27t
Exercice 1. Soit w et ¢ deux réels donnés. Quelle est la période fondamentale des fonctions x — sin(wx+¢)
et x — cos(wx+ ¢)?

1.12 Changement de base

On note (O;f;f) un premier repeére, et soient [=ai+ b; et [=ci+ df deux vecteurs du plan avec (a,b,c,d)
un élément de R%.

Ces deux vecteurs du plan forment une nouvelle base du plan si et seulement si ils ne sont pas colinéaires,
ce qui est équivalent au fait que leurs coordonnées ne sont pas proportionnelles, ce qui est équivalent aussi
a ad —bc # 0. Un point M a pour coordonnées (x;y) dans le repere (O;f;f) et (X;Y) dans le repere (O;f;_').
On a alors :

Théoreme 1.3.
x= aX+cY
y= bX+dY

Exemple important :

On suppose que le repere (O;f;f) est orthonormé direct, et que le repére (O;1;]) est déduit du précédent par
la rotation de centre O est d’angle 0[27].

Dans ce cas : I = cos 01 + sin GT et I = —sin0i + cos Gf.

Equation d’'une courbe dans deux repere

Soit C¢ la courbe représentative de f dans le repere (O;f;f). M(x;y) € Cs & y = f(x) & bX+cY = f(aX+cY).
Suivant Uexpression de f, il peut ne pas étre possible d’exprimer Y en fonction de X.

Exemple : Soit f : x — x% Soit Cf sa courbe représentative dans le repére (O;f;f). Posons : [ = f—i—; et
[=—{+j.

Ces deux nouveaux vecteurs ne sont pas colinéaires, et :

Mxy) €Crey=x>X+Y=X=-Y?a Y- 2X+1Y+X2—X=0.

La parabole d’équation y = x? dans le premier repére a pour équation Y? — (2X +1)Y + X% — X = 0 dans le
second. Dans ce cas, elle n'est plus la courbe représentative d'une fonction et correspond a la réunion de

10



courbes de deux fonctions.

1.13 Fonction majorée, minorée, bornée

Définition 1.14. Soit A une partie de R.
* A est majorée par le réel M si : Vx € A, x < M. M est un majorant de A.
e A est minorée par le réel m si : Vx € A, m < x. m est un minorant de A.
Tout réel supérieur a M est majorant de A ; tout réel inférieur & m est minorant de A.
e M est le maximum de A si M est un majorant de A et appartient a A : on le note max A.
e m est le minimum de A si m est un minorant de A et appartient a A : on le note min A.
Un ensemble majoré n'a pas toujours de maximum.
e On appelle borne supérieure de A le plus petit des majorants de A, on le note sup A.
Vx e A, x <1 Vxe A, x<r

= ﬁ{ Vs e R, [(Vx € A,x <8) =1 < 5] (:){ Ve>0,Ix e A,r—e<x<T
e On appelle borne inférieure de A le plus grand des minorants de A, on le note inf A.

. Vxe A, x> Vxe A, x>
T = infA <:>{ Vs e R [(Vx € A, x > s) = 1 > 5] <:>{ Ve>0,Ix e A,r<x<T+¢
Exemple :
Soit A ={x € R /x? < 2}. Montrer que A est majorée par V2, que V2 est la borne supérieure de A mais que
A n’a pas de maximum.
Remarque : Si max A existe, alors max A = sup A.

Théoreme 1.4. ¢ Toute partie non vide et majorée de R possede une borne supérieure.
e Toute partie non vide et minorée de R possede une borne inférieure.

Définition 1.15. Soit f une fonction définie sur un ensemble D. Soit A une partie de D.

o f est majorée sur A si {f(x),x € A} est majoré, c’est-a-dire si AM € R,Vx € A, f(x) < M.

o f est minorée sur A si {f(x),x € A} est minoré, c’est-a-dire si :3m € R,Vx € A, f(x) > m.

o f est bornée sur A si {f(x),x € A} est borné, cest-a-dire si :AM € R,dm € R,Vx € A, m < f(x)
Dans ce cas : Ik € R,Vx € R, |f(x)| < k.

o f admet un maximum relatif (ou local ) en xo de D s'il existe un voisinage V de xy, tel que :Vx € V, f(x) < f(xo).
o f admet un minimum relatif (ou local ) en xo de D s'il existe un voisinage V de xo, tel que :Vx € V, f(xo) < f(x).

N

M.

1.14 Opérations sur les fonctions

Définition 1.16. Soient f et g deux fonctions définies sur le méme ensemble D.

Somme La fonction f + g est définie sur D par :Vx € D, (f + g)(x) = f(x) + g(x).

Produit La fonction f x g est définie sur D par :Vx € D, (f x g)(x) = f(x) x g(x).

Produit par un scalaire Soit A un réel. La fonction Af est définie sur D par : Vx € D, (Af)(x) = A x f(x).
Inverse On appelle zéro d'une fonction f tout réel x de D tel que f(x) = 0.

Soit A l'ensemble des zéros de f. (A = f71(0)).

1 1 1
La fonction F est définie sur D — A par :Vx € D — A, (;) (x) = ol

Composée ou produit de composition

Soit f une fonction définie sur Dy telle que g soit définie sur f(D¢) (donc : f(D¢) C Dg).

On définit la fonction g o f par : Vx € Dy, (g o f)(x) = glf(x)].

Le produit de composition n’est pas une opération commutative car en général : gof # fo g.
Par contre, ce produit est associatif :

Si ho(gof)existe, alors :ho(gof)=(hog)of=hogof.

Remarque : Si f est bijective de A sur B, flof=1da et fof!=Idg.
f est une involution de A si et seulement si : fof =1Ida.

1.15 Exercices

Exercice 2. Montrer qu'un application strictement monotone sur un intervalle I est injective de I dans R.
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. ax+b
Exercice 3. Montrer que la fonction f:x — +
cx+d

e ad—bc#0

est bijective d'un ensemble A sur un ensemble B a déterminer. Expliciter alors (f /A)_l.

Exercice 4. Soit f : x — x> +4x —3. Montrer que f/1—ooi—2) €8 T/[_2.1 00 SONL des bijections sur des ensembles
a définir. Préciser dans chaque cas l'application réciproque de ces restrictions.

, ol a, b,c et dsont des réels tels que : * ¢ #0

Exercice 5. Soit f:x +— m Déterminer son ensemble de définition et son image.
x—1—

1
- . sin 7tx . T S e s .
Exercice 6. Préciser si les fonctions suivantes sont injectives, surjectives bijections de A sur B a déterminer.
fix—vx+3; g:x— Vx2+2x; hix— [x—1+[x+2[+3x—1
Exercice 7. Montrer que la fonction sinus est T-périodique si et seulement si cosT =1et sinT = 0.
Exercice 8. Montrer que la fonction f:x — x — E(x) est 1-périodique et que l'ensemble de ses périodes est
7.
Exercice 9. On appelle fonction caractéristique d’'une partic A de R l'application xa définie par :

Yx € A,xalx)= 1
¥x ¢ A,xalx)= 0

Montrer que l'ensemble des périodes de la fonction caractéristique de Q est Q.

Méme question avec f:x +—

2 -
Exercice 10. Soit C la courbe déquation x> — —=y —y% + v3x +y + 1 = 0 dans un repére (O;i;j). On

V3

considere le repere (O;f; T) déduit du premier repere par la rotation de centre O et d’angle 0[27].
1. Exprimer Iet Ten fonction de 1 et f puis les coordonnées (x;y) d'un point M dans le premier repere
en fonction des coordonnées (X;Y) du point M dans le second repere.
2. Justifier que I’équation de C dans le second repere est :

1 1 2
X2 (cos 20 — —sin 29) +Y? (— cos20 + — sin 26) +XY (—— cos 20 — 2sin 29) +X(v/3cos 0+sin0)+
NG NG 3 ( )

Y(—/3sin 0 +cos0) +1=0.
3. En déduire que cette équation peut se mettre sous la forme aXY + bX +cY + d = 0 si et seulement si
tan 20 = /3.
En déduire dans ce cas une valeur de 0 et l'équation de C dans le repere (O, f, _').
4. Reconnaitre C et montrer quelle a un centre de symétrie dont on donnera les coordonnées dans le
premier repere.
X . .
Exercice 11. Soit f et g deux applications de N dans N définies par f : x — 2x et g: { X 2 St est palr
x — 0 si x est impair
1. f est-elle injective ? est-elle surjective de N sur N ?
2. g est-elle injective ? est-elle surjective de N sur N?
3. Déterminer g o f.
En déduire que g o f = Idy n'implique pas que f est bijective, ni que f~! = g.
4. Montrer que si f est une application de A dans B, g une application de B dans A telles que gof = Ida
et fo g =1dsg, alors f est bijective de A sur B et f~1 =g.

Exercice 12. Soit f:x — |x — 3|+ |x + 3| — x%. Montrer que f est paire, majorée et non minorée.

38 47
Exercice 13. Montrer que la courbe déquation d’équation y = 9x> + 15x* + 12x3 + §x2 + ?X + 57 admet

un centre de symétrie.
Exercice 14. Etudier les fonctions suivantes et tracer leur courbe représentative :

fix— (—DE(x —E(x)), g:x— ExX?) et f:x— E (%) -

2 Limite d’'une fonction. Continuité

2.1 Limite finie en un point x, de R
2.1.1 Définitions
Soit f une fonction définie au moins sur un ensemble D de la forme ]xg — h;xg + h[ ou Jxo — h;xo[ ou

Ixo — hyxo[Ulxo;x0 + h[ ou [xg;x0 + h[ ou ]xg — h;xo[ ou ]xg;xp + h[ ot h est un réel strictement positif.
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Définition 2.1. Un tel ensemble D est appelé voisinage de xo.

Un intervalle I est par conséquent un voisinage du réel x¢ s'i est de la forme : ]xo — h;xo + h[ ou Ixg — h; xol
ou [xg;x0 + h[ ou ]xg — h;xol ou Jxp;xp + h[ ot h est un réel strictement positif.

Définition 2.2. On dit que f a pour limite le réel { en xq si |f(x) —{| peut étre rendu aussi petit que l'on veut
lorsque x se rapproche de xg, c’est-a-dire lorsque |x — x¢| est suffisamment petit. Autrement dit :

Ve >0,dx>0,Vx €D, [x —xo| < ax = |f(x) —{| <.

On note alors lim f(x) =€ ou limf(x) ={ ou f(x) — ¢
X—X( X0 X—X0

2.1.2 Propriétés

Théoreme 2.1. Les fonctions x — x™ avec n € N* et x — +/x ont pour limite 0 en 0.

Proposition 2.1. 1. Si f a une limite en xg, cette limite est unique.
2. Silimf(x) =€ alors lim|f(x)| = |{| .
X0 X0

2_1
La réciproque est fausse! Soit f : x — |);—1| f est définie sur D =R —{1} et Vx € D, |f(x)| = |x +1].

Donc li{n |f| = 2 mais f n’a pas de limite en 1.

3. Si f a une limite finie en xo, T est bornée au voisinage de xy.

4. Sif a une limite finie £ non nulle en xq, f garde un signe constant au voisinage de xo qui est le signe de
L.
Remarque fondamentale :
Il n’est pas nécessaire que f soit définie en xo pour avoir une limite finie en xq.

Exemple :
2

fixm— x : f n'est pas définie en 0 mais li(gnf =0.
X

Par contre, si f est définie en x( et si f posséde une limite finie £ en xq, alors nécessairement : £ = f(xg).
On dit alors que f est continue en x.

Théoreme 2.2. Théoremes de comparaison

1. Théoreme des gendarmes S'il existe deux fonctions g et h de méme limite finie { en xo, et si :
Vx € D, g(x) < f(x) < h(x),

alors f a une limite finie en xg et : limf = {.
X0

2. Si f et g sont deux fonctions telles que :

Vx € D, f(x) < g(x) et limf=1¢ et limg=1{,
X0 X0

alors £ < 0.

Remarquer qu’il y a affaiblissement des inégalités : l'inégalité concernant les fonction est stricte;
alors que celle concernant les limites est faible.

2.1.3 Exemples de fonctions continues

1. La fonction f:x — /x est continue en tout point de R*.
(@) Sixg=0, l'L(gn\/i =0="1(0) : f est continue en 0.

() Soit xg > 0.  est définie sur un intervalle I de la forme ]xg—h;xo -+ hl[, h étant un réel strictement
positif.
3X()

Par exemple, f est définie sur ]%; - [ en ayant posé h = %-
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[x — xo] [x — xo]

NN VA

Vx € L, [f(x) — f(xo)| = |

. x=x
Or : lim | ol
X0 ‘\/zo‘
2. La fonction f:x — sinx est continue en tout point de R.
(@) Soit xg = 0.

=0, donc lim/x = /xo = f(xo).
X0

Vx € }—g;g{, 0 < Jsinx| < |x|.
Donc li(gn sinx =0 = f(0) : f est continue en O.

() Soit xg # 0. f est définie sur un intervalle I de la forme ]xo —h;xo + hl[, h étant un réel strictement

positif.
X+Xo . X—X . X —X
Vx € 1, [f(x) — f(xo)| = 2|cos % sin 0l < 2lsin =291,
2 2 2
. . X—Xo . . . . . .
Or, lim |sin 7 = 0 car la fonction sinus est continue en 0. Donc : limsinx = sinxg = f(xg).
X0 X0

3. Une fonction polyndme f : x — apx™ + AnoX™ 14 - 4+ ax + ag, avec an # 0 est continue en tout
point de R.

Soit xg € R.  est définie sur un intervalle I de la forme ]xo — h;xo + h[, h étant un réel strictement
positif fixé.

Vx € R, |f(x) —f(xo)| = |(x —x0)g(x)|, ot g est une fonction polyndéme de degré n — 1. Posons par
exemple :
g:x— anXx™ T4+ b x4+ £ box + by

Il existe deux réels m et M tels que : Vx € [, [x| <m
et, via l'inégalité triangulaire :
vx € 1, |g(x)| < lanlx™ !+ [bn_tlx™ % + - -+ + [ballx| + [bi] < M.

Remarques : m = max(|xo — h|;|xo + h|). Le réel M est fonction de m et des coefficients de g.
Donc : Vx € I,0 < [f(x) — f(xp)] < M|x —xq| et par conséquent : lim f(x) = f(x).
X0

2.1.4 Prolongement par continuité

Définition 2.3. Si f n'est pas définie en xg et si f possede une limite finie £ en xg, on peut alors prolonger f en
xo en définissant la fonction g par :

Vx € Dy, g(x) = f(x) et g(xo) = L.

g est continue en xo car : l'g(m g= li;(mf ={ = g(xo).
g est le prolongement par ccgntinuité’) de f en xg.
Exemple : .
La fonction f:x — % définie sur R* se prolonge par continuité en 0. En effet :

Tt .
Vx € [O; E} , sinx < x <tanx , donc :

VE]OH[1<X< ¢ 't’Ve}nn[1<X<1
X = _ et par parité : Vx € |—=: = -
210" S sinx. S cosx o PATP 2°21 7 T sinx " cosx
) CTsi
Par conséquent : ltgn — =1
X

N . sinx . o
Le prolongement par continuité en 0 de la fonction f: x — — est la fonction g définie par :

vx € R*, g(x) = SL:X et g(0) =1
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2.2 Limite a droite en un point x, de R. Limite a gauche en x,

2.2.1 Définitions

Définition 2.4. On dit que f a pour limite a droite en xo le nombre réel { si la restriction de f a DN]xg;+ool a
pour limite £ en x.
On note alors lim f(x) =foulimf(x) =Lou f(x) — Lou lim f(x)=41

x—»x(f xgr x~>x0+ X — X0

X > X0

Remarque importante Si f est définie en xg, on n’a pas nécessairement { = f(xg).

Définition 2.35. e« Si f est définie en xg et si lirp f = f(xo), on dit que T est continue a droite de x.
X0
e Si f est définie en xq et si limf =+ f(xo), on dit que f n’est pas continue a droite de xy.
X0

Définition 2.6. On dit que f a pour limite a gauche en xo le nombre réel { si la restriction de T & DN] — 0o; xol
a pour limite £ en xg.
On note alors lim f(x) =foulimf(x) =Lou f(x) — Lou lim f(x)=41
B, * = X — X
X < Xg

Exemple : f:x — [x] : lin11 f(x) = 0 # f(1). La fonction partie entiere n'est donc pas continue a gauche de
xX—1
1.

Définition 2.7. o Sif est definie en x¢ et si imf = f (x0), on dit que f est continue a gauche de xo.

&y

e Si f est définie en xq et si limf # f(xg), on dit que f n’est pas continue a gauche de xy.
Xo

2.2.2 Prolongement par continuité a gauche ou a droite

2

—1
Exemple Soit f:x+— h La fonction f est définie sur R — {1}.
. f fix)=—x—1six<1
Ecrivons f(x) sans employer les valeurs absolues : { fx) = x+1six>1
l}mf =—2et l}mf =2.
Il est donc possible de définir :
e le prolongement par continuité a gauche g; de f :

gi(x) =—x—1six<1

. . . =—x—1six<1
: = 1 1 ' S : 91(x) x4 =
g1 giﬁc}) = i; st x > que l'on peut aussi écrire g { gix) =x+1six>1
¢ le prolongement par continuité a droite gz de f :

ga(x) =—x+1six<1 () = —x—1six<1
gz : g2(x) =x+1six>1 que lon peut aussi écrire gy : { 921x) = .

gs(1) = 2 g2(x) =x+1six>1

Théoreme 2.3. Si f nest pas définie en xo :

limf={& limf=Llimf =~
X0 — -+

X, X

0 0

Théoreme 2.4. Si f est définie en xg :
® si lirrtf Z#limf, f n'apas de limite en x.
Xo X
® si lir+nf =limf ={#f(xg), fnapasde limiteen xo.
Xo Xy
o si l'LYIlf =limf,=f(xo), f aunelimite en xo qui est égale a f(xo) et donc est continue en xo.

Xo X0

Définition 2.8. On dit qu'une fonction f est continue sur un intervalle 1 si elle est continue en tout point de 1.
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3 Extension de la notion de limite

3.1 Limite finie d’'une fonction en +co ou —oco

3.1.1 Définitions

Soit f une fonction définie au moins sur un intervalle de la forme ]a;+ool avec a > 0 (resp. sur ] — oo; b[
avec b < 0).

Définition 3.1. f a pour limite le réel £ en +oo (resp. vers —oo) si le réel |f(x) — {| peut étre rendu aussi petit
que l'on veut lorsque x tend vers +oo (resp. vers —oo), c’est-a-dire si :

Ve > 0, A > 0, Vx €]a;+oo[, [x > A = |f(x) —{| < ¢€].

resp :
Ve > 0, JA > 0, Vx €] — oo; b, [x < —A = |f(x) — ] < €].

On note alors :

e Pour les limites en +oo : lim f(x) =L oulimf(x) ={ou f(x) — (.
X—+00 +00 X—+00

e Pour les limites en —oo : lim f(x) =L oulimf(x) ={ou f(x) — (.
X——00 —o0 X——00
Remarque Nous avons les définitions équivalentes :
f a pour limite le réel £ en 4oco (resp. vers —oo) si :
Ve > 0, 3A > 0, Vx €]a;+ool, [x > A = [f(x) — {| < €]

resp :
Ve >0, A >0, Vx €] —oo;b[, [x < —A = |f(x) — {] < €l

Théoreme 3.1.

* Les fonction x — — avec n € N* ont pour limite 0 en +oo et en —oo.
X

, 1 -
e La fonction x — — a pour limite 0 en +ooc.

/X

Démonstration . Claire $

3.1.2 Propriétés

Théoreme 3.2. Théoreme de comparaison S’il existe un réel A strictement positif, un réel £ et une fonction
& de limite nulle en 400 (resp. en —o0) tels que :

Vx €]la;+ool, [x > A = [f(x) — | < d(x)]

resp :
Vx €] — oo; b, [x < —A = |f(x) — ] < d(x)]

alors f a pour limite { en 400 (resp. en —o0).

___
Exemple
. nx . . , - . . .
Soit f:x — ——- La fonction sinus n’a pas de limite ni en 400 ni en —oo mais :
X

1
vx € R, [f(x)] < =
x|
Ceci permet de conclure que f posséde une limite en +oo ainsi qu'une limite en —co avec :

limf =0 et limf=0.

—00 +o0o

Théoreme 3.3.
1. Une fonction croissante et majorée sur ]a;+oo[ avec a > 0 posséde une limite finie en +oo
2. Une fonction décroissante et minoré sur ]a;+ool avec a > 0 possede une limite finie en +o0o
3. Une fonction croissante et minorée sur ] — oo; b[ avec b < 0 posséde une limite finie en —oo

4. Une fonction décroissante et majorée sur ] — oo;b[ avec b < 0 posséde une limite finie en —oo

16




3.2 Fonction de limite +oco en x(, a droite en x;, a gauche en xg

Soit f une fonction définie au moins sur un ensemble D de la forme ]xg — h;xo + h[ ou ]xo — h;xo[ ou
Ixo—h; x0[Ulx0; xo+h[ ou [xg;xp+h[ ou Jxo—h;xo[ ou ]xg; xo-+h[ olr h est un réel strictement positif, sauf en x,.
Définition 3.2. 1. On dit que f a pour limite +oco en x¢ si f(x) peut étre rendu aussi grand que l'on veut
lorsque |x — xo| est suffisamment petit, c’'est-a-dire si :

VA >0, Ja > 0,Vx € D, [|[x — x| < a« = f(x) > A]

On note alors lim f = +o0o ou lim f(x) = +o0 ou f(x) — +oo.
X0 X—X( X—rXo

2. On dit que T admet +oo pour limite a droite en xg (resp. a gauche de xg) si la restriction de f a Ixg;+oo[
(resp.a ] — 0o;xgl) a pour limite +oo en xg.
On note alors pour la limite a droite en xg :

lim f(x) = +oco0 ou limf(x) = +c0 ou f(x) — +ooou lim f(x) = +oco.
x—xy" X, x—x X — Xo

X > Xo

3.3 Fonction de limite —co en x(, a droite en x(, a gauche en xg

Soit f une fonction définie au moins sur un ensemble D de la forme ]xg — h;xo + h[ ou ]xo — h;xo[ ou
Ixo—Mh; x0[Ulx0; xo+h[ ou [xg;xp+h[ ou Jxo—h;xo[ ou ]xg; xo-+h[ olt h est un réel strictement positif, sauf en x,.
Définition 3.3. 1. On dit que f a pour limite —co en xq si f(x) peut étre rendu aussi petit que l'on veut
lorsque |x — xo| est suffisamment petit, c’'est-a-dire si :

VA >0, Ja > 0,Vx € D, [|[x —x¢| < &« = f(x) < —A]

On note alors limf = —oo ou lim f(x) = —oo ou f(x) — —oo.
X0 X—X( X—rXo

2. On dit que f admet —oo pour limite a droite en x¢ (resp. a gauche de xg) si la restriction de f a Ixg;+oo[
(resp.a ] — 0o;xgl) a pour limite co en x.
On note alors pour la limite a droite en xg :

lim f(x) = —co ou limf(x) = —co ou f(x) — —ococou lim f(x) = —oo.
x—xy" X, x—x" X — Xo
X > Xo
et pour la limite a gauche : lim f(x) = —oo ou limf(x) = —co ou f(x) — —occou lim f(x) = —o0.
X=X, Xy X=X, X — Xo
X < Xo

Théoreme 3.4. f admet —oco pour limite a droite en xg si et seulement si —f admet +oo pour limite a droite
en Xo.

3.4 Fonction de limite +co en +oco (resp. en —oo)
Soit f une fonction définie au moins sur un intervalle de la forme Ja;+oco[ avec a > 0 (resp. sur ] — oo; b[
avec b < 0).
Définition 3.4. On dit que f a pour limite +0co en +oo (resp. en ] — oo[) si f(x) peut étre rendu aussi grand
que l'on veut lorsque x est suffisamment grand (resp. petit), c’es-a-dire si :

VA > 0,3B > 0,Vx > a,[x > B = f(x) > A]
resp :
VA > 0,3B > 0,Vx < b, [x < —B = f(x) > A]

Les notations suivent ici aussi le méme modele que précédemment : lim f(x) = +oo...
X—+00

Théoréme 3.5. Les fonctions x — x™, n € N* et x — /x ont pour limite +oo en +oo.

17



3.9 Fonction de limite —oco en +oco (resp. en —oo)

Soit f une fonction définie au moins sur un intervalle de la forme Ja;+ocol avec a > 0 (resp. sur ] — oo; b[
avec b < 0).

Définition 3.5. On dit que f a pour limite —co en +oo (resp. en —oo) si f(x) peut étre rendu aussi petit que
l'on veut lorsque x est suffisamment grand (resp. petit), c’es-a-dire si :

VA > 0,3B > 0,Vx > a,[x > B = f(x) < —A]

resp :
VA > 0,3B > 0,Vx < b, [x < —B = f(x) < —A]

Théoreme 3.6. f admet —oco pour limite en +oo si et seulement si —f admet +oo pour limite en +oo.

3.6 Propriétés des limites infinies

Théoreme 3.7. Théoremes de comparaison

1. S'il existe une fonction g telle que :
e il existe un voisinage de xo (ou de —oo ou de +o00) sur lequel on ait : f >gouf > g
e limg = +oo (resp. limg = +o0 )

X0 —00

Alors f a pour limite +00 en x¢ (ou en —oo ou en +0o0o).

2. S'il existe une fonction g telle que :
e il existe un voisinage de xo (ou de —oo ou de +o00) sur lequel on ait : f < gou f< g

e limg = —oo (resp. limg = —oo
X0 —0o0

Alors f a pour limite —oo en x¢ (ou en —oo ou en +00).

Théoréme 3.8. 1. Une fonction croissante et non majorée sur]a;+ool, a > 0 a pour limite +oco en +oo.
2. Une fonction croissante et non majorée sur |a;b[ admet +oo a gauche en b

3. Une fonction décroissante et non minorée sur la;+ool, a > 0 a pour limite —oo en +oo

4. Une fonction décroissante et non minorée sur ]a;b[ admet —oo pour limite a gauche en b

4 Opérations sur les limites

Les tableaux suivants sont valables pour les limites en xg, a droite et a gauche en xg, en +o0o et en —oo.

Somme
lim f { { { +00 | —00 | +00

lim g ¢ +00 | —00 | +00 | —00 | —00
lim (f+g) | £+¢' | 400 | —0c0 | +o0 | —c0 | ?

Produit
lim f C [L>0[{0>0[L<0]|f<0[€=0]|0=0]+00 | —00 | +0
limg | ¢ | 400 | —00 | 400 | —00 | 400 | —00 | 400 | —00 | —00
lim (fg) | €' | 400 | —00 | —00 | +o0 ? ? +o0o | 400 | —o0
Inverse
limf | ££0 | Oetf>0|0etf<O
.1 |
lim I 7 +o00 —00




Quotient
lim f { (#£0 (#£0 foo | O €00 €00
e e{-1;1} ee{-11 |
limg | ¢'#£0 Oetg>0 Oetg<O too| 0 [Oetg>0 Oetg<O
au voisinage au voisinage au voisinage au voisinage
de xo de xo de xg de xg
T [4
lim — v +oo si >0 —oco st >0 FI | FI €00 —€£00
—ocosil<0 +oosil<0
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Deuxieme partie
Dérivation

Dans tout ce qui suit, f désigne une fonction définie sur un intervalle I voisinage d'un réel x(, contenant
X0-

1 Dérivée en un point. Fonction dérivable

1.1 Définitions

1.1.1 Développement limité d’ordre 1

Définition 1.1. Une fonction f admet un développement limité d'ordre 1 au point xo s'il existe un réel A et
une fonction ¢ définie sur 1 tels que :

Vx € 1, f(x) = f(xo) + Alx —x0) + (x — x0)e(x), avec lim ¢(x) = 0.
X—X0

Ce qui peut s’écrire aussi en posant x =xg + h :
f(xp + h) = f(xo) + Ah + he(h)avec }llm% e(h) =0.
—

Définition 1.2. L’application affine x — f(xo) + A(x — xo) est appelée fonction tangente a f en xo.
Exemples :
e f:x — x? admet un développement limité & U'ordre 1 en 2, car :
Vx € R, f(x) — f(2) = (x — 2)(x + 2) soit : Vx € R, f(x) = f(2) +2(x — 2) + (x — 2)x.
Doncici : A =2 et ¢:x +— x. La fonction tangente correspondante est
¢ Toute fonction affine f:x — ax + b posséde un développement limité d’'ordre 1 en tout point xo de R :
Vx € R, f(x) = f(xo) + a(x — xo)-
Doncici: A=aete:x— 0.
e La fonction x — +/x ne posséde pas de développement limité a l'ordre 1 en 0.

En effet, nous aurions : Vx €]0; +ool, e(x) = g
1
Or lim g(x) = lim — = 400, ce qui contredit donc la définition de e.
x—0+ x—0-+ \/>_c
Remarque : Exemple d’'un développement d’ordre 2
Vx € R* _l—cosx 1

Soit ¢ la fonction définie par xeRY, elx) = N )

e(0)=0

. R . . l—cosx 1 .
Cette fonction possede une limite nulle en O car lm}) —2 —3 Elle est donc continue en O et :
X— X
1
Vx € R, cosx =1— =x% 4+ x%¢(x) avec lim g(x) = 0.
2 x—0

Cette égalité est le développement limité d’ordre 2 de la fonction cosinus en 0, car l'exposant de (x — xg)
dans le dernier terme est égal a 2.

1.1.2 Fonction différentiable- Nombre dérivé

Définition 1.3. Une fonction f est différentiable-ou dérivable- en xo si et seulement si la fonction x +—
f(x) —f(x . . .
M possede une limite finie en xo.
X —Xo

Théoreme 1.1. La fonction f est différentiable en x¢ si et seulement si elle y admet un développement limité
dordre 1.

Démonstration . Si f est dérivable en xq, alors :

vx €1, f(x) = f(xo) + A(x —x0) + (x — x0)e(x), avec lim ¢(x) = 0.
X—X0
fix) —f f(x) —f
Soit : M = A + ¢(x) et donc : lim M =A.
X — X0 X—X0 X — X0
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1.2 Fonction dérivée

Définition 1.4. On dit quune fonction f est dérivable sur un intervalle ouvert 1 si et seulement si elle est
dérivable en tout point de 1.

On appelle alors fonction dérivée de T et on note f’, lapplication de 1 vers R, qui a tout réel x de 1 associe le
nombre dérivé au point x :

f': I—>R
x = f'(x)

. s . . df
Notation différentielle : On note aussi : f' = v

Définition 1.5. On dit qu'une fonction f est dérivable sur un intervalle [a;b] si et seulement si elle est dérivable
sur ]a; b[, dérivable a droite au point a et dérivable a gauche au point b.

Exemples

¢ Toute fonction polynomiale est dérivable sur R.

¢ Les fonctions cosinus et sinus sont dérivables sur R.

¢ La fonction valeur absolue est dérivable sur R* et sur R* .

e La fonction racine carrée est dérivable sur ]0;+oo[.

¢ Une fonction rationnelle est dérivable sur tout intervalle sur lequel elle est définie.

lTheoreme 1.2. Toute fonction dérivable continue sur un intervalle 1 y est continue.

Remarque : La réciproque est fausse! La fonction valeur absolue est continue sur R mais n 'y est pas dérivable!

2 Dérivée d’'une fonction réciproque

Nous admettrons le théoréme suivant :

Théoreme 2.1. Soit f une fonction dérivable et strictement monotone sur un intervalle |a ;bj.
Sa fonction réciproque ! est dérivable en tout point yo = f(xo) de f <]a;b[> tel que f'(xo) # 0 et :

1

—1y7 _ .
R G

Remarque Si f'(x¢) = 0, alors f~! n'est pas dérivable en yo mais la courbe représentative de f~! posséde une
demi-tangente paralléle & U'axe des ordonnées au point de coordonnées (yo;f!(yo).

Afin d’étudier 'ensemble de dérivabilité de f~! il convient donc dans lordre :

¢ De résoudre ’équation f’(x) = 0.

e De déterminer I'mage par f des solutions ainsi trouvées.

f~! est alors dérivable sur lintervalle f <]a;b[> dont on aura exclu les images trouvées ci-dessus.

3 Accroissements finis

3.1 Théoreme de Rolle

Théoreme 3.1. Soit f une fonction définie sur intervalle [a ;b] avec a < b, telle que :
e continue sur [a;b];

e dérivable sur Ja;b[;

. fa)= fb).

Alors, il existe un réel c de Jab[ tel que f( c) =0.
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Remarque : Ce théoréme assure l'existence mais pas l'unicité d'un tel réel comme le montre la figure
ci-dessus.

3.2 Inégalité des accroissements finis

Théoreme 3.2. Soit f une fonction dérivable sur un intervalle 1. Sl existe deux réels m et M tels que
m < f/ < M sur 1, alors pour tous réels a et b de I avec a < b :

m(b—a) < f(b) —f(a) < M(b—a).

Démonstration . Soit g la fonction définie sur 1 par g(x) = Mx —f(x). Alors g est dérivable sur 1 et pour tout
xdel:g’'(x) =M—f'(x). La fonction g’ est donc positive sur 1.
La fonction g est donc croissante sur 1 :

V(a,b) € I?,a < b= g(a) < g(b).

Ce qui implique :
V(a,b) € I?,a < b => Ma — f(a) < Mb — f(b),

et donc finalement :
V(a,b) € I2,a < b = f(a) — f(b) < M(b—a).

L’autre inégalité se démontre de méme en utilisant la fonction h définie sur I par h(x) = mx — f(x). $

Corollaire Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I. S’il existe un réel M tel que |f'| < M sur I,
alors :
Y(a,b) € I%,[f(a) — f(b)| < M |b—a].

Remarquons que l'inégalité est vraie, que a < b ou a > b.
Exemple

Y(a,b) € R?, |sina —sinb| < [b —al.

3.3 Exercices

Exercice 135. Soit f une fonction définie sur R.
On sait seulement que f(0) =0 et que :
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1. Dresser le tableau de variation de f. En déduire le signe de f.
2. Montrer que :
vx € R0 < f'(x) < 1.
3. Soit x un réel positif. En utilisant 'inégalité des accroissements finis sur [0;x], montrer que 0 < f(x) < x.

Exercice 16. Appliquer l'inégalité des accroissements finis a la fonction x — +/x sur lintervalle [10000;10001]
et en déduire un majorant de l'erreur commise en remplagant 1/10001 par 100.
Exercice 17. Montrer en utilisant l'inégalité des accroissements finis :

V“ENZW vn ﬁ\ﬁ'

Exercice 18. f est une fonction définie et dérivable sur un intervalle [b;+ool tel que :
Ja > 0,¥x > b, f'(x) > a.

1. Montrer que pour tout x de [b;+oo[ : f(x) > a(x —b) + f(b).

2. En déduire la limite de f en +oo.
1
Exercice 19. Soit u la suite définie sur Npar up =2 et Vvn € N, u,; =eln,
1. Soit f l'application de R* dans R par f(x) = ex.
(a) Déterminer f’ et f”.

() Etudier le sens de variation de f.

3
2. Montrer que L'équation f(x) = x admet une solution unique L strictement positive. Justifier que L €] > 2.

3. (a) Tracer, dans un repere orthonormé, la courbe représentative C de f.
(b) Représenter graphiquement les premiers termes de la suite u.
4. (a) Montrer que : Vn € Nyu, € [%;2].
(b) Montrer que : ¥x € [3;2], 4% < f/(x) < —Ler.
(¢) En déduire qu'il existe k dans ]0;1[, tel que : Vx € [2;2], |f'(x)| < k.
(d) Montrer que, pour tout entier naturel n, on a : |un+1 -1 <klu, —1].
(e) Montrer que la suite u converge vers L.

(f) Montrer, en utilisant les variations de f, que les réels |uni1—L| et |[un —L| sont de signes
contraires. En déduire que pour tout n entier naturel, L est compris entre u, et wny1.
En justifiant la méthode utilisée, donner une valeur approchée de L a 1072 pres.

3.4 Une application de l'inégalité des accroissements finis : demi-tangentes a une
courbe

Théoreme 3.3. Soit f une fonction définie et continue sur un intervalle [a ;b] (a<b) et dérivable sur ]a ;b[.
Si ' admet une limite finie a droite £ en a, alors f est dérivable a droite en a et :

fila) =12

Démonstration . f' admet une limite { & droite de a, donc :
Ve > 0,3 > 0,Vx €]la;bl, [x —a| < a = |[f'(x) — €] < e.

Posons alors b’ = inf(a;b — a). f’ est alors bornée sur ]a;b’[ par L — ¢ et L + ¢.
1l est donc possible d'appliquer linégalité des accroissements finis a la fonction f sur tout intervalle [a,x] ot x
appartient a Ja;b’[. Ce qui donne :
f(x) —fla
vx €la;b’[[{—e < fx) — fla) <{+e.
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Au final nous avons donc :

f(x)—f
Ve > 0,3b’ > 0,Vx €la;bl,[x —a| < b' = ‘(Xx)fa(a)—é} <ce

cest-a-dire :
. f(x)—"f(a)
lim —

x—at X—a

={.
cest ce qu'il fallait démontrer. $

Exemple f est la fonction définie sur R™ par x — ]xz — 4].
Nous avons :
e ¥x € [0;2], f(x) =4 —x? et : ¥x € [0;2], f'(x) = —2x. Donc : lim f/(x) = —4.

X—2—
o Vx € [2; 400, f(x) =x% —4 et : Vx € [2;400], f'(x) = 2x. Donc : l'LrgL+ f'(x) = 4.
X—
La courbe représentative de f admet donc au point A(2;0) une demi-tangente a gauche de coefficient directeur
—4 et une demi-tangente a droite de coefficient directeur 4 .
A est un point anguleux.

Remarque importante La réciproque fausse, c’est-a-dire que f peut étre dérivable en a sans que f’ ne posséde
une limite en a.
Exemple

1 .
f(x) = xzsm; six #£0
f(0) = 0
f est continue sur R. Pour s’assurer de sa continuité en 0, qui seule pose probléme, nous pouvons remarquer
que : Vx € R*, |f(x)| < x%, ce qui implique que f a une limite égale & 0 en 0.
D’autre par , f est dérivable sur R* et :

Soit la fonction définie sur R par {

1 1
¥x € R*, f'(x) = 2x sin — — sin —-
X X

. .1 . . A G . )
La fonction x — 2x sin — possede une limite nulle en 0, alors que x — sin — n’en possede pas. Par conséquent,
X X
f’ n’a pas de limite en 0.
Par contre :

< x| = [imw

f(x) —f(0) _
‘ ’ x—0 x—0 =0

x—0

Par conséquent f est dérivable en 0 en f’(0) = 0.
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Nous admettrons le théoreme suivant, analogue au théoréme précédent :

Théoreme 3.4. Soit f une fonction définie et continue sur un intervalle [a;b] (a<b) et dérivable sur |a ;b.
Si ' admet une limite infinie a droite en a, alors f est dérivable a droite en a et :

f(x) —f
T OB
x—at XxX—a x—at

Interprétation graphique
La courbe représentative de f possede au point A(a;f(a)) une demi-tangente parallele a l'axe des ordonnées.
En particulier, f n’est pas dérivable au point a.

A

\
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Troisieme partie

Fonctions uV

1 Présentation

L'objet de cette section est de définir sous forme de questions les fonctions de la forme u” oli u et v désignent
deux fonctions définies sur un intervalle I de R. Nous connaissons déja les fonctions puissances de la forme
x — x™, n désignant un nombre entier relatif non nul.

En partant de la propriété :

ln a

Va>0,a=e
et en la généralisant, nous obtenons la définition suivante :

Définition 1.1. Soient u et v deux fonctions définies sur un intervalle I de R,
u étant strictement positive sur I.
La fonction v est définie par :

vx € I, (u)(x) = u(x)"™) = ev(¥) nulx),

2 Fonctions puissances

Définition 2.1. Soit x un réel donné. La fonction f est la fonction définie sur R* par :
Vx € R, fo(x) =x* = exnx,

1. Etude de fq.
Suivant les valeurs de «, étudier :
e la continuité de f (est-elle prolongeable par continuité en 07?);
e sa dérivabilité (on déterminera lexpression de f/ (x));
e les variations de fq ;
¢ sa limite en 400 (on étudiera en particulier les branche infinies). Construire la courbe representative
de fq.

2. Montrer que pour tout « diffférent de 0, f, admet une fonction réciproque a déterminer.

3 Fonctions exponentielles de base a

Définition 3.1. a étant un réel strictement positif, on appelle fonction exponentielle de base a, la fonction f,
définie sur R par :

Vx € R, fq(x) = a* =eXn¢,

1. Faire l’étude complete de f, sur R (cf. question 2.2).

2. Regles de calculs
Pour tous a et b réels strictement positifs et pour tous x et y réels, démontrer les égalités suivantes :

X aX

a 1 a\x
ax+y — axay axfy - afx I ax Yy — axy S (_)
ay ax (@) bx b
. . - . a® 3 . . . 3 [
3. Déterminer la limite en +oo du quotient —, a étant un réel strictement positif et o étant un réel
X

quelconque.

4 Autres fonctions

Etudier les fonctions suivantes
1. f:x— x*. Justifier la notation 0° = 1.
2. f:x = (lnx)*.
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9 Exercices

Exercice 20. Déterminer les limites suivantes :
1

1. Ui 1)* ; X
)Elir})(ll’t(?(“‘ ) , 3. )E% (cosx)s
. x+3\" lnx)™
2. lim < ) 4. lim (Inx) , M et p étant des rationnels positifs.
x—+o0 \ x —1 x—+o0 ePX
1
ln(1 x
Exercice 21. Soit f la fonction définie par : f(x) = (1 — H(T_:X)> .
1. Quel est I'ensemble de définition de f?
2. Etudier la limite de f en 1.
3. Montrer que Inf(x) = %(ln(l + h(x)), avec :
In(1+ x)
h(x) = ———.
In X

4. Etudier la limite de h en 0. En déduire la limite en 0 de In f(x) puis celle de f.

Exercice 22.
1. Démontrer que, quels que soient les réels positifs a et b, et quel que soit l'entier naturel non nul p :

P —k k—1
(a—b)=(av —b7)(}_ a7 b7 ).
k=1

2. Soit f la fonction définie par :

Etudier la limite de la fonction f en +oo.

3. Soit, pour n entier naturel supérieur a 2, la fonction f,, définie par :

folx) = (veosx —1)(Jcosx —1) ... ( {/cosx —1)
e *2n—2 ‘

Donner la limite de cette fonction en 0.

Exercice 23. Soit f la fonction définie par :
_1
f(x) = [x|¥.

Indiquer les intervalles sur lesquels f est continue.

Quelle est la limite de f en 07?

. Quelle est la limite de f en 1? Soit F le prolongement par continuité de f sur R*.
Quelles sont les limites de f en +o00 et en —oo ?

. Quelle est la dérivée de F?

. Etudier les variations de f.

N o U AW N

. Construire la courbe de F dans un repere orthonormé.
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Quatrieme partie

¢tude de fonction

1 Etude des branches infinies d’'une courbe

limf = +o0
+o0

[N

A 4

_f(x) n’a pas de
f f f
im > _ tim T _ g tim 1 _ o X
+oo X +oo X +oo X limite quand x
a#0 tend vers + oo
l 4
direction direction direction
asymptotique asymptotique asymptotique
xx’ vy y=ax
f(x) —ax
n’a pas de limite
lim f(x) —ax=Db lim f(x) —axX = +o0o quand xtend vers
+o00 +oo
+o0o
\ 4 \ 4 A
branche branche asymptote branche
asymptotique asymptotique oblique parabolique
xx’ xx’ y=ax+b y=ax

on ne peut
pas conclure
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2 Exercices

L f(x) =x3+3x—2; g(x) = éx4—2x2+2. h(x) =x%+|x —1|; d(x) = sup(—x +x? 4+ 5%, 2x3 +x).
2x— 3 k1 —2x X+ 4Ax+3. =2
2M0=50s =T MW ey TR
x3 —3x+2 ;1
3. f(X)—m, g( ) 3X+2 h(X)—X3+_ —X+\/X—
1 1 x—l—l \/x2—3x—|—2
4. f(x) = (x+ - —; yYr o orre
X X x+1 x—l x+1
X%+ 4 X%+ x| +1
5. f(x) = /]2 —x]; x)=x2—6x+5 h(x)=2 X)=_——1".
(0= VE=X: gl =2 te ey =
7
—1
6. f(x) =1—x)Vx+1L  g(x) :X\/;—H; h(x) = (=DFM (x — E(x)); $(x) =E(2x) —x;
1 1 3
7 f(x) = ———- g(x)=2x—1++vx—4;  h(x) =x+3+ ;V6x? + 24x; cb(x):L-
x —E(x) 2 (2x—1)®

8. f(x) =+/(x+1)2 +% g(x) = ¥/ (x —1)%(x + 2); h(x) = x + /x(2 —x); d(x) = sinx + v/3cosx.

— cos? = : _ 3 L3 ) = SOS3x
9. f(x) =cos*x. ¢g(x) =2cos3x+1; h(x) =3sin2x+2cos3x — 3; ¢(x) = 1T cosox
cos 3x cos® x 1—2sinx cos 2x
10. f(x) = ———; =——" - h - = .
() (cosx —1)2’ 9(x) (cosx —1)2’ () = V1+2sinx’ () sinx
1 sinx + cosx
1. f(x) =sin®’x—2 : =x —sinx; h(x) = —; TR
(x) =sin“x COSX; g(x) =x—sinx; (x) pr (x e
4 — 1 2
12. f(x) = M; g(x) = ,/w; h(x) = cos?x + sinxcosx; ¢p(x) = ﬂ~
2cosx 1+ cosx 1—2sinx
13. f(x) = tan% + sinx; g(x) =tanx + cosx.
Exercice 24. Résoudre :
1. In(150 — 25x — x2) = 31In(5 —x). 8. In(x:—1) > n(x—2)+1n(x—3).
2. 2In(3x —5) + In(10x — 4) = In(5x — 2). X +y? = 4a®
Xy+x+y = 2 "l Inx+lhy = 2ln3a—3In2
{ In(x+1) +Ilny—1 = 1 10. /Tnx > 2.kk (Inx)* —34(lnx)%? — 225 = 0.
4. In(150 — 25x — x?) = 3In(5 — x). 1. 2(Inx)® —3(Inx)?2 —3lnx+2=0.
5. vInx > 2. 12. (Inx)2 —(Inx2)—3=0.
6. In|2x+1| > 1. x+4y = 7
13
7 (Inx)(lny) = —10 Inx+Iny = In3—-1Ind
) Inx+lny = 3 14. xV* = (VX)X
Exercice 25. Trouver les ensembles de définition des fonctions suivantes :
1L x— lnx—l. 2. x = In(ln(lnx))).
Inx +1
Exercice 26. Calculer les dérivées des fonctions suivantes apres avoir donné leurs ensembles de définition :
f(x) = xlnx; g(x):ln’tang‘; h(x):ln’tan(g—l-g)‘-
Quelles primitives peut-on ainsi trouver ?
Exercice 27.
Démontrer : )
Vx>0, x— > <ln(l+x)<x

2
Exercice 28.
Montrer que pour tout n entier strictement positif :

1 1
—— <Inn+1) —Ilnn< —.
n+1 n

Aide : On pourra utiliser l'inégalité des accroissements finis.
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En déduire que :
n
1. La suite u de terme général u, = Z X a pour limite +oo0.
k=1
2. La suite v de terme généralv,, = u,, —Inn est minorée et décroissante. En déduire qu'elle converge
vers un réel noté vy.
Ecrire un algorithme ( avec Algobox ) et le tester pour conjecturer une valeur approchée de y a 0,01
pres.
Cette limite est-elle rationnelle ? (Bon courage.......)

) In 2 . .
Exercice 29. Démontrer que 5 est irrationnel.
n
Exercice 30. Déterminer les limites suivantes :

. xInx Inx—1
1. — . i )
Xlgg)h In(1+ ax) (a70) 2. )l(t_}m; xX—e
1

Exercice 31. Etudier la fonction f définie par : f(x) = ———-
In|x+1]
Exercice 32. Partie A
1. f est une application dérivable de R dans R; a est un réel strictement positif donné.
Soit g Vapplication de R* dans R définie par :
x — flax) — f(x).

Montrer que gq est dérivable sur R et déterminer sa dérivée.
2. On se propose de déterminer l'ensemble § des applications f de R* dans R, dérivables sur R vérifiant
I’équation fonctionnelle suivante :

V(x,y) € R x RY, f(xy) = f(x) +f(y). (1)

(a) Vérifier que, pour tout réel k, la fonction k.ln appartient a §.
() Si f est un élément de § montrer que f(1)=0.

(c) Sifestun élément de § que peut-on dire de toute fonction g, introduite au 1) ? En déduire que :
Va € R*, af’(a) —f'(1) = 0.
(d) Conclure alors que f est une fonction de la forme :
x — kinx.

(k désignant une constante réelle) puis donner §.

Partie B Soit A l'ensemble des couples de réels (a, ) ol a est strictement positifs et o« un réel. On définit
une opération % de la facon suivante :

((l, O‘)*(b) B) = ((lb, (1[3 + b“)~

1. Montrer que A muni de cette opération est un groupe abélien.

2. f est une application de R% dans R . On définit sur R% a valeurs dans A, lapplication ¢ par :
$(a) = (a, f(a)).
A quelle condition § sur f cette application ¢ définit-elle un morphisme de groupe de (R*, x) dans
(A, %).

3. (a) f étant de dérivable sur R% et vérifiant §, soit h lapplication de R* dans R définie par :

Vx>0, h(x)=—2.

Montrer que h est un élément de §.

(b) Montrer que l'ensemble des applications de R* dans R,dérivable sur R et vérifiant § est l'en-
semble des applications :

x — kxlnx (k € R).
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Exercice 33. Soient u et v les suites définies par :

1 n
Un = (1 + E) et vh =Ilnuy.

1. Démontrer que la suite u converge et déterminer sa limite.
2. En déduire que u converge. Quelle est sa limite ?

Exercice 34. Soit a et b deux réels tels que 0<a<b.
Soit f la fonction définie par :

1. Trouver l'ensemble de définition de f.
2. Calculer f'(x).
3. On pose :
g(x) = a(bx+ 1) In(bx +1) —b(ax + 1) In(ax + 1).

Calculer g’'(x) et en déduire le sens de variations de f.
b
4. Démontrer que : ln (% + 1) ln <a + 1> < (In2)%
Exercice 35. Démontrer que pour tout entier n supérieur a 8 :

Vs (m+)vm

Exercice 36. Déterminer la limite et le plus grand terme de la suite u définie par : u, = ¥n.
Exercice 37. [83] Soit fq : x — In(x?+ a) ol a est un réel donné.

1. Déterminer, suivant les valeurs de a l'ensemble de définition de f, ainsi que les limites de cette fonction
aux bornes de son ensemble de définition.

2. Etudier suivant les valeurs de a les variations de f, sans utiliser la dérivée de cette derniére. Dresser
les différents tableaux de variation de f, suivant les valeurs de a.

3. Montrer que pour tout x positif, fq(x) = Inx* +1n (1 + %) .
X

. . f
En déduire lim —2.
X—+oo X

Exercice 38. [Bac C-Lyon 1973]
Résoudre le systeme :
2log, +2log, = —5
Xy = e
Exercice 39. [85 suite]
Soit u la suite définie sur N par ug =2 et Yn € N, up41 = eﬁ.

1. Soit f l'application de R* dans R par f(x) = ex.
(a) Déterminer f’ et .
(b) Etudier le sens de variation de f.
2. Montrer que l’équation f(x) = x admet une solution unique L strictement positive. Justifier que L €] %; 2.
3. (a) Tracer, dans un repere orthonormé, la courbe représentative C de f.
(b) Représenter graphiquement les premiers termes de la suite u.
4. (a) Montrer que : Vn € N,u, € [3;2].
(b) Montrer que : ¥x € [3;2], —2ei < f/(x) < —1er.
(¢) En déduire qu’il existe k dans ]0;1[, tel que : Vx € [%;2], [f'(x)| < k.
(d) Montrer que, pour tout entier naturel n , on a : [upy1 —L| < k|up —L].
(e) Montrer que la suite u converge vers L.

(f) Montrer, en utilisant les variations de f, que les réels u,+1—L et u, —L sont de signes contraires.
En déduire que pour tout n entier naturel, L. est compris entre u, et wn41.
En justifiant la méthode utilisée, donner une valeur approchée de L a 102 pres.

Exercice 40. [85 INTEGRALE Somme riemann SUITE]
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1

1. CalculerJ xe *dx.
0

n
. . k _x -
2. n étant un entier naturel non nul, on pose : S(n) = E — e . Montrer que S(nh) a une limite lorsque
n
k=1

lon fait tendre n vers +oco. Préciser cette limite.

Exercice 41. [dijon sept 1979]
1. (a) Etudier les variations de la fonction f de R* dans R par :

f:fo(x):%eX

Construire sa courbe dans un repere orthonormé.

(b) Déduire de l'étude précédente, suivant les valeurs du parametre réel a, le nombre de racines réelles
de lUéquation :
1—axe ™ =0.

2. On se propose d’étudier la famille de fonctions g, de la variable réelle x, définies sur ]0;+oo[ dans R

par :
gm X gm(x) =xTe .

o m désigne un parametre réel strictement positif.
Le plan est muni d’un repere orthonormé (on prendra 5 cm en abscisse et 10 cm en ordonnée).
(@) Etudier la limite de gm en O.

(b) Soit la famille de fonctions f,,, de [0;+oco[ dans R définies par :
fm(x) = gm(x) st x>0 et £, (0) = 0.
On désigne par C;, la courbe représentatitve de f,,. Montrer que les fonction f,; sont continues
en 0.

(c) Calculer la limite de f,, en +o0o. En déduire que les courbes C;, possedent une asymptote com-
mune.

(d) Etudier les variations de fy,.

(e) En considérant la définition de la dérivée a droite, étudier la tangente & C;,, en O (on sera amené
a distinguer les cas suivants : 0<m<1, m=1 et m>1).

(f) Etudier les cas particulier m=1; m=0,5 et m=2. Tracer les courbes correspondantes. Montrer que
toutes les courbes C,, passent par un point fixe autre que lorigine.

Exercice 42. [ Bac C et E, Amiens 1982]
1. Soit ¢ lUapplication de R* dans R définie par :

1
Vx €Rx,  (x) = (1+ ;) ex +1.

Déduire de l’étude des variations de ¢ dans R*, celle du signe de ¢(x) dans R*.

2. Soit f l'application de R dans R définie par :

{ Vx € R*, f(x)= X
f(0) = 0

(a) Etudier la continuité et la dérivabilité de f en O.
(b) Déterminer le tableau de variations complet de f dans R.
(c) Soit C la courbe représentative de f dans un repére orthonormé.
Etudier la limite de f(x) — % quand x tend vers +oo et quand x tend vers —oo.

Montrer que C admet une asymptote et construire C.
Montrer que C se trouve tout entiere au-dessus de son asymptote.
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Exercice 43. [Bac C, Caen, 1982, partiel]
Soit A un réel non nul, on considere la fonction fy, définie de R dans R par :

falx) =x+Alx+1e ~.

On désigne par C, la courbe représentative de la fonction f) dans un plan affine euclidien rapporté a un

repére orthonormé (O, i, j).
1.
2.

-,

Déterminer f et 3 les dérivées premicre et seconde de fa.

Discuter, suivant le réel A, le nombre de solutions de l'équation d’inconnue x :
fi(x) =0.

Préciser la position de ces solutions par rapport & 0 et 1 (on distinguera les 4 cas : A<0, 0<A<e, A=e,
A>0).

. Déduire de ce qui précede, le sens de variations de ) suivant les valeurs du réel A.

. Etudier les limites de f) en +oo et en —oo.

Préciser les branches infinies de la C,.

5. Montrer qu’il existe un unique point commun A a toutes les courbes Cj.

. Soit I, le point de C, dont labscisse est 1. Ecrire une équation de la tangente Dpa C, au point I,.

Montrer que les droites D ont un point commun B.

. On se propose de construire avec précision les courbes C_y, Ce, Cy.

Les courbes seront tracées sur une méme figure sur papier millimétré en prenant 2 cm comme unité.

(@) On prend A = —1. Montrer que l'équation d’inconnue x, f’;(x) = 0 n’a qu'une seule solution notée
x1 comprise entre - 0,57 et - 0,56.

Construire la courbe C_;.
(b) Construire la courbe Ce.

(¢) Montrer que l'équation d’inconnue X, f i(x) = 0 a deux solutions : x;, comprise entre 0,35 et 0,36
et xg comprise entre 2,15 et 2,16.

Tracer Cy4.
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Cinquieme partie
Intégration

Sauf mention contraire, (a,b) désigne un couple de réels tels que a < b. Le plan est muni d'un repére
orthogonal (O, 1, ]).

1 Intégration des fonctions en escalier sur un segment [a; b]
1.1 Fonctions en escalier sur un segment [a;b]

Définition 1.1. Soit [a;b] un intervalle de R. On appelle subdivision de [a;b] toute famille finie de réels
0 = (ai)ogign telle que :
a=aqy<aq<---<a,=>b.
Les réels (ai)ogign sont appelés les points de la subdivision o.
Le segment [a;b] est ainsi découpé en n intervalles [a; ail, [as; agl, -+, [an—1;bl.
Exemple :
e 0 = (a,b) est une subdivision de [a, b].

*0 = (a,b) est une subdivision de [a;b].

o=1(0 i E E i i E l E 2 1) : oest une subdivision a pas constant é a.léli
“\P101010°10°'10'10°10°10°10° ) P 821470

3459
/
=(0,>, = 2 =1
’ (0’10’10’10’10’)

o’ est une subdivision dont le pasp(o’) est défini par p(o’) = [ max 1(ai+1 —ai).
<ig<n—

. 4
Ici : p(o’) = 0
o et o’ sont deux subdivisions du méme segment. Tous les points de o’ sont des points de o :

la subdivision o est dite plus fine que o’.
¢ Toute subdivision de [a;b] & pas constant est de la forme o = (ai)ogign avec :

b—
Vie[o;n], a; =a+1

Définition 1.2. Une fonction f : [a;b] — R est dite en escalier si et seulement s’il existe une subdivision
0 = (ai)ogign telle que pour tout i de [0;n —1] , f restreinte a lai; ai11[ est constante :

Vie [0;n—1],3¢; € R, Vx €lai; aisal, fx) = ci.
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Définition 1.3. Une telle division o est dite adaptée a f.

A
—1 si —2<x<1 47
3 si 1<x<4
2 si 4<x<6 3+
2,5 si x=4 o .. e ;
—1 si x=6 2] ,
14 § E
3 i 1 0 2 3 4 5 6 7
; i
91
Dans cet exemple, il est possible de prendre 0 = (—2,1,4,6). Dans ce cas : n =3, ¢co = —1¢c; =3, co = 2.
Bien entendu, toute subdivision de [—2,6] plus fine que o est aussi adaptée a f (par exemple : o' =
(—2, 1) 2) 3) 4) 6))

Par contre, la subdivision o = (—2,0, 4, 6) n’est pas adaptée car f n’est pas constante sur l'intervalle ]0;4[.

1.1.1 Propriétés

Propriété 1.1. Soit £ l'ensemble des fonctions en escalier sur un segment [a;b] donné. Alors :
*liq.v) : x — 1 appartient a &.

f+g € €&
. 2

v(f,g) € &5 fg € £
e VAR, VfeEAfel.

e Vfe & |fl €é.
Démonstration . :

o 1l suffit de prendre la subdivision o = (a,b).

e Soient 0 = (ai)ogicn € 0’ = (oi)ogigm deux subdivisions adaptées respectivement a f et g. Nous allons
construire une subdivision o’ = (Bi)o<i<p adaptée a f+ g et a fg.

Par définition, il est nécessaire de poser : o = ap = xp = a.

Ensuite il est possible d'ordonner par ordre strictement croissant les valeurs des points des deux subdivisions
o et o'. Cette nouvelle suite de points est finie et permet de définir une nouvelle subdivision o”adaptée a f et
g, et plus fine que o et ¢’.

Exemple :

1Bo; 1l = 10;1[ o

BBl = 11,2 ¢ ¢ & ¢

1B2; B3l = 12;3[ 1 | | |

1Bs; Bal = 13;4[ + E + ° + o’
A R S
0 1 2 3 4

Sio=1(0,1,2,4)eto’ =(0,2,3,4), alorsc” = (0,1,2,3,4).
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f et g étant constantes sur les intervalles 1B+; Bi+1[, oit 1 appartient a [0;p — 1], il en est de méme pour les
fonctions f + g et fg qui sont donc des éléments de .
eToute subdivision o = (ai)ogign adaptée pour f l'est aussi pour Af :

vie [O;n—1],3ci € R, Vx €lai; a1, AMf(x) = Acy.

e Toute subdivision 0 = (ai)ogign adaptée pour f l'est aussi pour |f| :
Vie [0;n—1],3ki € RY, Vx €lay; aiil, [T(x)] = ki. &

Propriété 1.2. Si f est un élément de € et si [o; ] est inclus dans [a;b], alors T est une fonction en escalier
sur (e Bl.

Démonstration . Soit 0 = (ai)ogign une subdivision adaptée a f sur [a;b].
Il faut construire une subdivision o’ adaptée a f sur [«; Bl. Il existe une famille finie, éventuellement vide
(ai)p<i<q de points de o, telle que :

a<ap <---<aq <P

La subdivision ¢’ = («, ap,--- , ) convient. {

Remarque Une fonction en escalier sur [a;b] y posséde un nombre fini de points de discontinuité, lesquels
appartiennent a l’ensemble des points communs a toute subdivision adaptée a f.
De plus, f n’en posseéde aucun si et seulement si elle est constante sur [a;b].

1.2 Intégrale d’'une fonction en escalier sur un segment [a; b]
1.2.1 Définitions et exemples

Définition 1.4. Soit f une fonction en escalier sur [a;b] et soit une subdivision o = (ai)o<ign adaptée a f
telle que :

Vie [0;n—1], Vx €lai; ai 1], f(x) = ¢;.

n—1 b
e Leréel I(f) = Z(ai+1 — aq)c; est appelé intégrale de f sur [a;b] et est noté : I(f) = J f(x)dx,
i=0 a

qui se lit : " somme de a a b de f(x)dx" ou " intégrale de a a b de f(x)dx".
* a est la borne inférieure de lintégrale et b est la borne supérieure de lintégrale.

Remarques
e x est une variable muette : elle peut étre remplacée par tout autre lettre. Ainsi :

Jb f(x)dx = Jb f(t)dt = Jb fludu=---

a a a

¢ I(f) ne dépend pas des valeurs prises par f en ses points éventuels de discontinuité.

Exemples a connaitre :

e Si f est une fonction nulle sur [a;b] sauf en un nombre fini de points (ai)ogicn de [a;b] en lesquels elle
des valeurs quelconques, alors :

Jb f(x)dx = 0.

a

b
¢ Si f est constante égale a k sur [a;b], alors J f(x)dx = k(b — a).

a

—1 si —2<x<1
3 si 1I<x<4

b
o f(x) = 2 si 4<x<6 J fx)dx =—1x (1—-(-2))+3x (4—1)+2 x (6 —4) =10.
2,5 si x=4 a
—1 si x=6

Démonstration . : laissée en exercice. {»

a. Ce qui se produit lorsque « et  sont compris entre deux points consécutifs de o : o’ =[e; B] convient.
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Interprétation graphique
» Cas d’une fonction positive sur [a;b].
Dans ce cas : Vi€ [O;n—1],¢c; > 0.
b
De la définition de lintégrale, il vient alors : J f(x)dx > 0.

a

b
Propriété 1.3. Lintégrale | f(x)dx est égale a l'aire du domaine (D) compris entre la courbe représentative

a
de f, l'axe x'Ox, et les droites déquations x = a et x = b.
Cette aire est exprimée en unité daire (souvent notée u.a) correspondant a laire du rectangle formé par les
points O,1,] et K de cordonnées (1;1).

Démonstration . : D est la réunion de n rectangles d’aires (aiy1 — ai)ci.
<0.

» Cas d’une fonction négative sur [a;b]. Dans ce cas : Vi € [0;n—1],¢;
b

Ceci entraine que lintégrale J f(x)dx est un réel négatif. Cette intégrale correspond a laire algébrique

a
limitée par la courbe représentative de f, 'axe x'Ox, et les droites d’équations x = a et x = b.

» Cas d’une fonction de signe quelconque sur [a;b].
b

L’intégrale f(x)dx est égale a la somme des aires algébriques (positives ou négatives) des rectangles
(Ri) 1<ign)-
Définition 1.5. Soit f une fonction en escalier sur [a,b]. Par définition :

i) Ja f(x)dx = 0.
° b

ii) J: f(x)dx = — Ja f(x)dx.

1.2.2 Propriétés de l'intégrale d’'une fonction en escalier

Rappel : £ désigne l'ensemble des fonctions en escalier sur un segment [a;b] donné.

E — R

Propriété 1.4. L’application : & est lindaire, c’est-a-dire :
B A f — J f(x)dx

S
f(x)dx +J g(x).

a

b b

. V(f,g) € &2, J f(x) + g(x)dx :J

b b
Af(x)dx = 7\J' f(x)dx.

a

a a

-erS,VAeR,J

a

Démonstration . :
e Il existe une subdivision 0 = (o )ogign adaptée simultanément a f, g et a f + g telle que :

vie [0;n—11,3 (v, 81) € R?, Vx €lag; il f(x) = vi etg(x) = 6.
o est adaptée a f + g donc :

b b n—1
|| 00+ gbxiax = [ £+ gxiax = Y (o = )i+ 80

a i=0

b n—1 n—1
|| 600+ xiax = 3 (o = syt 3 (e — )t
i=0

a i=0

I] IZ
b b
f(x)dx, et o est adaptée a g, donc Iy = J g(x)dx.

a

Mais o est adaptée a f, donc Ij = J
a
e Soit 0 = (ai)ogign adaptée a f. Elle l'est aussi pour Af :

Vie [[O;Tl — 1]], dci € R, Vx €lay; Clprl[, ?\f(X) = Aci.
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b n—1 n—1 b
Ainsi : J Af(x)dx = Z(ai+1 —aj)Acy = )\Z(ai+1 —ai)ci = )\J' f(x)dx &
i=0

a 1—0 a

Propriété 1.5. Propriété : Relation de Chasles

Soit T un élément de £. Pour tout réel ¢ de [a;b] :

Démonstration . :
Si c est égal a a ou b, 'égalité est triviale.
Si ¢ €]la; bl
Lemme : 1l est possible de construire une subdivision 0 = (ai)ogign adaptée a f sur [a;b] contenant c,
c’est-a-dire telle que :
3k € [0;n], c = ag.

Démonstration . : laissée en exercice. {»

Les points (ai)i<igk (resp.(ai)w<icn), forment une subdivision adaptée a f sur [a;c] (resp. sur [c;b]). La suite
de la démonstration est laissée en exercice. {

Propriété 1.6. Croissance de l'intégrale

Soient f et g deux élément de £. Soient a et b deux réels tels que a < b.
b
e Si Vx € [a;b], f(x) > 0, alorsJ f(x)dx > 0.

a

b b

f(x)dx < J g(x).

a

e SiVx € [a;b], f(x) < g(x), alorsJ

a

.
Remarque importante : La condition a < b est essentielle pour appliquer ces propriétés.

Démonstration . :
e Ce point a été vu lors de linterprétation graphique de lintégrale.
e La fonction ¢ = g — f appartient a £ et est positive sur [a;b].Par linéarité de l'intégrale :

b b b
¢(x)dx>0:>J g(x)dx}J f(x)dx. &

Ja a a

Propriété 1.7. intégrale et valeur absolue
Pour toute fonction f de £ (avec a < b),

Démonstration . Par propriété de la valeur absolue :

—[fl < <]

La croissance de l'intégrale, avec a < b permet ainsi d’écrire :

b b b
—J |f(x)|dx<J f(x)dx<J |f(x)| dx.

a a a

b
Ce qui revient a® : < J [f(x)] dx.

a

Jb f(x)dx

a

b
Corollaire : Si |f| est majorée par M sur [a;bl, alors : J [f(x)|dx < (b — a)M. &

a

a. Vous aurez remarqué qu’il est fait aussi usage de la linéarité de lintégrale pour faire apparaitre le signe - devant l'intégrale dans
le premier membre de lintégrale.
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2 Intégrale d’'une fonction continue

Ici commence le programme officiel du cours de TS.

2.1 Intégrale d’'une fonction continue et monotone sur [a;b]

\

L’intégrale d'une fonction en escalier positive sur [a;b] étant égale a "l'aire sous la courbe"; lidée pour
définir l'intégrale d’'une fonction continue sur [a;b] est de U'encadrer par une suite de fonctions en escalier
sur [a;b]. Dans ce qui suit, nous supposerons que f est croissante sur [a;b].

2.1.1 Fonctions en escalier minorant f

Soit 0 = (ai)o<i<n une subdivision quelconque du segment [a;b]. Soit g, la fonction en escalier sur [a;b]
définie par :
Vk e [nl, vt € [ak—1, axl, go(t) = flak—1) et go(b) = flan—1).
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Propriété 2.1. g, minore f, c’est-a-dire : Vt € [a;b], go(t) < f(t).

Démonstration . La fonction f est croissante sur [a;b], donc a fortiori sur les intervalles [ay—_1, axl.
Par conséquent :
vVt € [a;b[, Ik € [I;nl, t € [ax_1, aklet: golax—1) < flax—1) < f(t).

De plus, gs(b) < f(b). Ceci prouve que f est minorée par gs.

Propriété 2.2. Pour une subdivision donnée o de [a;b], la fonction g, définie précédemment est la meilleure
fonction minorante de f en ce sens :
Si ¢ est une fonction en escalier sur [a;b] pour laquelle o est adaptée. Si de plus, & minore f alors : & < g,-.

Démonstration . : laissée en exercice. {
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Corollaire Avec les notations précédentes :

b b
d(x)dx < | golx)dx.

a a

Démonstration .
Vx € [a;b], d(x) < go(x) (1)

L’encadrement cherché est obtenu en utilisant la croissance de lintégrale a (1), qui peut étre appliquée car
a<b.

Propriété 2.3. Quelle que soit la subdivision o adaptée a f :

b
go(x)dx < (b — a)f(b).

a

Démonstration . f étant croissante sur [a;b] : Vx € [a;b], go(x) < f(x) < f(b).
L'inégalité voulue est obtenue en utilisant la croissance de l'intégrale.

Lorsque o parcourt toutes les subdivisions adaptées a f, 'ensemble {fz go(x)dx} forme une partie non vide
et majorée de R : elle posséde donc une borne supérieure, notée I_.

2.1.2 Fonctions en escalier majorant f

Soit 0 = (ai)o<i<n une subdivision quelconque du segment [a;b]. Il est possible de définir de maniere

analogue la fonction hs en escalier sur [a;b] dont un exemple est représenté ci-dessous :
A

T cas d’une subdivision

n==~6

RN N N N N N N N N N N NN NN NNNNNNNNN
N N N N N N N N N N N N N N N NNINNINNNINNINNNNNNS

20007777

\

a

En adaptant les résultats de la section précédente ?, on obtient le résultat suivant :

Théoreme 2.1. Lorsque o parcourt toutes les subdivisions adaptées a f, 'ensemble {fz he(x)dx} possede une
borne inférieure, notée 1.

a. travail laissé en exercice.
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2.1.3 Conclusion et généralisation

Théoreme 2.2. 1, =1_

b b

he(x)dx —J go(x)dx < €.

Démonstration . Montrons que pour tout ¢ > 0, il existe o telle que : J
a

a

b n b n
Or | haldx = 3 fxu)xk —xicr) et | galx)dx = 3 flxir) (v = xe)

a k=1 a k=1
b b n
Par suite : J he(x)dx — J go(x)dx = Z[f(xk) — f(xp_1].[xe — xp_1].
@ @ k=1
Désignons par o, une subdivision telle que : VK, |x, — xx—1] < st(ﬂ).
b b ¢ n b b
Alors: | h dx — d _—. f — f(xx—1l, soit : | h dx — d .
ors J'a o(x)dx L go(x)dx < o) —f(a) é[ (xx) (xx_1], soi L o(x)dx J'a go(x)dx < ¢

le réel ¢ étant arbitrairement petit, 1, =1_. <

b
Définition 2.1. Le nombre 1. =1_ est lintégrale de f sur [a;b]. Il est noté : J f(x)dx.

a

b
Propriété 2.4. f(x)dx correspond a laire du domaine du plan, exprimée en unité d’aire, de la partie

a
du plan délimité par la courbe représentative de f, 'axe des abscisses ; et les droites d’équation x = a
etx=">.

Démonstration . admised

Généralisation
Il est possible de reprendre la méthode qui vient d’étre détaillée pour une fonction positive et croissante sur
[a; b] pour toute fonction f continue sur le segment [a;b], ce qui donne la définition suivante :

b

Soit f une fonction continue sur [a;b], le réel noté J f(x)dx est égal a laire algébrique comprise entre la
a
courbe représentative de f et l'axe des abscisses.
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a b
Intégrale d’'une fonction

positive

A

La courbe est au-dessus
de laxe des abscisses :
laire est comptée positi-
vement
La courbe est enfdessous
de l'axe des abfcisses
l'aire est comptég négati-
vement

\]

L’intégrale est égale

la somme des deux
aires comptées algé-
briquement
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2.2 Lien entre intégrale et primitive

Soit f une fonction continue, positive et strictement croissante sur un intervalle [a;b] représentée par la
courbe C. Pour t appartenant & [a;b], on note S(t) laire * du domaine hachuré © sous la courbe.

Propriété 2.5. © est la partie du plan délimitée par la courbe représentative de f, l'axe des abscisses, et les
droites déquation x =aetx=D> :

a< x <b

M(";‘J)eg‘:’{ 0< y <f(x)

Propriété 2.6. Si f est continue sur [a;b], il en est de méme pour S.

S(t)

\J

X=t

Théoreme 2.3. La fonction S est la primitive de f sur [a;b] qui s’annule en a.

Démonstration . (cf. graphiques ci-dessous)

Soit tg un réel fixé dans lintervalle [a ;b[. Nous allons montrer que S est dérivable a droite en ty.
Soient Rins le rectangle ABCD et Rgyp le rectangle AB'C'D.

Laire de Rins est égale a (t —to)f(to) et l'aire de Rsyp est égale a (t — to)f(t).

Laire S(t) — S(to) est comprise entre les aires de Rins et de Rgyp, donc :

(t —to)f(to) < S(t) — S(to) < (t —to)f(t).

Par conséquent (t —tp < 0) :

f(to) < M < f(t).
t—+1o
f étant continue en to : lim f(t) = f(tp), donc:
t—t)
S(t) — S(to)

= f(to
oty t—1o (to)

On démontre de méme que S est dérivable a gauche en ty, élément de ]a;b] et que :

lim, S = S(to)
im ———=

oty t—1o

= f(to)

Par conséquent : Yto €]a; b, S} (to) = Sg(to).
De plus S est continue sur [a;b]. Par conséquent S est dérivable sur [a;b] et S’ = f.
Pour finir la démonstration, il suffit de remarquer S(a) = 0. {

a. aire géométrique - et donc algébrique- car C est au-dessus de l'axe des abscisses.
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Y

Conséquence

Théoreme 2.4. Soit f une fonction continue sur [a,b]. Soit F l'une de ses primitive sur [a;b]. Alors :

b
J f(x)dx = F(b) — F(a).

a

Le réel F(b) — F(a) est souvent noté [F(x)]E’1 (cf. exemples ci-dessous).

Démonstration . Il existe un réel k tel que F = S + k. Par conséquent :
F(b) — F(a) = (S(b) + k) — (S(a) + k) = S(b) car S(a) =0. &

Remarque

e Cette derniere égalité peut servir de définition a lintégrale d'une fonction continue sur un segment.

¢ Dans le programme de TS, on ne considere que l'intégrale d'une fonction continue sur un segment.
Exemples :

us
o J sinxdx = [—cosx]j = —cosm— (—cos0) =1—(—1) =2.

0
e Le plan est muni d'un repére orthogonal (O,1,j) avec |i|=2 cm et ||j||= 3 cm. Déterminer l'aire A en cm?
de la partie du plan définie par :

0< x <2

0< y e ™

Dans un premier temps, il faut déterminer 2l en unité d’aire. La fonction x — e™* étant positive et 0<2 :
2
A= J e ¥dx=[-e ¥i=1—¢"2
0

Une unité d’aire étant égale & 2 x 3 = 6cm?, l'aire recherchée est égale a4 6(1 — e2)cm?.
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2.3 Propriétés

Toutes les propriétés prouvées pour les intégrales de fonctions en escalier sont encore vraies.
Dans tout ce qui suit, toutes les fonctions introduites sont continues sur un intervalle I quelconque. F
désigne une primitive quelconque de f sur I, G désigne une primitive quelconque de g sur L.

Relation de Chasles Pour TOUS réels a, betcde I:

Jb f(x)dx = Jc f(x)dx + Jb f(x)dx.

a a C

c b b
f(x)dx+J f(x)dx = F(c) — F(a) — (F(c) — F(b)) = F(b) — F(a) = J f(x)dx.

Démonstration . J
(o)

a

Propriété 2.7. Linéarité de l'intégrale
Pour TOUS réels a, b de 1, pour tous réels o et 3 :

b b

f(x)dx + BJ g(x)dx.

a

Jb af (x) + Bg(x)dx = ocJ

a a

Démonstration . oF + BG est une primitive sur I de «f 4+ 3g donc :

b
J «f(x) + Bg(x)dx = («xF(b) — BG(b)) — (aF(a) — pG(a)) = x(F(b) —F(a)) + B(G(b) — G(a))
b

= ocJ'b f(x)dx + BJ' g(x). &

a a

Propriété 2.8. Positivité de l'intégrale

e Si f est positive sur [a;b] et si a < b, alors :J f(x)dx > 0.

b
o Si f est négative sur [a;b] et si a < b, alors : J f(x)dx < 0.

b a
Propriété 2.9. o J f(x)dx = —J f(x)dx.

. Ja f(x)dx = 0.

b
Démonstration . J f(x)dx = F(b) — F(a) = —(F(a) — F(b)).

. Ja f(x)dx = F(a) —F(a) =0. $

Propriété 2.10. Croissance de l'intégrale
e Si a et b sont deux réels tels que a < b;
e SiVx € [a;b], f(x) < g(x);

b

b
alors J' f(x)dx < J' g(x)dx.

a a

Propriété 2.11. intégrale et valeur absolue
Si a < b, alors pour toute fonction f continue sur [a;b] :

Théoreme 2.5. Théoreme fondamental

X

La fonction définie sur 1:x — J f(t)dt est la primitive de f sur 1 qui s’annule en a.
a

45



Propriété 2.12. Inégalité de la moyenne
Si f est bornée par met M e m<f<M)etsia<hb,alors:

b
m(b—a) < J f(x)dx < M(b — a).

a

Démonstration . Il suffit dutiliser la croissance de lintégrale sur l'encadrement m < f < M. $

Définition 2.2. valeur moyenne de f
Si a < b, la valeur moyenne de la fonction f sur [a;b] est le réel noté u défini par :

1 b
u= J f(x)dx.
b—alg

Interprétation en physique :

Si f est la vitesse instantanée d’'un mobile en mouvement, on sait que la fonction d: t — d(t) ou d(t) est la
d(b) — d(a)
a b—a
Ce nombre correspond a la vitesse moyenne du mobile sur lintervalle de temps [a; b], c’est-a-dire la vitesse
constante qu’il faudrait donner au mobile pour qu’il parcoure la méme distance pendant la méme durée.

distance parcourue a linstant t, est une primitive de f. Alors le réel 5

b
J f(t)dt peut s’écrire :

2.4 Intégration par parties

Cette partie n'est plus au programme de la Terminale S depuis la rentrée 2012. Elle l'est tout de méme pour
vous.

2.4.1 Etude d’'un exemple

e

Posons : [ = J In xdx.
1
Pour calculer I, il faut trouver une primitive de la fonction In...
De la formule : (FG)’ = fG + Fg, nous pouvons affirmer que FG est une primitive de fG + Fg, ce qui revient
a dire que :

b b
J f(x)G(x)dx:[(FG)(xnz—J Flog(x)dx

a a

(Ceci est licite car fG et gF sont continues sur [a; b]).

1
Posons donc : f(x) =1 et G(x) =Inx, cela donne : F(x) =x et g(x) = ~ et :

e

1
[ = [xInx]f —J x.—dx
Y

Le miracle se réalise devant nos yeux puisque nous obtenons :

[ =[xInx]f —J 1dx
1

Ce qui tout calcul fait nous donne la valeur exacte de [: I=1.

X

Mieux, en reprenant cette méthode avec I = J Intdt, nous obtenons que la primitive de In sur ]0;+oo[
1
s‘annulant en 1 est x — xlnx —x + 1.

Commentaire : cette méthode, dite d'intégration par parties, est motivée par le fait qu’il n'existe pas pas
de formule générale donnant les primitives de fg connaissant F et G. Elle permet de trouver beaucoup de
primitives, mais ne fonctionne pas a tout coup car la nouvelle intégrale obtenue n’'est pas toujours aussi
agréable que dans cet exemple. Par exemple, elle est inopérante pour la fonction x — ex’ pour laquelle il est
possible de montrer que les primitives ne peuvent pas s’exprimer a l'aide des fonctions classiques que nous
connaissons.
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2.4.2 Formule d’intégration par parties

Théoreme 2.6. Si u et v deux fonctions dérivables sur [a;b], et si les fonctions u’ et v' sont continues sur
[a; b, alors :

b b
J u(x)v’(x)dx = [u(x)v(x)L — J u’(x)v(x)dx.

a

Démonstration .

b b b b
J u(x)v'(x)dx +J' u’ (x)v(x)dx J u(x)v’ (x) +u' (x)v(x)dx = J (W)’ (x)dx = [u(x)v(x)15.

Remarques

¢ L’hypothése u, 1/, v et v/ continues sur [a;b] est primordiale pour appliquer ce théoréme. Il faut absolument
le mentionner pour pour pouvoir l’'appliquer!

e Par contre, l'ordre des bornes d’intégration peut étre quelconque.

2.5 Formule de changement de variables

Théoreme 2.7. Soient w: 1 — | une fonction dérivable sur 1 et de dérivée continue sur 1. Soit f une fonction

continue sur J. o o)
f(u(t))u’(t)dt = J f(x)dx.

Alors pour tous réels aetb de1: J
u(a)

a

Démonstration . F(u) est une primitive de u’.f(u) donec....

Exemples :
Exemple 1
e
t
Calcul de J di
| t+tint

- . . dt
On utilise le changement de variable x = Int. On écrit # alors dx = T
Pourt=1,x=0etpourt=e, x=1

e 1
On obtient alors : J dt = J dx =
L trtint Jox+1

In 2.

Exemple 2
Soit f une fonction continue sur [a;b] telle que : Vx € [a;b], f(a+ b —x) = f(x).
a+b Jb

b
e Montrer que J xf(x)dx = f(x)dx.

a a
Application (nécessitant la connaissance de la fonction arctan) :

7T .
e En déduire la valeur de lintégrale I = J Lm; .

o 1+ cos?x
3 Intégrale généralisée : recherche d'un équivalent simple d’une sé-

rie de Riemann

« désigne un réel donné de 11;+ool. Le but de cet exercice est de montrer que la suite S définie par :
n
1
Sn=) 1=
k=1
est convergente et de donner un équivalent simple de son reste de rang n.
1. En utilisant la méthode des rectangles, montrer que :
Mgt 1 kot
< < —

wse [EL 8
k—1

T

a. Voir explications en classe
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2. En déduire que :

m+1 m m
dt 1 dt
n>lvm>n+1, J < E —gJ —
n-+1 toc _ k« n t
k=n-+1

“+oo dt
3. Montrer lUexistence de l'intégrale J «
' +oo 1
4. Montrer que S est croissante et quelle est convergente. Sa limite sera notée Z e
k=1

“+o00
5. Justifier l'existence de R,, = Z T appelé reste de la série de rang n, ol n désigne un entier naturel
k=n+1
donné.

6. Justifier l’encadrement suivant :

+oo “+o00
dt dt
vn>1, J —éRngj -
tx tx
n+l1 n
7. En déduire que :
1 1
R~ o —1ne-l

Rappel : Suites équivalentes. Si la suite v ne s’annule pas a partir d’'un certain rang, alors :

Un
Up ~Vpn & — — L
Vn

4 Exercices

Exercice 44. Noyau de Dirichlet
Pour tout entier n > 1, on note D, le noyau de Dirichlet, défini par :

1 n
Vx € R, Dnh(x) = 3 Zcoskx
k=
1. Démontrer que, pour tout entier n > 1 et tout réel x # 0[27], on a :
. N 1
psin{(ntg)x
Pl = 2 sin .
2

2. Pour tout entier naturel n > 1, on note L, lintégrale :

7T
L, = J xDp (x)dx.
0
7T

(a) Calculer lintégrale J x cos(kx)dx pour tout entier k > 1.
0

() En déduire que :

&1 ¢ et
=7 2t 2l Ve
k=1 k=1
3. On note f le prolongement par continuité en 0 de la fonction définie sur l'intervalle ]0; 7] par :
X

Démontrer que la fonction f est de classe C! sur lintervalle [0; 7.
4. Soit ¢ : [0;71] — R une fonction de classe C! sur lintervalle [0;71]. Démontrer que :

X =

lim J ¢(x) sin(Ax)dx = 0.
A—+o0 Jg

5. Démontrer que : lim L, =0.
n—-+oo
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Exercice 4535. [85 EXP SUITE]
1

1. CalculerJ xe *dx.
0

k _
—26 .

Bl

n
2. n étant un entier naturel non nul, on pose : S(n) = Z
n

k=1

Montrer que S(n) a une limite lorsque l'on fait tendre n vers +oo. Préciser cette limite.

Exercice 46. [85 INTEGRALE] Pour tout entier naturel n on pose :

A~

Lo— dx
n— 0 cos2n+1y
1. Montrer qu’il existe des réels a et b tels que :
1 acosx bcosx

7
e [0, 7] _ _aco SX
x€ >41’ cosx 1—sinx 1+sinx

En déduire le calcul de Ij.
2. Montrer, par une intégration par parties, que :

21’1.
vne N 2nl, =(2n— 1, 1 + ﬁ
En déduire le calcul de Is.
Exercice 47. [83 INTEGRALES]
1 ;
1. Pour tout entier n strictement positif, on pose : I, = —J (1—1t)"ezdt.
2n+inl |,
2. Calculer I;.
1

3. Démontrer que : Vn e N* 1,1 =1, — m

n
4. En déduire par récurrence que : ¥n € N*, /e = Z 2% + In-
k=0" "

. . 1
5. Montrer qu’il existe une constante A telle que 0 < [, < ﬂA'

( On pourra étudier la fonction t — (1 — t)e5 sur [0;1]).

n
1
6. En déduire la limite de la suite u telle que u,, = Z Kl
k=0 ’

Exercice 48. [Dijon bac E, 1974] Le but du probleme est la détermination d'un encadrement de 7 en
calculant de deux facons lintégrale :

2-V3 4y
-], e
Partie A : Méthode donnant la valeur exacte de I.
1. Calculer tan 0 en fonction de tang . En déduire que tan % =2—-3.
2. Soit f Uapplication de }—g; g [dans R définie par f(x) = tanx. Démontrer que f admet un application
réciproque F de R dans }—g; g {.Dresser le tableau de variations de F.

3. Déterminer F'.
En déduire que :

Partie B : Méthode donnant un encadrement de 1.

1. (a) Calculer (2—+/3)3 et (2—v/3)% en fonction de /3.
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() Vérifier que pour tout x réel :

1 x4
= —1—x2 .
1+ x2 o 1+ x?
2. Calculer en fonction de v/3 :
2—V/3
= J 1—x*dx.
0
3. On désigne par K l'intégrale :
V3 |4
K= J ——dx.
0 1 =+ XZ
(@) Démontrer que pour tout x réel positif :
x4 x3
1+x2 ~ 2

() En déduire que :
0<K< % —7V3.

4. Trouver une relation simple entre I, J et K. En déduire :

20 131
4V3 - <1< = —3V3.
V3 s <I< 5 3V3

Sachant que 1,73205 < v/3 < 1,73206, déterminer le meilleur encadrement de 7 possible en utilisant

les données du probleme.
b
Exercice 49. Soit f une fonction continue a dérivée continue sur [a;b]. On pose : [ = J f(t) sin(nt)dt.
a
Montrer a laide d'une intégration par parties que la suite (1) tend vers 0.
Exercice 50. Liban 1978 JX

L'objet de ce probleme est de calculer lim

X—+00

e tdt
0

A

1. Soit f l'application de R dans R définie par : f:x — f(x) = J e w7idt.
0

Montrer que : Vx> 0,f(x) < e ™.
Calculer lim f(x).

X—+00

2. (a) Montrer que pour tout réel b strictement positif :

1
VxeRx<b=—=¢e"—-1—-x< Eebxz.

Montrer que pour tout réel b strictement positif :
X 1 —b,2
VxeR,x>—-b=¢e —1—x2§e x“.

() Montrer que pour tout réel a, il existe une application ¢, de R dans R, continue en a, telle que
Pala) =0, et:

vx € R, f(x) — f(a) = (x —a) l— JOT ec;:;Ttt dt + dJa(x)] .

En déduire que f est dérivable, et donner l’expression de f’.
3. Soit P une primitive sur R de lUapplication u :— e (on ne cherchera pas a la calculer).
A tout réel x, on associe L'application Qx de I = }—g; g{ dans R définie par
t:— Qx(t) =P(xtant), oi x est un parametre. 40
x

Montrer que Qy est dérivable sur I, et expliciter sa dérivée, c’est-a-dire

Prouver que :
T —x%tan?t

X 2 e
Vx € R J e_udu:xJ ——
0 0 cos?t
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4. Soit g l'application de R dans R telle que : ¥x € R, g(x) = f(x?).

Montrer que :
X

Vx €R, g'(x) = —2€_X2J e Ydt.
0

Que peut-on dire de la fonction h: R — R définie par : h(x) = g(x) + (J
0

x 5
Calculer lim J e vt

X—+00 0

XZ
1
Exercice 51. [exo 7] Soit F(x) :J —dt.
« Int

1. Quel est l'ensemble de F?
2

X
1
2. Déterminer lim F(x) en comparant F & H(x) = J ——dt
x—1+ x tint

Exercice 52. Soit la suite numérique (I)nen+ définie pour tout n de N* par :

1 1
I, = —J (1—x)"e*dx.
n!Jo

1. Calculer I

2. Par intégration par parties, exprimer I, en fonction de I,,_; pour n > 2.
n

1
En déduire que : I, = e— Z — pour n > 1.
p!
p=0
3. Majorer la fonction x — (1—x)™e* sur l'intervalle [0;1].
En déduire de la suite (I )nen+ et montrer que :

S € I
R ot )

Exercice 33. Dans tout le probleme, n désigne un entier naturel non nul.
A tout entier n, on associe la fonction f,, définie sur ] —1;4oo[ par :

fro(x) =x"In(1+x).

X

. \2
et dt) ?

Le probleme est consacré a l'étude de la famille des fonctions f,, et a celle d’'une suite liée a ces fonctions

fn.

-

On désigne par C,, la courbe représentative de f, dans le repere orthonormal (O,f,]) d'unités graphique 2

cm.
1. Etude des fonctions f,,.

1. Soit h,, la fonction définie sur ] —1;+o0[ par :

X

= 1 .
hn(x) =nlin( +x)+1+x

Etudier le sens de variation de h,. En utilisant la valeur de h,(0), déterminer le signe de h, sur

] —1;400[ .
2. (a) Pour tout x appartenant a | — 1;+oco[ vérifier que :

fl/(x) = hl(x))
et que pour tout n strictement supérieur a 1,

2 (x) = x" Thy (x).

(b) On suppose n impair. Pour tout x de appartenant a ] —1; 400l justifier que f/ (x) et h,,(x) sont de

méme signe.

Dresser alors le tableau de variations de la fonction f,, lorsque n est impair, en précisant ses

limites en —1 et +oo.
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(¢) On suppose n pair. Dresser de méme le tableau de variations de f,, en précisant ses limites en —1
et +oo.

3. (a) Etudier la position relative des courbes C; et Co.
(b) Tracer ces deux courbes.

II. Etude d’une suite.
Dans cette partie, u désigne la suite définie pour n supérieur ou égal a 1 par :

1
U = J x™"In(1 4+ x)dx.
0
1. Etude de la convergence.

(a) Démontrer que :

() En déduire que la suite u est convergente et donner sa limite.

(¢) A laide de l'encadrement obtenu précédemment, déterminer un entier ng tel que pour tout n > nyg,

on ait :
In2
<

< < .
S 100
2. Calcul de .
(a) En remarquant que pour tout x appartenant a [0;1], on a :
x? 1

=x—1
1+x X +x+1

1 .2
X
J dx.
o l4+x
(b) Calculer w3 au moyen d'une intégration par parties.

3. Calcul de u,.
Pour tout x de [0;1] et pour tout n > 2, on pose :

Calculer :

Snlx)=1—x+ -4+ (=1)™x™. (1)

(a) Démontrer que :

1 (_1)n+lxn+l
> 1 “Trx '
vn > 2, Vx € [0;1], Sn(x) T+x 1+x 2)
() En déduire que :
n e 1  n+1
n > 2, Z = =n2- (_I)HHJ' el
= p+1 0 1+X

(¢) En utilisant une intégration par parties, montrer que :

_ln2 (=t L o(—1)P
TN T+l ln2—pZ_0P+1 '

4. Application
Soit E l'ensemble des points M(x;y) du plan vérifiant :
0<x<1l et fox) <y < fi(x).

Calculer ug et en déduire laire de E en cm?.

52



Exercice 54. [BordeauxC 1991]
Le probleme a pour objet :
e Dans la partie A. d’étudier la fonction f définie sur lintervalle [0;1] par :

—xZlnx
f =
(x) 14+x

six #£ 0, et f(0) = 0.

1
¢ Dans la partie B. de calculer une valeur approchée de l'intégrale I = J f(t)dt.
0

e Partie A. Etude et représentation graphique de f. le plan est rapporté au repere orthogonal (O,{: )7)
(unités graphiques : 10 cm sur x'x et 20 cm sur y'y)
On désigne par C la courbe représentative de f dans ce repere.
I. Etude d’'une fonction auxiliaire.
Soit u la fonction définie sur ]0;1] par :

1+x

ulx) = 2+ x

1. Montrer que la fonction u est strictement croissante sur ensemble de définition. Donner son tableau

de variations en précisant la limite en O et la valeur en 1.

+Inx.

2. En déduire que u s’annule pour un unique nombre réel f compris entre 0 et 1.
Monter que :

0,54 < 3 < 0,55.
II. Etude et représentation graphique de f.
1. (a) Etudier la limite de f en 0.
(b) Montrer que la fonction f est continue sur [0;1].
2. (a) Etudier la dérivabilité de f en O.
(b) Calculer f’(x) pour x > 0 et vérifier que f’'(x) et —u(x) ont le méme signe.
3. Donner le tableau de variations de f.
4. Construire la courbe C en précisant les tangentes aux points d’abscisses respectives 0 et 1.

e Partie B. Justifier l'existence de lintégrale I. (On ne cherchera pas a déterminer une primitive de f).
I. Etude d’'une intégrale auxiliaire.
Soit n > 1 un entier naturel. On désigne par g, la fonction numérique définie sur [0;1] par :

gn(t)=—t"Ilnt si t>0 et gn(0)=0.

1. Démontrer que g, est continue sur [0;1].
.tTL+1 ln t tn+1
- +
n+1 (n+1)2

2. Soit G, la fonction définie sur [0;1] par : sit>0 .

Gn(0) = 0
(@) Montrer que G, est une primitive de g, sur [0;1].

(b) En déduire la valeur de lintégrale :

1
In :J gn(t)dt.
0

II. Etude de 1.
1. Soit t un nombre réel et n un entier naturel supérieur ou égal a 1.
(a) Calculer le produit :
Pu(t) =14+ t)1—t+t2+-- + (—D)"t").
() En déduire que pour tout nombre t différent de 1 :

1 tn+1

i tZ 1) _1n+1 .
1+t A+ ) + =) 1+t
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(c) Montrer que pour tout réel t de [0;1] :

f(t) = ga(t) — gs(t) + - - 4+ (=) gn i (t) +

puis que :

I=L—Iz3+- -+ (-1 +(—4V1J19“+ﬂt)
— 12 3 n+l1 o t+1

(d) Montrer que :

1
9n+2(t) 1
0< dt ——-
L t+1 (n+3)2

2. Soit n > 1 un entier naturel. On pose :

11 .
ﬁ—ﬁ-‘r""‘r(—l)n_’_

1

Sn = mior

(a) Montrer que lim S, =1.
n—-+oo

(b) Montrer que Sg < I < Sy.
(c) En déduire une valeur approchée de I & 5.1073 pres.
Exercice 55. Pour tout entier naturel n, on pose :

fud

72 g 2.2
an:J cos“™“tdt et bn:J t° cos”™ t dt.
0 0
1. (a) Calculer agp et by et montrer que :

vneN, a, > 0.

() Montrer que :
2n+1

\V/TIEN,(anrl: om 12

an-

2. (a) Montrer que :

Vit € [o;g] t< gsmt.

() En déduire que :

| A,

vneN, 0< by < —(an— anq1)

(¢) En déduire :

. b
lim = =0-
n—+oo Un

3. (a) Montrer que :

wld

vneN, ani=(02n+ Z)J tsintcos™ !t dt.
0

En déduire que :

vn € N, :::11 — (2n+1by — (204 2)br -

() En déduire que :

bn bn+1> 1
neN 2|—-— = .
’ (an An+1 mn+ 1)2
4. Prouver que :
+oo 1 B 7_[2
k2 6
k=1

n 9n+2(t)
=05 +1



S5 Les intégrales au baccalauréat

Pondichery avril 2012 On consideére les suites (I,,) et (J,) définies pour tout entier naturel n par :

lefnx 1 e X
I, = d t =| ———dx.
" J01+X x et Jn J0(1+X)2 *

1. Sont représentées ci-dessous les fonctions f,, définies sur Uintervalle [0 ; 1] par

pour différentes valeurs de n :

0.1+

~
»
~, -
n
...

0.1 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0 1.

(@) Formuler une conjecture sur le sens de variation de la suite (I,) en expliquant la démarche.
(b) Démontrer cette conjecture.

2. (a) Montrer que pour tout entier n > 0 et pour tout nombre réel x de lintervalle [0 ; 1] :
e*T\.X e*ﬂ.X

0< <
(14+x%x)2 = 14+x

(b) Montrer que les suites (I,) et (Jn) sont convergentes et déterminer leur limite.

3. (a) Montrer, en effectuant une intégration par parties, que pour tout entier n > 1 :

1 e "
ILh=—(1————Jn|.
n( 2 ])

() En déduire lim nlj,.
n—-+oo

Amérique du Nord mai 2012
Soit f une fonction définie et dérivable sur [0 ; 1] telle que :

f(0) =0 et f'(x) = pour tout x de [0 ; 1].

14 x2

On ne cherchera pas a déterminer f.

Partie A

1. Déterminer le sens de variation de f sur [0 ; 1].
T

2. Soit g la fonction définie sur [0 7

} par g(x) = f (tan(x)).
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(@) Justifier que g est dérivable sur [0 ; ﬂ puis que, pour tout x de [O; ﬂ g(x)=1

(b) Montrer que, pour tout x de [0 ; ﬂ g(x) =x, en déduire que f(1) = E.

4
T
3. Montrer que, pour tout x de [0 ; 1], 0 < f(x) < 1
1 1
Partie B Soit (I,,) la suite définie par Iy = J f(x)dx et, pour tout entier naturel n non nul, I,, = J x"f(x)dx.
0 0
N , . . . n 1
1. Montrer a laide d’'une intégration par parties que, Ip = 173 In(2)
2. (a) Montrer que, pour tout entier naturel non nul n, I, > 0.
s
() Montrer que, pour tout entier naturel non nul n, I, < An+1)

(¢) En déduire la limite de la suite (I,).
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Sixieme partie
Lois de probabilités continues

Le plan est muni d’'un repere orthonormé.

1 Densité de probabilité

Dans tout ce qui suit, I désigne un intervalle quelconque de R.

Définition 1.1. :
¢ Soit f une fonction continue sur un intervalle de la forme [a;+ool, sauf éventuellement en un nombre fini de

points.
X

Si la fonction x — J f(t)dt possede une limite finie L quand x tend vers +oo, on pose alors :
a

L= J+Oo f(t)dt = lim JX f(t)dt.

@ X—+00 @

o Soit f une fonction continue sur un intervalle de la forme ] — oo; al, sauf éventuellement en un nombre fini de

points.
a

Si la fonction x — J f(t)dt possede une limite finie L' quand x tend vers —oo, on pose alors :
x

L = Jam f(t)dt = lim Ja f(t)dt.

X——00 x

Exemples N
. () = { Isit € =51 0 J f(t)dt = 2.
0 sinon oo
Notation et définition : f = 11, est la fonction indicatrice, ou caractéristique de [-1;1].
. (1) = { e tsit>0 roo f(t)dt = 1.
O sinon oo
Remarque : f(t) = e '1g+(t).

+oo
o f(t) = Ig+e t + 1g—et. Alors : J f(t)dt = 2.
— 00
Définition Une fonction f est une densité de probabilité sur 1 si :
o f est continue sur I, sauf éventuellement en un nombre fini de points de cet
intervalle
e f est positive sur I : Vt € I, f(t) > 0

J L f(t)dt = 1.

Exemples

¢ La fonction f définie par f(t) = { est une densité de probabilité sur R car :

1) f est continue sur R*
2) f est positive sur R

3) Jm f(t)dt = 1.

—00

Remarque : f est aussi une densité de probabilité sur R™ car J f(t)dt = 1.

R+
L it e [—1;1]
¢ La fonction f définie par f(t) = { D) stt € 1=4 est une densité sur R, mais aussi sur [—1;1].
0 sinon

Exercice 56.
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n désigne un entier naturel non nul. Trouver la valeur du réel a, si cela est possible, pour que la fonction f
définie par

—sit>1 . . e
f(t)=<¢ tn St soit une densité de probabilité sur R.
0 sinon

Exercice 57.
ke*six < 0,

R soit une densité sur R.
| x — 2] e ™sinon

Calculer la valeur de k pour que la fonction f(t) = {

2 Loi de probabilité

2.1 Définition

Définition
Soit f une densité de probabilité sur I. Soit X une variable aléatoire a valeurs dans I.
X suit une loi de probabilité de densité f sur I si pour tout intervalle ] inclus dans I :

P(Xe]) = L f(t)dt.

A
2.0 4
Pla<X<b) 45
% x=Db
-] ; %% , ~
—15 -1.0  -05 ol5 1.0
A
2.5
2.0 1
Pla<X) 5|

2.0

Exemples

4t3sit € [0;1]
0 sinon

e La fonction f définie par f(t) = { est une densité de probabilité sur R et :
P(—2<X<K3)=1
Vig;b] € [0;1], Pla<X<b)=b*—a%
7t . >
e Soit X une variable aléatoire de densité fx(t) = { € sit >0
0 sinon
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Via;b] CR+, Plag<X<<b)=e 2 —e P,

Remarques importantes :

¢ Soient f et g deux densités de probabilités sur I ne différant qu’en un nombre fini de points.
Si f est une densité de probabilité d'une variable aléatoire X, alors il en est de méme pour g.
Le cours d’intégration assure en effet que :

V] C 1, L f(t)dt = L g(t)dt.

¢ Deux variables aléatoires ayant la méme loi ne sont pas forcément égales.

2.2 Propriétés

Théoreme 2.1. Soit X une variable aléatoire a densité sur 1. Soient | et K deux intervalles inclus
dans L.

e PXel)=1.

eVx e [P(X=x)=0

e V[la;b] CL,P(a<X<b)=Pla<X<b)=Pla<X<b)=Pla<X<b).

eVaeR, P(X>=a)=PX>a).

e SiP(Xe])#0, alors :

P e = AEENOKEK)
e P[(Xe]JU(XeK)]=PXe])+P(XeK)-P[(Xe])n(XeK).
e Si de plus, ] et K sont disjoints :

P[(Xe)U(XeK)l=P(Xe])+PXeK).

2.3 Fonction de répartition d’'une variable aléatoire a densité

Définition
Soit X une variable aléatoire a densité sur 1.
La fonction de répartition de X est la fonction F définie sur R par :

Vx € R, F(x)=P(X<x).

X
Autrement dit, si f est définie sur R : F(x) :J' f(t)dt.

Propriété 2.1. i) F est croissante sur R.

i) lim F(x)=1et lim F(x)=0.
X—+00 X——00

Démonstration . Propriété : La relation de Chasles est encore licite pour une fonction continue sur 1, sauf
éventuellement en un nombre fini de valeurs.
i) Soit ] — o0;x] C] — oo;yl.

F est donc croissante sur R.
ii) Par définition :

ce qui se réécrit :
lim F(x)=1

X—+00

Drautre part, soit x un réel quelconque donné. La relation de Chasles nous permet d’écrire :
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&

Théoreme 2.2.

Démonstration .

F(b) — F(a) = Jboo f(t)dt — Ja f(t)dt = Jaoo f(t)dt + Jb f(t)dt — Jaoo f(t)dt = Jb f(t)dt.

—00

O

Théoreme 2.3. Soit X une variable aléatoire a densité de probabilité la fonction f sur 1. Soit F sa fonction de
répartition.
Alors pour tout x ou f est continue, F est dérivable en x et :

2.4 Densité de X+ f3

Exemples
e U est une variable aléatoire ayant pour densité : fx(t) = { 1SL.t € (0:1]
0 sinon
On définit la variable aléatoire Y par Y = 2U — 3.
Les valeurs prises par Y sont les réels de lintervalle [—3;—1]. En effet, U est a valeurs dans [0;1] et
l’application t — 2t — 3 réalise une bijection de [0;1] dans [—3;—1].
Soit [a;b] un intervalle inclus dans [—3;—1]. Nous avons :

b+3
3 b+3 A b—

P(a<Y<b):P(a<2U—3<b):P(a+3<2u<b+3):P(a;r <U< %):J ldt = 2“-

1 a;d
Ceci montrer que Y a pour densité la fonction fy(t) =< 2 sit € [=3—]

0 sinon

_t . >
¢ X est une variable aléatoire de densité : fx(t) = { e sit> 0
0 sinon

Soit Y la variable aléatoire définie par Y = —X.
X est a valeurs positives, donc Y est a valeurs négatives.
Donc :

»Si [a;b] est inclus dans R*, alors P(Y € [a;b]) = 0.
—a

» Si [a;b] est inclus dans R, alors P(Y € [a;b]) = P(X € [-b;—da]) = J e 'dt. Via le changement de
—-b
variable u = —t dans cette derniere intégrale, nous obtenons :

b
P(Y € [a;b]) :J e*du.

a
etsit <0

Y a donc pour densité fy(t) = { 0 sinon

Ceci permet donc d’écrire : Vt € R, fy(t) = fx(—t).

Théoreme 2.4. Soit X une variable aléatoire a densité fx sur 1. Soient (o; ) élément de R* x R. La variable
aléatoire Y = aX + 3 est une variable a densité admettant pour densité la fonction g définie par :

1 —
WeER gly) = <¥> :
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Démonstration . Supposons « > 0.

WERY<yS aX+B<yo X< L=P

—
Par conséquent : Yy € R, Fy(y) = Fx (H) :
B

e

Si fx est continue en y, alors Fx l'est en et dans ce cas :

1 - .
F(y) = &F)’( (%) - F4 colncide avec fx sur I privé des points pour lesquels fx n’est pas continue et qui

sont en nombre fini.

1 —
De plus, y — > fx <¥> est a valeurs positives. 1l s’agit donc d’'une densité de Y.
Supposons maintenant que « < 0.

\fyeR,P(Ysy)@mxm<y)<:>P<x>”“5

08

On en déduit donc que : Yy € R, Fy(y) =1—Fx <1¥> .

Un raisonnement analogue au cas précédent permet de conclure qu'une densité de Y est la fonction :

fyiy '—):—lfx (H_B) :fo (H_B)
o o || o

O

3 Espérance mathématique. Variance. Ecart-type
3.1 Espérance mathématique

Définition 3.1. Soit X une variable aléatoire continue de densité de probabilité f sur 1. L'espérance mathé-
matique de X, notée E(X) ou u, est, sil existe, le réel défini par :

E(X) = L tf(t)dt.

Remarque : En toute rigueur, il faut s’assurer que l'intégrale généralisée J [tf(t)|dt est convergente, ce qui
1

le cas lorsque I est un segment et dans le cas des lois usuelles que nous étudierons cette année. Pour ceux
que cela intéresse, vous pourrez rechercher des renseignements sur la loi de Cauchy, qui ne possede pas
d’espérance mathématique.

Exemple

Soient a et b deux réels tels que : a < b. Soit f la fonction définie par :

1
t— —— sité€la;b]
b—a

f:
0 sinon
b
t a+b
E(X) = dt = .
) Lb—a 2

Définition Une variable aléatoire X est dite centrée si E(X) = 0.
Propriété 3.1. : Linéarité de l'espérance.

Soient X et Y deux variables aléatoires a densité. Soient A et i deux réels donnés.
Si les variables X, Y possedent une espérance, alors il en est de méme pour AX + uY et :

E(AX 4 pY) = AE(X) + nE(Y).

Démonstration : Admise
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Théoreme 3.1. : Théoréme de transfert.

Soit ¢ une fonction continue sur I, changeant un nombre fini de fois de signe sur L.

Soit f une fonction de densité sur 1.

Sous couvert d’existence de lintégrale ci-dessous, l'espérance de la variable ¢ (X) est donnée par :

Exemple

E(X?) = L t2f(t)dt.

3.2 Variance. Ecart-type

Définition 3.2. Soit X une variable aléatoire continue possédant une espérance.
On dit que X posséde une variance, notée V(X), si et seulement si la variable aléatoire (X — E(X))? posséde
une espérance. On a dans ce cas :

V(X) = El(X — E(X))?].

Théoreme 3.2. V(X) > 0.

Démonstration . Admise{>

Théoreme 3.3. Théoreme de Koenig-Huygens
En reprenant les notations et les hypotheéses de la définition précédente, nous avons :

V(X) = E(X?) — E(X)%.

Démonstration
V(X) = E(X? — 2XE(X) + E(X)?) = E(X®) = 2E(X)E(X) + E(X)2 = E(X?) —E(X)%. o

Propriété 3.2. Soit X une variable aléatoire a densité possédant une variance.
Alors pour tout couple (a;b) de R* x R, la variable aléatoire aX + b possede une variance et :

V(aX+b) = a®?V(X).

Démonstration
En exercice. Utiliser la linéarité de l'espérance.

Définition 3.3. Soit X une variable aléatoire continue possédant une variance.
Lécart-type ox de X est le réel défini par :
ox =/ V(X)

Définition 3.4. Une variable X est dite réduite si ox = 1.

Exemple : Inégalité de Bienaymé-Tchebycheff

Soit X une variable aléatoire réelle. Soit a un réel donné strictement positif. Alors :

PIX—EX)| > @) < YK

a2
Démonstration P(|X — E(X)| > a) :J' f(t)dt.
IX—E(X)|>a
t—E
o, VteR, t—EX)|>a=1< % donc :
1 1 +oo
P(IX —E(X)| > a) < — flt)dt < — f(t)dt
a® JIX—E(X)|>a a® J_

C’est-a-dire : Var(X
PIX—EX)| > ) < YN

Ceci signifie que plus o - et donc Var(X) - est petit plus les grandes valeurs de |[X — E(X)| sont improbables,
et donc moins X est dispersée autour de son espérance.
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4 Lois usuelles

4.1 Loi uniforme

Définition Soient a et b deux réels tels que a < b.
La variable aléatoire réelle X suit la loi uniforme sur Uintervalle [a;b] si elle a une densité f constante sur
[a; b] et nulle en dehors. On a alors :

1
Vt € R, f(t) = bTa]].[a;b]

Propriété 4.1. La fonction de répartition F de X est affine par morceaux :

Osix<a
F(x) = x_asia<x<b
b—a
1sib<x
P . B— o
Théoreme 4.1. « Si [o; ] C [a;b], P(X € [0 B]) = —
e Pour tout intervalle ] de R : (BN )
L([a;blN]
PXeJ])= ——-—
XD = T
ol L(]) est égal a la longueur de lintervalle ].

Représentations graphiques :

P(X € [ B]) ]
1 Courbe de la fonction de répartition

7

A

|

Théoreme 4.2. Espérance mathématique et variance

2
B=272 vpg= B2

Démonstration . L'espérance ne pose pas de probleme et est laissée en exercice.

Pour calculer la variance on utilise la formule de Koenig-Huygens :
V(X) = E(X?) — E(X)%

b 3_ 3 2 2
1b°— b+Db
Par le théoréme de transfert : E(X?) = b—a L t?dt = 3D Z _ e (;) R
2 4+ 2ab + b?
Dautre part, E(X)? = %-
(b—a)?

Tout calcul fait : V(X) =
¢

12

4.2 Loi exponentielle

Les lois exponentielles sont souvent utilisées pour modéliser des temps d’attente : prochaine désintégration
d'un atome de radium, la durée entre deux orages, deux crues...
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Définition 4.1. Soit A un réel strictement positif.
La variable aléatoire réelle X suit la loi exponentielle de parametre A si elle a pour densité

frto Ae Mg (t).

Théoreme 4.3. * Si [a;b] C RT, P(X € [a;b]) = e 2@ — e 7b.
evVx e RY, P(X>x)=e
e La fonction de répartition F est donnée par :

Vx €R, F(x)=(1—e ™) Ig+(x).

Démonstration . : Facile, laissée en exercice. {

Représentations graphiques :

. Fonction de répartition
A| Densité f:t— Ae Mg+ (t) 1

Théoreme 4.4. Espérance mathématique et variance

Démonstration .
e Pour calculer l'espérance mathématique, une intégration par parties donne :

x x 1 1 1
J Ate Mdt = [—te M} —J —e Mdt = —Axe M — [Ce MX = Axe M — —e M 4
. . A A A

En faisant tendre x vers +oo, on obtient : E(X) =

> =

e Pour calculer la variance on utilise la formule de Koenig-Huygens :
V(X) = E(X?) — E(X)%

En utilisant le théoreme de transfert :
+oo

E(X?) = J AtZe M.
0

2
Une double intégration par parties donne : E(X?) = v

1n\? 1
D’ EXZ2=(=) ==
autre part, E(X) < )\) 2
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La conclusion est alors immédiate. {

Théoreme 4.5. Soit X une variable aléatoire a densité, suivant une loi exponentielle de parametre A.
Pour tout (t,h) de (R")?: Px=y(X>t+h)=P(X>h).
On dit que X suit une loi de durée de vie sans vieillissement , ou que X est sans mémoire.

Exemple Soit X une variable aléatoire modélisant la durée de vie d'un composant €lectronique. Si celui-ci
est encore en fonctionnement a linstant t, la probabilité pour qu’il fonctionne encore dans h heures est la
méme quau début de sa vie ( donc a t = 0).

Démonstration

P(X>t+h)Nn(X>1t)] PX>h) e t+n)
PocnX>1t+h) = P(X > 1) TPX>1) | en € Ah = P(X > h).

Théoreme 4.6. Les lois exponentielles sont les seules lois continues sans mémoire.

4.3 Lois normales

4.3.1 Loi normale centrée réduite

Définition 4.2. On dit que la variable aléatoire X suit la loi normale centrée réduite N(0;1) si elle a pour
densité la fonction f définie sur R par :

1 2
f(t) = —e 2
(t) o
+oo 2
Remarque Il est en effet possible de démontrer que J e z7dt=+v2m.

Représentation graphique

—1.5 —1.0 —0.5 0[5 1.0 1.5

Théoreme 4.7. Soit F la fonction de répartition de X.

Vx € R, F(—x) =1—F(x).

Démonstration
En utilisant le changement de variable u=-t, nous avons :
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Rappel
Vla;b] C R, P(X € [a;b]) = F(b) — F(a).

Le calcul de P(X € [a;b]) se fait a partir d'une table indiquant les valeurs approchées de la fonction de

répartition F dont le calcul direct est impossible (la fonction t — e~z n’ayant pas de primitive exprimable a
l’'aide des fonctions usuelles).

t 0.000 | 0.0100 | 0.0200 | 0.0300 | 0.0400 | 0.0500 | 0.0600 | 0.070 | 0.0800 | 0.0900
0.0000 | 0.5000 | 0.5040 | 0.5080 | 0.5120 | 0.5159 | 0.51994 | 0.5239 | 0.5279 | 0.5319 | 0.5359
0.1000 | 0.5398 | 0.5438 | 0.5478 | 0.5517 | 0.5557 | 0.5596 | 0.5636 | 0.5675 | 0.5714 | 0.5753
0.2000 | 0.5793 | 0.5831 | 0.587 | 0.5910 | 0.5948 | 0.5987 | 0.6026 | 0.6064 | 0.6103 | 0.6140
0.3000 | 0.6179 | 0.6217 | 0.6255 | 0.6293 | 0.6330 | 0.6368 | 0.6406 | 0.6443 | 0.6480 | 0.6517
0.4000 | 0.6554 | 0.6591 | 0.6628 | 0.6664 | 0.6700 | 0.6736 | 0.6772 | 0.6808 | 0.6844 | 0.6879
0.5000 | 0.6915 | 0.6950 | 0.6984 | 0.7019 | 0.7054 | 0.7088 | 0.7123 | 0.7157 | 0.7190 | 0.7224
0.6000 | 0.7257 | 0.7290 | 0.7324 | 0.7357 | 0.7389 | 0.7422 | 0.7454 | 0.7486 | 0.7517 | 0.7549
0.7000 | 0.7580 | 0.7611 | 0.7642 | 0.7673 0.770 0.7734 | 0.7764 | 0.7794 | 0.7823 | 0.7852
0.8000 | 0.7881 | 0.7910 | 0.7939 | 0.7967 | 0.7995 | 0.8023 | 0.8051 | 0.8078 | 0.8106 | 0.8133
0.9000 | 0.8159 | 0.8186 | 0.8212 | 0.8238 | 0.8264 | 0.8289 | 0.8315 | 0.8340 | 0.8365 | 0.8389
1,000 | 0.8413 | 0.8438 | 0.8461 | 0.8485 | 0.8508 | 0.8531 | 0.8554 | 0.8577 | 0.8599 | 0.8621

1,100 | 0.8643 | 0.8665 | 0.8686 | 0.8708 | 0.8729 | 0.8749 | 0.8770 | 0.8790 | 0.8810 | 0.8830
1,200 | 0.8849 | 0.8869 | 0.8888 | 0.8907 | 0.8925 | 0.8944 | 0.8962 | 0.8980 | 0.8997 | 0.9015
1,300 | 0.9032 | 0.9049 | 0.9066 | 0.9082 | 0.9099 | 0.9115 09131 | 0.9147 | 09162 | 0.9177
1,400 | 0.9192 | 0.9207 | 0.9222 | 0.9236 | 0.9251 | 0.9265 | 0.9279 | 0.9292 | 0.9306 | 0.9319
1,500 | 0.9332 | 0.9345 | 0.9357 | 0.9370 | 0.9382 | 0.9394 | 0.9406 | 0.9418 | 0.9429 | 0.9441
1,600 | 0.9452 | 0.9463 | 0.9474 | 0.9484 | 0.9495 | 0.9505 | 0.9515 | 0.9525 | 0.9535 | 0.9345
1,700 | 0.9554 | 0.9564 | 0.9573 | 0.9582 | 0.9591 | 0.9599 | 0.9608 | 0.9616 | 0.9625 | 0.9633
1,800 | 0.9641 | 0.9649 | 0.9656 | 0.9664 | 0.9671 | 0.9678 | 0.9686 | 0.9693 | 0.9699 | 0.9706
1,900 0.9713 | 0.9719 | 0.9726 | 0.9732 | 0.9738 | 0.9744 | 0.9750 | 0.9756 | 0.9761 | 0.9767
2,000 | 09772 | 0.9778 | 0.9783 | 0.9788 | 0.9793 | 0.9798 | 0.9803 | 0.9808 | 0.9812 | 0.9817
2,100 | 0.9821 | 0.9826 | 0.9830 | 0.9834 | 0.9838 | 0.9842 | 0.9846 | 0.9850 | 0.9854 | 0.9857
2,200 | 0.9861 | 0.9864 | 0.9868 | 0.9871 | 0.9875 | 0.9878 | 0.9881 | 0.9884 | 0.9887 | 0.9890
2,300 | 0.9893 | 0.9896 | 0.9898 | 0.9901 | 0.9904 | 0.9906 | 0.9909 | 0.9911 | 0.9913 | 0.9816
2,400 | 0.9918 | 0.9920 | 0.9922 | 0.9925 | 0.9927 | 0.9929 | 0.9931 | 0.9932 | 0.9934 | 0.9936
2,500 | 0.9938 | 0.9940 | 0.9941 | 0.9943 | 0.9945 | 0.9946 | 0.9948 | 0.9949 | 0.9951 | 0.9952
2,600 | 0.9953 | 0.9955 | 0.9956 | 0.9957 | 0.9959 | 0.9960 | 0.9961 | 0.9962 | 0.9963 | 0.9964
2,700 | 0.9965 | 0.9966 | 0.9967 | 0.9968 | 0.9969 | 0.9970 | 0.9971 | 0.9972 | 0.9973 | 0.9974
2,800 | 0.9974 | 0.9975 | 0.9976 | 0.9977 | 0.9977 | 0.9978 | 0.9979 | 0.9979 | 0.9980 | 0.9981
2,900 | 0.9981 | 0.9982 | 0.9982 | 0.9983 | 0.9984 | 0.9984 | 0.9985 | 0.9985 | 0.9986 | 0.9986

Valeurs pour les grandes valeurs :

3,00 3,10 3,20 3,30 3,40 3,50 3,60 3,8 4,00 4,50
0,99865 | 0,99903 | 0,99931 | 0,99952 | 0,99966 | 0,99977 | 0,99984 | 0,99993 | 0,99997 | 0,999997
Exemples

e Pour déterminer F(0,45) il suffit de regarder la case située a lintersection de la ligne 0.4 et 0.05 : on lit
ainsi F(0,45) ~ 0, 6736.

¢ Pour déterminer F(-0,45), il suffit d’appliquer la formule F(—0.45) =1 — F(0.45) ~ 0.3264.

¢ Et donc par conséquent, P(—0,45 < X < 0,45) = 0,6736 — 0, 3264 = 0, 3472.

Théoreme 4.8. Si X suit la loi normale N(0,1), alors :

EX)=0 e V(X =L

Démonstration
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2 1 x 2
e La fonction t — te~ T étant impaire, il en résulte que l'intégrale — J te” 7 dt est nulle quelle que soit
—X

Von

+oo

+2
la valeur de x. Par conséquent , E(X) = te  zdt=0.

an

e Par application du théoreme de Koenig-Huygens (I'espérance de X est nulle) et du théoreme de transfert,
et sous couvert de la convergence de l'intégrale suivante, nous avons successivement que :

1 —+00 2
V(X) = E(X?) = —J tle~ 7 dt.

12 . o . . . .
Posons alors : u(t) = e~ 7 et v/(t) = v27. En appliquant la formule d’intégration par parties, il vient :

I(x) = [—t eﬂx —JX —_tz e T dt
V2n “x —x V2m ’

En faisant alors tendre x vers 4+o0o, nous obtenons finalement :

Théoreme 4.9. Soit X une variable aléatoire suivant la loi normale N'(0;1).

Pour tout o €]0;1], il existe un unique réel positif uy tel que P(—uy < X < uy) =1— o
Valeurs approchées a connaitre :

Up,05 =~ 1, 96 et Up,01 = 2,58.

Interprétation graphique : L’aire hachurée est approximativement égale a 0.95 u.a.

P(—1.96 < X < 1.96) ~ 0.95
A

x =1.96

T T u T T T T T

—2.5 =210 —1.5 —1.0 —0.5 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 4,
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4.3.2 Lois normales N (m;o?)

Définition

Soit (o;m) un couple de réels strictement positifs.

On dit que la variable aléatoire X suit la loi normale N (m;o?), ou loi gaussienne, si elle a pour densité la
fonction f définie sur R par :

) (t —m)?
f(t) = e 202
oV 2m
o
O_/

m m m

0 constant o<o’

m<m’

Interprétation graphique de m et de o

La courbe représentative est symétrique par rapport a la droite d’équation x = m.

o caractérise la dispersion de la distribution. Plus il est grand, plus la distribution est étalée de part et
d’autre de m.

Le théoréme suivant permet de préciser le lien entre une loi N (m;o?) et la loi A(0;1) :

X —
Théoreme 4.10. Si X suit la loi N'(m; 0?), alors m suit la loi N'(0;1).

(t—m)?

m+bo 1 o
202 dt.

—m

€ [a;b]) =P(X € [m+ ao;m+ba]) = LHM 0\/%6

t— 1
Effectuons le changement de variable défini par u = Tm sdu= Edt et:

X—m LS| _u?
P( 5 E[a;b]) J'\/?Te du.

Démonstration . P (

Conséquences

Théoreme 4.11. Si X suit la loi N(m;0?), alors :E(X)=m et V(X) =02

Exercice 58.
X suit la loi normale N(6,25). Donner une valeur approchée de P(X < 8,5).

Solution suit la loi normale N (1;0).
X—6 1
Nous avons donc : P(X < 9) =P ( 5 < 2) ~ 0, 6915.
Valeurs a connaitre
Si X suit la loi normale N 2), alors :

(m; o
e PXe[m—o,m+o]) ~ 068,
e P(X € [m—20,m+ 20]) ~ 0,954
e P(X € [m— 30, m + 30]) ~ 0,997
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4.4 Théoreme de Moivre-Laplace

Théoreme 4.12. Théoreme de Moivre-Laplace
Soit p €]0;1[ et (Sn) une suite de variables aléatoires telles que pour tout n, Sy, suit la loi binomiale B(n,p).
Alors pour tout couple (a;b) € R? aveca < b,on a:

. Sn—np _ b1 2
nE)TooP (T € [Cl, b]) = J’a Ee dt.
ok 0 = y/np(1—p).

Démonstration Admise. Elle peut-étre trouvée dans le cas de p = 0.5 a ladresse suivante :
http : //www.ac—paris.fr/portail/upload/docs/application/pdf/2012—06/demon0ivre ermy07043.pdf
(il est conseillé d’en étudier au moins les interprétations graphiques).

4.5 Approximation des loi binomiales par des lois normales

Soit n un entier naturel non nul et p un réel de ]0;1[ . Soit X;, une variable aléatoire suivant la loi B(n,p).
Lorsque n est "assez grand", p "ni trop proche de 0, ni trop proche de 1" on peut approcher la loi de X;, en
utilisant la loi normale centrée réduite , en écrivant :

WkEN,0< k< P(Xy = k)~ F [ XFE0D 1P ) (k057 1p
np(l—p) np(1—7p)

Ol F désigne la fonction de répartition de N(0;1).
Voir le principe de correction de continuité dans le livre a la page 411.

Cette approximation est valable lorsque : [n > 30, np > Setn(l—p) > 5

Exemple®
On effectue un controle de fabrication sur des pieces dont une proportion p = 0,02 est défectueuse.

1. On contréle un lot de 1000 pieces :

Soit X la variable aléatoire correspondant au nombre de pieces défectueuses parmi les 1000 pieces du
lot.

Quel est la loi de X? Quelle est son espérance? Son écart-type ?
2. En utilisant une approximation, calculer P(18 < X < 22).
Correction
1. X suit la loi binomiale B(1000;0.02). Son espérance mathématique est 20 et son écart-type est /19, 6.2

2.np =20 > 35 et n(l—p) =980 > 35, il est donc possible d’approcher la loi de X par celle d’'une loi
normale de méme espérance et écart-type que X, soit de N(20;19,6) :

_p[115-20 _X—20 22,520
V19,6 V19,6 = V19,6

Un calcul direct avec les coefficients binomiaux aurait donné une probabilité égale approximativement
a 0,427.

P(18 < X < 22)

~ 0,428.

b. Source : Site exo7, par exemple & l'adresse exo7.emath.fr/ficpdf/fic00154.pdf
a. Rappelons que si X suit une loi B(n,p), alors E(X) =np et que Var(X) = 0% = np(1 —p).
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Septieme partie
Mesures algébriques

1 Définition

Soient A et B deux points d'un axe (O,1i). La mesure algébrique du vecteur AB relativement au vecteur
unitaire i de cet axe est le réel noté AB défini par :

A_B:XB—XA.

I

{—ot

Exercice 59. Soient (O,I) et (O’,1’) deux reperes de la droite (AB). Montrer qu’il existe deux réels o et 3
avec « non nul, tels que tout point M de (AB) d’abscisse x dans le repére (O, 1) a pour abscisse x’ = ax+b
dans le repere (O',1')

2 Propriétés
A, B et C désignent trois points quelconques d'un méme axe (O,f). Les démonstrations sont laissées en
exercice (utiliser les abscisses).

Propriété 2.1.

* BA=-AB

« AB” = AB?

e Relation de Chasles : AB +BC = AC

« AB=0B - 0A

 AB est indépendant de l'origine choisie sur l'axe

*AB=05A=B

« AB = AB1
«xn = M
o)

Propriété 2.2. Quotient de mesures algébriques

AB
Soient A, B, C et D quatre points alignés distincts deux a deux. Alors le quotient D ne dépend pas du repere
choisi sur la droite (AB).
Démonstration . Soient (O,1) et (O’,1’) deux repeéres de la droite (AB). D’aprés l'exercice précédent, il existe

« et B réels que tout point M de (AB) d’abscisse x dans le repére (O,1) a pour abscisse x’ = ax + b dans le
repere (O',1’). Il en résulte donc que :

ABoo/1) b'—a’ (ab+B)—(axa+Pp) b—a ABpon
CDo/,1y d'—c¢ (ad+p)—(xc+p) d—c CDon

&

Cette derniere propriété est fondamentale pour énoncer le théoreme de Thales (cf. infra)
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3 Barycentres

Dans cette section, nous nous placerons, sauf mention contraire, indifféfremment dans le plan ou dans
l’espace qui seront notés E.

3.1 Barycentre d’'un systeme de deux points pondérés

3.1.1 Définitions

Théoreme 3.1. Soit {(A, o), (B, )} un systeme de deux points pondérés tels que o+ 3 # 0. 1l existe un unique
point G tel que : .
oaGA + [5@ =0.

Définition 3.1. G est appelé barycentre du systeme {(A, ), (B, 3)}.

Démonstration Il suffit d’utiliser la relation de Chasles :

aGA + BGB =0 & (a+ B)GA = BBA & AG = (“EB)ATz).

Cette derniere égalité prouve lexistence et l'unicité de G2.

Définition 3.2. Si x = # 0, G est appelé isobarycentre de A et de B.

Propriété 3.1. L'isobarycentre de deux points A et B est le milieu du segment [AB].
Remarques
1. Si A et B sont confondus et si «+ 3 # 0, alors G existe et est confondu avec A et B.
2. Siax=0cet B #0, alors G existe et est confondu avec B.
3. Sia#0et p =0, alors G existe et est confondu avec A.
4. Si x4+ 3 =0, nous avons dans ce cas :

aG—/)A+BG—I3>:6<:>aﬁ:6>.

e Siax=0ousiAetB S(ﬂ confondus, l'égalité précédente est équivalente a 0 = 0. Dans ce cas, tout
point M vérifie Uégalité «GA + BGB = 0.
e Si x #0etsi A+#B, alors aBA # 0. Dans ce cas, il n’existe aucun point G tel que xGA+ GB = 0.

3.1.2 Propriétés
Soit {(A, &), (B,B)} un systeme de deux points pondérés tels que x + B # 0. Soit G le barycentre de ce
systeme.

Propriété 3.2. Pour tout point M, on a :
— =
ocMA + BMB = (. + B)K/l—a.
Propriété 3.3. * Si A et B appartiennent a un plan muni d'un repére quelconque, alors :

axa + Pxp aya + Bys
= e t = ===
€ BIE o+

- x+ B

*Si A et B appartiennent a l'espace muni d'un repére quelconque, alors :

‘G = oaxa + Bxg - - aya + Bys xza + Pzp
o+

o+ B a4+

xg (reps. yg ; resp zg) est donc la moyenne pondérée des réels xa et xp (resp. de ya et yp ; resp. de za et zg)
affectés des coefficients o et 3.

et Ze =

a. Rappelons cette propriété essentielle, vraie dans le plan et l'espace :
Soit T un vecteur donné et soit A un point quelconque. Il existe alors un unique point B tel que /ﬁ =u

71




Propriété 3.4. Position de G

Ici, A et B sont distincts.

e G appartient a la droite (AB)

e Si o et B sont de méme signe, alors G appartient au segment [AB]. Dans ce cas, G est plus prés du point
ayant le plus grand poids en valeur absolue que de l'autre point.

* Si x et B sont de signes contraires, alors G est a l'extérieur de [AB].

Plus précisément :

G appartient a (xA] si |«| > |B] :

G appartient a [Bx') si || < |B]:

Propriété 3.5. homogénéité du barycentre
Soit k un réel non nul. Alors G est aussi barycentre du systeme {(A, k), (B, kp)}.

Exemple : les systemes {(A,—4), (B,—8)}; {(A,4), (B, 8)}; {(A,1), (B,2)} ont le méme barycentre.

Propriété 3.6. Soient A et B deux points distincts.

e [’ensemble des barycentres des points A et B est la droite (AB).

o Le segment [AB] est l'ensemble des barycentres de A et B affectés de coefficients positifs ou nuls. C'est aussi
l'ensemble des barycentres des systemes {(A,t), (B,1—t)} lorsque t varie dans [0;1].

3.2 Barycentre d’'un systeme de trois points pondérés
3.2.1 Définitions

Théoreme et définition
Soit {(A, &), (B, ); (C,y)} un systeme de trois points pondérés tels que o+ 3 +vy # 0.
Il existe un unique point G tel que :

«GA + BGB + yGC = 0.
G est appelé barycentre du systeme {(A, «), (B, B), (C,v)}
Définition 3.3. Si x =3 =y # 0, G est appelé isobarycentre des points A,B et C.

3.3 Propriétés

Soit {(A, ), (B, B); (C,v)} un systeme de trois points pondérés tels que &+ 3 +vy # 0. Soit G le barycentre
de ce systeme.

Propriété 3.7. Pour tout point M, on a :

«MA + BMB +yMC = (x+ B + 7)MC.
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Propriété 3.8. Si A , B et C appartiennent a un plan muni d'un repére quelconque, alors :

_xxatPxgtyxe e = oya + Bys +yvyc
atpB+y ¢ atpB+y

Si A,B et C appartiennent a 'espace muni d'un repere quelconque, alors :

_ oxa + Bxg +vxc _ oya + Bys +vyc _ aza + Bz + vz

= et Yyg = et zZg = :
x+B+y x+B+y x+B+y

xg (resp. yg ; resp. zg) est donc la moyenne pondérée des réels xa, xp et xC (resp. de ya, ys et yc ; resp. de
zZa, zg et zc) affectés respectivement des coefficients «,f3 et y.

Propriété 3.9. Position de G

e Si A =B = C, alors G est confondu avec ces trois points.

* Si A,B et C sont alignés, alors G appartient a la droite (AB).

e Si Si A,B et C ne sont alignés, alors G appartient au plan (ABC).

Ce dernier cas -quoique vrai dans le plan- n’a de réel intérét que dans l'espace : A,B,C et G sont coplanaires.

Propriété 3.10. homogénéité du barycentre
Soit k un réel non nul. Alors G est aussi barycentre du systeme {(A, k), (B,kB); (C, ky)}

Théoreme 3.2. Théoreme du barycentre partiel- ou d’associativité du barycentre
Soit {(A, ), (B, B); (C,v)} un systeme de trois points pondérés tels que .+  +vy # 0, de barycentre G.
Si o+p # 0, et si G’ est le barycentre de {(A, ), (B, B)}, alors G est le barycentre du systeme {(G', a+8), (C,v)}.

Conséquence
L’isobarycentre de trois points A,B et C est le centre de gravité du triangle (ABC).

Propriété 3.11. Soient A, B et C trois points non alignés. L'ensemble des barycentres des points A, B et C
est le plan (ABC).

3.4 Barycentre d’'un systeme de n points pondérés
3.4.1 Fonction vectorielle de Leibniz

Soit £ l'ensemble des vecteurs formés par les points de E.

3.4.2 Définition

Définition 3.4. Soit n un entier supérieur ou égal a 1, et (Ay; &i)igi<n Un systeme de n points pondérés de
E.
La fonction vectorielle de Leibniz f associée au systeme (Ai; oi)i<icn est Uapplication définie par :

E — €&
n
: —— —
A M = M =Y wMAL.

i=1
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3.4.3 Propriétés

Propriété 3.12.
o Pour tout couple de points M et M’ , on a :

— — i —
f(M) — f(M') = (Z cxi> MM,
i=1

n
* Donc si la somme Z «; est nulle, la fonction f est constante.

i=1

Théoreme 3.3. Soit n un entier supérieur ou égal a 1, et (Ai; &i)i<icn Un systeme de n points pondérés de E.
n

On suppose que la somme Z «; est non nulle.
La fonction vectorielle de li;libniz f associée au systeme (Ai; xi)icicn €St une bijection de E sur &, cest- a
dire :
VU € £,3IM e E, f(M] = .
En particulier, il existe un unique point G tel que 1TG)) = 6> c’est-a-dire tel que i cxiG—>Ak = 6>

i=1

Définition 3.5. G est appelé barycentre du systeme (Ai; &i)i<i<n -

Propriété 3.13.
n
WM € E, MG = ——(3_ ai)MA;

Propriété 3.14. Si E est muni d'un repere dans lequel les points (Ai; i)i<ign ont pour coordonnées (xi;yi)
(ou (xi;yi;2i) si E représente l'espace) ; alors G a pour coordonnées :

n n n

D_ouxi Doy P

i=1 i=1 ) i=1
Xg="—— 3 Ye=-———  etéventuellement = z2g=-———

D 2 D
i=1 i=1 i—1

Propriété 3.15. Homogénéité du barycentre

Soit n un entier supérieur ou égal a 1, et (Ai; &i)icign un systeme de n points pondérés de E possédant un
barycentre G. Soit k un réel non nul.

Alors, G est barycentre du systeme (Ai; ko )ici<n-

Propriété 3.16. Associativité du barycentre
Soit n et p des entierstelsquep >3 et2>2p>n—1

Soit (Ai; oi)igign un systeme de n points pondérés de E possédant un barycentre G.
P

On suppose de plus que la somme Z o est non nulle ; soit G’ le barycentre du systeme (Ai; o) 1<i<p-

i=1

P
Alors G est le barycentre du systeme {(G’, Z o )5 (Apty Xpa1); -5 (A, an )}

i=1

3.5 Coordonnées barycentriques
3.5.1 Dans le plan

Donnons-nous trois points A, B et C non alignés dans le plan et rappelons la derniere propriété du paragraphe
22:
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Soient A, B et C trois points non alignés. L'ensemble des barycentres des points A, B et C est le plan (ABC).
Ceci signifie que pour tout point M du plan , il existe un triplet (o; B;y) de R? tel que M est le barycentre

{(A, ), (B, B); (Cy v}

Définition 3.6. Le triplet (o; ;) est appelé coordonnées barycentriques de M.
Un point donné posséde donc une infinité de coordonnées barycentriques en vertu de la propriété d homogénéité
du barycentre.

Il est possible de contourner ce probleme grace a la définition suivante :

Définition 3.7. Tout point M possede un unique triplet de coordonnées barycentriques dont la somme est
égale a 1. Ces coordonnées sont les coordonnées barycentriques normalisées de M.

3.5.2 Dans l'espace

Cette partie est laissée en exercice au lecteur et n’est quune réécriture de ce qui précede. Il convient de
prendre pour base quatre points A, B, C et D non coplanaires.

3.6 Ensembles de niveau

Définition 3.8. Soit f une application de E dans R et k un reel.
On appelle ensemble de niveau k I'ensemble des antécédents de k par f.

3.6.1 Etude de f(M) =) aMA;*
i=1

Nous reprenons ici les notations de la partie précédente.
Lemme

V(M,M") € E%, (M) = () a.)MM”? +2MM’" - (3 asM'A;) + f(M’) @

i=1 i=1

Démonstration Laissée en exercice. Utiliser les égalités suivantes :

AB? — AB? = (AC 4 CB)? = AC? 4+ 2AC - CB + CB? — AC? + 2AC - CB + CB?

n
Théoreme 3.4. Cas Z o #£0

i=1
Soit G le barycentre du systeme (Ai; oti)i<i<n
L’égalitée (1) donne la formule de Leibniz :

YM € E f(M) = () o«:)MG? +f(G).

i=1

Dans le plan :

L’ensemble de niveau k de f est soit I'ensemble vide, soit réduit a {G}, soit un cercle de centre G.
Dans lespace :

L’ensemble de niveau k de f est soit 'ensemble vide, soit réduit a {G}, soit une sphere de centre G.
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Théoreme 3.5. Cas Z x; =0

i=1

= — = . . . . .
e Si Z aiM'A; = 0, I'ensemble de niveau k de f est soit 'ensemble vide, soit E .

i=1

n

—) _)

* Si Z aiM'A; # 0, lensemble de niveau k de f est :

i=1 N

0 \ %
dans le plan : une droite orthogonale a Z aiM'Aj;
i=1

L
dans l'espace : un plan orthogonal a Z i M'A;.

i=1

~ MA
~ MB
Soit A et B deux points distincts.

Théoreme 3.6. 1. Sik<O0

L’ensemble de niveau k de f est vide

2. Sik=1
L’ensemble de niveau k de f est alors :
e dans le plan : la médiatrice de [AB].
e dans lespace : le plan médiateur de [AB].

3. SikeR—{1}
Soit Gy le barycentre de {(A,1), (B, k)} et Gy le barycentre de {(A,1), (B, —k)}.
L'ensemble de niveau k est alors :

3.6.2 Etude de g(M)

e dans le plan : le cercle de diametre [G1Gs].
e dans l'espace : la sphére de diamétre [G1Gg].

4 Théoreme de Thales

4.1 Enoncé

Si les droites d; et do sont coupées respectivement en A, B, C et en A’, B/, C’ par des droites paralléles,

alors :

Al
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BC’ CC’

BA’ AA’Y

9 Théoreme de Thales et projection

5.1 Définition et propriétés d’une projection

Soient d; et dy deux droites du plan et soit une direction de droite d, distincte de celle de ds. A tout
point M de dj, on peut associer le point M’, intersection de ds avec la droite de direction & passant par M.
L’application p : M — M’ est appelée projection de d; sur dg parallelement & & : M’ est appelé le projeté de
M.

Propriété 5.1.  Lorsque d; est de direction 0, tous les points de d; ont la méme image par p qui est
lintersection de d; et ds. Dans ce cas la projection p est dite constante.
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e Lorsque d; n'est pas de direction b, deux points distincts de d; ont des projetés distincts. De plus, tout point
de dy possede un unique antécédent par p. On dit alors que p réalise une bijection de d; sur ds.

5.2 Autre version de I’énoncé du théoreme de Thales - réciproque

Pour tout point M de d; et tout point M’ de ds :
—
1. Si M’ est li)projeté de M, l'abscisse de M’ dans le repere (A’;A’B’) est égale a celle de M dans le
repere (A;AB).
2. Réciproquement, si M et M’ ont la méme abscisse dans les repéres respectifs (A’;A’B’) et (A;}TB)),
alors M’ est le projeté de M. En particulier, cela signifie que les droites (AA’), (BB’) et (CC’) sont
paralleles.
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6 Exercices d’application

Exercice 60. Soit ABC et A’'B’C’ deux triangles d’'un plan (P) tels que les droites (AA’), (BB') et (CC’)
soient concourantes en un point I.
On suppose que les droites (BC) et (B'C’) se coupent en Aj, (CA) et (C’A’) en By, (AB) et (A’B’) en Cy.
On se propose de démontrer que les points Aj, By et C; sont alignés.
1. Montrer qu’il existe des couples de coefficients (o, o), (B, ) et (v,v’) tels que I soit le barycentre de :

o {(A,a); (Ao et u+a’ =1

o {(Bya); (B/ya')} et B+ p" =1

c {(Cy)(Chy ety +v/ =1

— )
2. Montrer alors que : BI@ —VI? =vy'IC'"—B'IB' = (B —y)IT\I.
En déduire que : (B —y)I—A1> +(v— oc)I—Bl) + (e — B)I—d - 0.

3. Conclure.

Exercice 61.

Premiere partie

Soit ABC un triangle non isocele. On appelle (D) la bissectrice intérieure de l'angle A et (Aq) la bissectrice
extérieure de A.

On note I, le point d’intersection de (Dy) et de (BC), A’ le pied de la hauteur issue de A, Hg et H¢ les
projections respectives de I, sur [AC] et [AB]. On note BC=a, AC=b et AB=c.

1. Exprimer de deux facons différentes les aires des triangles ABI, et ACI,. Montrer que 1B et [,C sont
respectivement proportionnelles & c et b dans le méme rapport.

2. Montrer que I, est barycentre des points B et C affectés respectivement des coefficients b et c.

3. Montrer que (A,) coupe (BC) en un point J, extérieur a [BC]. Montrer que J, es barycentre du systeme
{(B,b); (C;—¢)}

Deuxieme partie
MB c
1. Soit (Cq4) U ble d ints tel L=
oit (Cq) l'ensemble des points tels que MC ~ D
Montrer que (Cq) est le cercle de diametre [[,]4], et qu’il passe par A. On notera Q, son centre et on
l’appellera cercle d’Appolonius relatif au sommet A.
2. Montrer la relation suivante : Q B x Q,C = Qalaz = Qa]az.
3. On définit de méme (Cy,) et (Cc). Dans la suite, on suppose que a < b < c.
(@) Montrer que les cercles (Cq) et (Cp) sont sécants. On appelle K et L leurs d’intersection.

(b) Montrer que les points K et L appartiennent a (C.). En déduire que le trois cercles d’Appolonius
sont sécants en K et L.

(c) Montrer alors que g, Qg et Q3 sont alignés.

Exercice 62.
Dans le plan on considére un triangle ABC rectangle en A. Soit a un réel strictement positif. On suppose
que AB = a et AC = 2a. Soit I le milieu de [AC].

1. Soit J le barycentre de {(A, 3); (C;—1)}. Montrer que A est le milieu de [I]].
2. Déterminer le point G barycentre des points A, B et C affectés des coefficients 3,2 et -1.

3. Déterminer l'ensemble des points tels que :
3AM? + 2BM? — CM? = 6a”.

On pourra remarquer que I appartient a cet ensemble.
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Huitieme partie

Les matrices

1 Généralités sur les matrices

Définitions

Une matrice A de taille n x p (ou de format (n,p)) est un tableau de nombres réels composé de n lignes et
p colonnes.

Une matrice s’écrit donc sous la forme :

an aig coo ooo A1p

ag1 ag9 bco coo Clzp
A= ...
Clij

ant an2 .. ... (lnp

Les nombres ajy; (1<i<n,1<j<p) sont appelés les coefficients de la matrice.
Le coefficient ai; est a lintersection de la i*™¢ ligne et de la j*™¢ colonne.
L’ensemble des matrices & coefficients réels de taille n x p est noté My ,(R).

-
Remarque : Une matrice de taille n x p contient np coefficients.

Exemples
34 -2 0
e A= |0 1 5 —3| estune matrice de taille 3x 4. asg3=95;a33=0; ap=4---
1 0 O 1
3 0 1
4 1 O . .
e B= 9 5 0 est une matrice de taille 4 x 3. asg3 =0; ags =5; age =3---
0 3 -1
0 0 .
e O= (0 0) est la matrice nulle de Mg 2(R).

Cas particuliers

¢ Si n =7p, A est une matrice carrée de taille -ou d’'ordre- n.

Exemples
340 2100

e A= [0 5 —3 ] est une matrice carrée de dimension 3 x 3. o [y = 00 1 0 est la matrice
Lo 1 0 0 0 1

identité de taille 4.

L’ ensemble des matrices carrées a coefficients réels d’'ordre n est noté M, (R).
¢ Si p =1, A est une matrice colonne (ou vecteur colonne).

Exemple

3
A= 10
1

e Sin =1, A est une matrice ligne (ou vecteur ligne).
Exemple :

A=(3 4 0 3 1).
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Définition
Deux matrices A = (ayj) et B = (by;) sont égales si elles ont la méme dimension n x p et si :

V(l,)) € [[1,T1.]] X [[1,1)]], aij = bij-

2 Opérations sur les matrices
2.1 Transposition

Définition 2.1. La transposée d'une matrice A de taille (n;p) est la matrice de taille (p ;n) notée *A ou At
obtenue en échangeant les lignes et les colonnes de A.
Si B =t A, alors, V(i;j) € [1,p] x [1,n], by;; = aj;.

Exemples
3 0 1
3 4 -2 O 4 1 0 3
eSiA= [0 1 5 3|, alors:*A=|[-2 5 0 eSiA=|1], alors:'A=(3 1 1)
1 0 O 1 0 -3 1 1
3 4 -2
eSiA=| 4 3 5|, alors:'A=A.
-2 5 0

Définition 2.2. Une matrice A égale a sa transposée est appelée matrice symétrique.
Une telle matrice est nécessairement carrée.

Exercice 63. Donner un exemple de matrice antisymétrique, cest-a-dire telle que *‘A = —A

2.2 Multiplication d’'une matrice par un réel

Définition 2.3. Soit A = (ai;) une matrice de taille n x p et soit A un réel quelconque. La matrice M = AA =
(my;) est la matrice de taille n x p définie par :

V(l,)) € [[1, Tl]] X IIl, p]],mij = )\ai]’.

Exemple
34 -2 0 9 12 -6 O
SitA=|0 1 5 -3}, alors:3A= |0 3 15 -9
1 0 0 1 3 0 0 3
Propriétés
V(A,B) € Mnp(R)?, V(A1) € R?:
A=A

*A(RA) = (ARA
s(A+ A =ANA+ A
*A(A+B) =AA +AB

2.3 Addition de deux matrices

Définition Soient A = (ay;) et B = (by;) deux matrices de méme taillen X p.
La matrice C = A + B est la matrice de taille n x p de coefficients ci; définis par :

V(i;j) € [L,n] x [[Lp]],cij = ayj + byj.

4 6+3 1\ (443 6+1\ (7 7
-1 3 5 -3) \—-1+5 3-3)\4 0

Attention :
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¢ L’addition de deux matrices n'ayant pas la méme taille n’a pas de sens!

Propriété 2.1. V(A,B,C) € M3 (R) :

e La matrice nulle O est I'élément neutre de l'addition : O+ A=A+ 0=A
*A + B =B + A : l'addition des matrices est commutative.

*(A+B)+ C=A+ (B+ C) :l'addition des matrices est associative.

Démonstration . Laissé€e en exercice

Exercice 64. Montrer que May2(R) est un R-espace vectoriel de dimension 4 dont on donnera une base.

2.4 Multiplication de deux matrices

Définition 2.4. Soit A une matrice de taille n x m et soit B une matrice de taille m X p .
Le produit de A par B, noté A - B ou AB, est la matrice de taille n x p construite de la maniere suivante :

Exemple : Calcul de cy

’B :m lignes p colonnes

=2
N
Z
S

o

o
3
<

C12 C1p

Y

C99 Cgp
Qni Qn2 ... Qnm Cnt Cn2 ... Cnp

’ C = AB : n lignes p colonnes

A :n lignes m colonnes‘

Généralisation : Calcul de c;
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/bu/“”"—' by
N
}1/“" by
N
N
. 1 bm)
) N
C11 Cy
Ci1 Cijj
ant ... Qnk ... Qnm Cni .-+ Cnk
Cy = ZEI:I ik b
e Si A= <3 4 et B= <_2 3> , alors AB= <23 _9) et BA—<7 —16>
Calcul de AB
(1 2) cn=1x5+2x-2=1
3 —4 ot = 3 % 5+ (—4) x (—2) = 23
5 1\/1 7 cp=1x1+2x3=7
-2 3/\23 -9 Cpp=3x14+(-4)x3=-9
Calcul de BA :
(1 2) cp=9x14+1x3=8
3 —4 cor=-—2x143x3=7
5 1\/8 6 Cp=9x24+1x—-4=6
-2 3/\7 -16 Cpp=-2%x2+3x—-4=-16
*SiA=(3 7) et B= -1 alors AB= (—17) et BA= -3
—2)° -6 —14
Calcul de AB : Taille de la matrice produit : (1,Z)(Z,1) = (1,1)
(=)
—2
cp=3x—-1=-3+7x-2=-17

Calcul de BA : Taille de la matrice produit : (2,1)(1,2) = (2,2)
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C11=—1><3=—3
(3 7) C21=—2><3=—6

-1 -3 —7 Ci2 = —1x7=-7
—2/)\-6 -—-14 Cp=—2x7=-14
e Si A= (_43 g) et B= (_52) , alors AB= (_1?9) Le produit BA n’est pas défini.

(5>
2
ct=4x5+5x (—2) =10

(4 5)(10) {021—3><5+2><(—2)—19

—3 2/\—19

Propriété 2.2. ¢ V(A,B,C) € My m(R) x My +(R) x M, ,(R) : A(BC) = (AB)C : le produit matriciel est
associatif. ® V(A,B,C) € Mny m(R) X Mp m(R) X My ,(R) :

(A+B)C=AC+BC
e VA € M, (R) :
[L.A = Al,, = A : La matrice est I'élément neutre pour la multiplication dans My (R) :

(A+B)C=AC+BC

Attention!

e Le produit de matrices n’est pas commutatif en général : Si A et B sont des matrices carrées, AB # BA.
e Par contre, la matrice identité d’ordre n, notée I,,ou Id,,, commute avec toute matrice carrée d’ordre n.
¢ O représentant la matrice nulle, AB = O n'implique pas A =0 ou B = 0.

1 0 0 0
Contre-exemple : A = (0 0) et B= (1 0),

3 Exercices

Exercice 65. Matrice inversible
. 3 4

Soit A = (2 3).

1) Résoudre ’équation matricielle A (;) = (_43), d’inconnue X = (z) .

3 -4
-2 3

2) Soit A’ = ( ) Calculer AA’ et A’A.

3) Calculer la matrice produit A’ (_43) Que constate-t-on ?

Exercice 66. Matrice nilpotente

01 1
Soit A=10 0 -1
0 0 O

1) Calculer A2 = AA, A% = AAA, A% = AAAA.
2) Calculer A™ pour n entier naturel quelconque (Par convention, A? = I3).

Exercice 67. Puissance d’'une matrice diagonale
Une matrice carrée est diagonale si tous ses coefficients sont nuls, sauf éventuellement ceux de la diagonale :
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0

0

0
Montrer que pour tout entier naturel k, A* = Diaglafj; ak,;- - ;

0

nn

= Diaglay;ags;- -5 annl.
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4 Matrices carrées inversibles
4.1 Définition et exemples

Définition 4.1. Une matrice carrée A, de taille n, est inversible s’il existe une matrice carrée de taille n, notée
AL telle que :
AATT=ATIA =L,

AL est linverse de la matrice A.
L’ensemble des matrices carrées inversibles de taille n a coefficients réels s'appelle le groupe linéaire et est
noté GL,(R).

Théoreme 4.1. Si A est inversible, alors A~! est unique.

Démonstration . Soient M et N deux inverses de A :
M =MI, = M(AN)=(MAIN=I,N=N. o

Remarque : A~! est inversible et son inverse est A.

Exemples
e I1=1,
(3 4\ . 41 /5 —4
A_(o 5)' A _E(O 3)'
1
= 0 0
3 0 0 3 1
*B={0 5 0 Bl=[0 = o0
00 4 5
0o 0 -
4
3 4\ , . .
e C= (O O) n’est pas inversible.
Démonstration Supposons que C soit inversible, d'inverse :M = z IJJ[)

_ [(3x+4y 3y+4t
M=1"0 0

. A [ ) 1 0 .
) : cette matrice ne peut étre égale a Iy = < ) quelles que soient les valeurs
de x, y, z et t.

0 1

6 8
e La matrice nulle d’'ordre n n’est pas inversible.

e D= 3 4> n’est pas inversible.

Propriété 4.1. Si A et B appartiennent a GL,, (R), alors AB appartient aussi a GL, (R) et :

(AB)"'=B!A!

Démonstration .
(AB)JB'A ) =ABB HA 1=AA1=1,.

O

Théoreme 4.2. (GL,(R),) est un groupe, délément neutre 1.

Démonstration . * La multiplication est une loi de composition interne : (A,B) € GL%(R) = AB € GL,(R).
e La multiplication est associative.

o La multiplication a pour élément neutre la matrice identité 1,,.

e Tout élément A de GL,,(R) possede un élément symétrique pour la multiplication dans GL,(R), a savoir
A lcar: AA T=A"TA=1.9

Théoreme 4.3. Soit A une matrice de GL,(R). Alors :

V(B,C) € M%, AB=AC=B=_C.
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Démonstration . A est inversible, donc : AB =AC = A~ (AB) = A" (AC)= (A 1A)B=(A"A)C=B=C
%

Remarque : AB =AC & A(B — C) = O. Comme nous l'avons vu dans le paragraphe 2, cela n‘implique pas
systématiquement que B — C = O. Ici cela est vrai car A est inversible.

Exercice 68. Polynome annulateur

1 0 2
Soit A=|0 —1 1] .Calculer A>— A. En déduire que A est inversible et déterminer son inverse.
1 -2 0

4.2 Inverse d’'une matrice carrée de taille 2

Théoreéme

a

Soit A = <C b> une matrice de taille 2.

d

A est inversible si et seulement si le déterminant A = est non nul.

De plus si A #£0:
1 /d -b
—i_
A _A(—C a)'

Définition : A est le déterminant de la matrice A, il est noté det(A).

b
d

o Q

Démonstration
()
Posons B = .
— a
AB = BA = Al.
1 —
Par conséquent, si A # 0, A est inversible et A=l = A (_dc ab) .

Réciproquement, si A est inversible, alors :
B =Bl =B(AA!) = (BA)A ! = AA!
B n’étant pas la matrice nulle, A # 0.

. . . . a b
Remarque : A est donc inversible si et seulement si les vecteurs (c) et (

d) ne sont pas colinéaires

(autrement dit, ils forme une famille libre).

Exercice 69. Théoreme de Cayley-Hamilton
Définition : La trace d’'une matrice carrée A, notée Tr(A), est égale a la somme de ses coefficients diagonaux.
Montrer que pour toute matrice A d’ordre 2 :

A% —Tr(A)A + det(A)Iy = O.

Exercice 70. Groupe des matrices de rotations
. cos® —sin0
Soit R = {M(G) = (s'mB cos 0 ) /0 € R}.
1) Montrer que : V(0,0’) € R, M(0)M(0') = M(0 +0').
2) Montrer que : R est inclus dans GLy(R) et déterminer l'inverse de M(0).
3) Montrer que (R,-) est un groupe abélien.
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Neuvieme partie

Les groupes

1 Définitions et propriétés

Définition 1.1. Soit G un ensemble. x est une loi de composition interne sur G si :

V(a;b) € G2, axb € G.

Exemples

e G=R, G=Z ouG =C : L'addition, le produit sont des lois de composition internes.

e G =R* : Le quotient est une loi de composition interne.

¢ G = {fonctions définies sur R} : L’addition, le produit, la composition sont des lois de composition internes.
Mais par exemple, le produit scalaire défini sur l'ensemble des vecteurs de R? ou de R? n'est pas une loi de
composition interne.

Définition Un ensemble non vide G muni d’'une loi de composition interne * est un groupe si :

* % est associative :
Y(a,b,c) € G2, ax (bxc)=(axb)xc.

* + admet un élément neutre, noté e :
VaeG,axe=exa=a.

e tout élément a de G possede un élément symétrique pour x :
Vae G,dbe G,axb=bxa=e.

Cet élément est noté a .

De plus, si x est commutative, le groupe G est commutatif, ou abélien :
V(a,b) € G%, axb=bxa.

Le groupe est alors noté (G, ), ou s'il n’y a pas d’ambiguité, simplement G.

Exemples

e (R,4), (Q,+), (C,+),(Z,+) sont des groupes abéliens infinis.

o (R*, x), (C*, x),(Z*, x) sont des groupes abéliens infinis.

o ({—1;1}, x) est un groupe abélien d’ordre 2.

e Soit E l'ensemble des vecteurs de R? (ou de R3).

(E,+) est un groupe abélien.

e (RIX],+) et (Rn[X],+) sont des groupes abéliens.

e Soit n un entier naturel non nul. Soit U,, ={z € C,z™ = 1} l'ensemble des racines n-iemes de l'unité.
(Un, X) est un groupe abélien.

e (ML(R),+), (Mn(C),+), (GL,(R), x) sont des groupes (les deux premiers sont abéliens, mais pas le
dernier).

e [’'ensemble des translations du plan (ou de l'espace) muni de la loi de composition interne o est un groupe.
e n désigne un entier naturel strictement positif. G est constitué des restes possibles par la division eucli-
dienne par n. G est muni de la loi de composition interne, notée + associant a a + b le reste de la division
euclidienne de la somme a + b par n.

(G;+) est un groupe noté <@,+> - Les éléments de G sont souvent notés 0,1,--- ,n—1 afin de ne pas

confondre les restes et les entiers correspondants.

Contre-exemples

¢ (N,+) n'est pas un groupe car aucun élément n'est symétrisable.

¢ (R, x), (C, x) ne sont pas des groupes car 0 n'est pas symétrisable.
® (Z,x) n’est pas un groupe car seuls 1 et —1 sont symétrisables.
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Propriété 1.1.
1) Un groupe n’est jamais vide
2) L'élément neutre est unique
3) Dans un groupe, l'équation a xx = b posséde une unique solution, & savoir x = a ! x b
4) Dans un groupe, tout élément est simplifiable ou régulier :
axx=ax*xy =x=yYy (asimplifiable & gauche)
{ xxa=yxa =x=y (asimplifiable a droite).

Démonstration . 1) G # () car il contient I'élément neutre e.

2) Soient e et e’ deux éléments de G : exe’ = e’ car e est un élément neutre. De plus, e’ xe = e car e’ est
aussi un élément neutre. En conclusion e = e’.
Darxx=b=>alx(axx)=alxb=(alxa)xx=a'*b=exx=al«b=>x=alxb.
Réciproquement, a—' x b est bien solution de a xx =b.

Définition 1.2. L'ordre d'un groupe est le nombre de ses éléments.
Si le groupe possede une infinité d’éléments, il est dit alors d’ordre infini.

2 Sous-groupes

Définition
Soit (G, *) un groupe. Soit H un sous-ensemble de G.
H est un sous-groupe de G, si (H,*) est un groupe.

Propriété 2.1. (G,x) et (H,*) ont le méme élément neutre e.

Exemples

e {e} et G sont des sous-groupes de (G, ) (appelés sous-groupes triviaux de G).

¢ (R,+) est un sous-groupe de (C,+).

e (Q,+) est un sous-groupe de (R,+).

e Soit a un réel, et aZ = {ak/k € Z}.

(aZ,+) est un sous groupe de (R, +).

e Soit U={z € C,|z| =1}. (U, x) est un sous-groupe de C.

Parmi les différentes caractérisations possibles des sous-groupes, l'une des plus simples est la suivante :

Théoreme

Soit H un sous-ensemble d'un groupe G muni de la loi de composition interne *.
(H,x) est sous-groupe de (G,*) si et seulement si :

e H 7é (Z)

e V(x;y) € H2, xxy 1 € H.

Démonstration

e Soit (H,*) un sous-groupe de G. Puisque H est un groupe :

» H n’est pas vide.

» Soient x et y deux éléments de H. y~! appartient par définition d'un groupe & H et donc xxy~! appartient
aussi a H car x est une loi de composition interne.

¢ Réciproquement, soit H un sous-ensemble vérifiant les deux propriétés du théoreme.

H étant non vide, il posséde un élément x et donc x « x ! = e appartient a H.

En posant x = e dans la deuxiéme propriété, nous obtenons : Vy € H, exy~! = y~! € H. Il nous reste a
montrer que % est une une loi de composition interne pour H et qu’elle est associative.

Soient x et y deux éléments quelconques de H. Nous venons de montrer que tout élément de H posséde un
symétrique dans H par rapport a %, donc il existe un élément z de H tel que y =z ! et donc x xy =xxz !
appartient a H. La loi x est donc interne pour H.

L’associativité est facile et est laissée en exercice (tout élément de H peut étre vu comme un élément de G).

1

Théoreme
Soient H et K deux sous-groupes de (G, *) .
H N K est un sous-groupe de (G, *).

Remarque La réunion de deux sous-groupes n’'est pas en général un sous-groupe.
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3 Morphisme de groupes

Définition
On appelle morphisme du groupe (G,x) vers le groupe (G’, T) toute application f de G vers G’ telle que :

V(x;y) € G%, f(x xy) = f(x) Tf(y).

Définition

¢ Si f est bijective, on dit que f est un isomorphisme.

e Si (G,%x) = (G’, T), on dit que f est un endomorphisme.

¢ Si f est un endomorphisme bijectif, on dit que f est un automorphisme .

Exemples
¢ Soit a un élément donné d’'un groupe (G, *).
7Z — G
L’application f: n— a*=ax---%xaqa est un morphisme de (Z,+) vers (G, *).
n fois
¢ La fonction In est un isomorphisme de (R%, x) vers (R, +).
e Idg est un automorphisme de de (G, *).

Définition On dit que G et G’ sont isomorphes s’il existe un isomorphisme de G vers G'.

Cette notion est fondamentale. Deux groupes isomorphes se "comportent” de la méme maniere, quelle que
soit la nature de leurs éléments et quelle que soit la loi de composition interne.

Par exemple, il n'existe qu'un seul groupe possédant un unique élément a un isomorphisme pres. Il s’agit du
groupe (G = {e}, x).

Exemples : (Idp,0),({0}, +), ({0}, +).

De méme, a un isomorphisme pres, il n’existe quun seul groupe a deux éléments. Pour s’en convaincre, il
est possible de construire la table de la loi du groupe. Un tel groupe G est de la forme {e, a}. Le remplissage
de la table ci-dessous est simple, hormis la détermination de a x a. La loi x étant interne et G n‘ayant que
deux éléments, nous n’avons que deux possibilités : axa=aetaxa=e .

Si nous avions axa = a, nous aurions axa = axe et donc a = e car tout élément d'un groupe est régulier.
Cela impliquerait donc que G ne possede qu'un seul élément, ce qui n’est pas le cas.

Par conséquent, a x a = e. a est donc sont propre symétrique (on dit que a est d'ordre 2).

€| a
€

oo |

Exemples : ({Idp, SD}) O) ;({_1; 1}) X).

Regles Pour construire la table d'une loi d'un groupe, on pourra utiliser les deux regles importantes suivantes
(qu’il faut savoir expliquer rapidement) :

R1 : On ne peut avoir le méme élément 2 fois dans une ligne (ni 2 fois dans une colonne).

En effet si si par exemple un élément c apparaissait 2 fois dans la ligne a, par exemple a la colonne b et d,
nous aurions; a = b = a x d soit par simplification dans un groupe, b = d ce qui n’est pas possible.

R2 : Le groupe est commutatif si et seulement si la table correspondante est symétrique par rapport a la
diagonale principale.

Conséquence : Tout groupe d’ordre 2 est commutatif.

En effet, tous les groupes dordre 2 possedent la méme table qui est symétrique par rapport a la diagonale
principale.

Recherche des groupes d’ordre 3.

Soit (G ={e, a, b}, *) un groupe d’'ordre 3.

Si nous avions a b = b, cela impliquerait que a = e par simplification, ce qui n’est pas possible. En
appliquant la regle R1, axb # a, donc axb = e et par suite axa =b.

La derniere ligne s’obtient de la méme maniere.

3
e

a
b

gl |0
[¢ARNRCH R
M|lo|o|T
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Remarquons que cette table est symétrique par rapport a la diagonale principale.

Conséquences
e Il nexiste quun groupe d’ordre 3, & un isomorphisme pres.
e Tout groupe d'ordre 3 est abélien.

Z
Exemple : Table d’addition de (S_Z’ +) .

= {0, i, 2}. Son élément neutre est 0.

3Z
r+10|1]2
0O |0]|]1]2
1 1120
2 121011
Recherche des groupes d’ordre 4.
Ici, les choses se compliquent un tout petit peu.
Soit (G ={e, a,b,c},x) un groupe d’ordre 4.
Px|el|al|b]|c
e |ela|b|c
a |lal|?2]|?2|7?
b |b|?2]?]|?
c |lc| 2 ?2]7?

Nous allons considérer deux cas qui peuvent sembler artificiels au premier abord :

Ou bien il existe un élément qui n’'est pas son propre symétrique, ou bien tous les éléments sont leur
propre symétrique.

Tout groupe est nécessairement dans l'une de ces deux catégories.

¢ Supposons donc qu’il existe un élément - par exemple a- qui ne soit pas son propre symétrique. Notons b
son symétrique. Par conséquent : axb=bxa=e.

Dans ce cas axc ne peut ni égal a ¢ ni égal a a (car sinon par simplification..) et donc axc =b d’apres la
regle R1. Et par suite ax a = c en utilisant cette méme regle.

Déterminons bxb :

b xb # b (car sinon par simplification...)

bxb#a. Eneffet, bxb=a=ax(bxb)=a*xa= (axb)*xb =c = b=c impossible.

En conclusion bxb = c et en utilisant la régle R1, bxc = a.

La derniere ligne est facile a compléter en utilisant R1 appliquée aux colonnes de la table.

r«~|leflal|b]c
e |e|la|b]|c
a |alclel|b
b |ble|c|a
C c|blale

Ce groupe est abélien et possede un (unique) élément d’ordre 2.

¢ Supposons maintenant que tous les éléments sont leur propre symétrique.

Dans ce cas, la construction de la table est plus simple. Par exemple, a x b # e par unicité du symétrique,
axb=#aet axb#Db (car sinon par simplification...) donc axb =c.

On obtient alors la table suivante :

©*

Mlo|lo|T|lo

o|T|d| oo
olo|o|m|o

o T|Iolo

[eEE=a N2

Conséquences

¢ Il existe deux groupes d’ordre 4 (& un isomorphisme pres).
Le deuxieme groupe est appelé le groupe de Klein.

e Tout groupe d’'ordre 4 est abélien.

Exemples de groupes de Klein
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e Le groupe multiplicatif{l,3,5,7} muni de la loi de composition x associant au produit ab le reste de la
division euclidienne de ab modulo 8 est un groupe de Klein. Sa table est la suivante :

Px| 13|57
1 113|357
3 31715
S |9|7]|1|3
7 17|15 (3]|1

e Le groupe des transformations du plan laissant globalement un rectangle non carré muni de la loi o.

o,
A | B
|
|
|
|
| P~ | Id | So | Sp, | Sb,
\ 1d 1d So | Sp, | Spb,
ge So | So | 1d | 7 | Sp,
- ---- - - - -] e So, | So, | So, | 1 | So
2 SDZ SDz SD] So Id

Propriétés
Soit f un morphisme du groupe (G, *), d’élément neutre e vers le groupe (G’, T) d’élément neutre e’.
o fle)=¢'.
eWVxeG, f(x1)=[Fx)]!
n

e Vx € G, f(_l‘lxi) = T f(xi)

= i=
eVxeG, VpeZ, f(xP)=I[f(x)]P.

4 Noyau et image d’'un morphisme de groupes

Théoréme et définitions Soit f un morphisme du groupe (G, x), d’élément neutre e vers le groupe (G’, T)
d’élément neutre e’.

e f(G) ={f(x),x € G} ={y € G’'/3Ix € G, f(x) =y} est un sous-groupe de G’ appelé image de f et noté Imf.
e {x € G, f(x) = e’} est un sous-groupe de G appelé noyau de f et noté Kerf.

Exemple

e Rappel : Pour tout nombre complexe z d’écriture algébrique z = a + ib, exp(z) = e%e
exp : C — C* est un morphisme du groupe (C,+) vers le groupe (C*, x).

e=0ete' =1

Imf = Cx car toute équation exp Z = z d'inconnue Z posséde au moins une solution dans C, quel que soit
le nombre complexe z non nul.

Kerf = 2inZ = {2ikn/k € Z}.

En effet, il suffit de résoudre dans C l'équation expz =1 qui est équivalente a e%e'® =1,

ib
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5 Groupes et géométrie plane
5.1 Transformations du plan

Définition Soit P le plan orienté, muni d’'un repere orthonormé d'origine O.
On appelle transformation du plan toute bijection de P dans P, c’est-a-dire :

YN eP,IMeP, f(M)=N.
Exemples
e L’identité du plan Idp : Id7§1 = Idp.
e Les translations : t;' =t_g
e Les réflexions par rapport a une droite D (ou symétrie axiale) : 351 =Sp.
e Les rotations : R(QQ,0)~! = R(Q, —0).
e Les symétries centrales par rapport a un point A : S;\I = Sa. (A noter que Sa = R(A,m)).

1
e Les homothéties "H(Q,k) : H1(Q,k) = H (Q, E) .

Contre-exemple
Une projection orthogonale p sur une droite D , n’est pas une transformation du plan car elle n'est pas
bijective. Pour tout point N donné sur D, 'équation ponctuelle p(M) = N d’inconnue M posséde une infinité
de solutions.

Propriété 35.1.

o Si f est une transformation, alors f~! est définie et est une transformation du plan.

e Toute composée de deux transformations quelconques est une transformation du plan.

En effet, rappelons que si f et g sont deux bijections d’'un ensemble E dans lui-méme, il en est de méme pour
fogetgofetque: (fog) l=glofl

Théoreme 5.1.
e La composée de deux homothéties est soit une homothétie, soit une translation.
e La composée dune homothétie et dune translation est une homothétie.

Démonstration . Soient h et h’ deux homothéties d'écritures complexes respectives : z' = e%2 + b et
2/ =e®'z4+0b

h'oh a pour écriture complexe z’ = e'® (e!®2+b) + b’ soit z' = e'(®'+0)z 4 b”,

e Si el®'+0) — 1 h'oh est une translation.

o Si ell®+0) £ 1 h'oh est une rotation d’angle 0’ + 6.

Pour le second point du théoréme, faire de méme avec les écritures complexes dune translation et dune
homothétie.$

Théoreme 5.2.

e ['ensemble D des transformations de P muni de la loi de composition interne o est un groupe non commutatif.
o ['ensemble composé de toutes les homothéties et de toutes les translations du plan, muni de le loi o est un
groupe, appelé groupe des homothéties-translations.

5.2 Isométries planes?

Définition 5.1. Une isométrie f du plan P est une transformation du plan P qui conserve les distances :

V(M,N) e P2, f(M)f(N) = MN.

Exemples

e L’identité du plan Idp

e Les translations

e Les réflexions par rapport a une droite D (ou symétrie axiale)
¢ Les rotations

e Les symétries centrales par rapport a un point A.

b. Rappel : k € R*.
a. Pour un exposé plus complet sur les isométries du plan, on pourra étudier avec intérét : www.capes-de-
maths.com/lecons/lecon42.pdf
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¢ La composée d'une symétrie axiale par rapport & une droite A et d’'une translation de vecteur U qui dirige
A : cette isométrie s’appelle une symétrie glissée.

Théoreme 5.3. ¢ La composée de deux isométries est une isométrie.
e L’application réciproque d’une isométrie est une isométrie.

e Une isométrie conserve les angles géométriques.

e Une isométrie conserve le barycentre.

e Une isométrie conserve le parallélisme.

e Une isométrie conserve l'alignement.

Théoreme 5.4. L'ensemble des isométries de P muni de la loi de composition interne o est un groupe non
commutatif.

Définition 5.2.
e Une isométrie conservant les angles orientés est un déplacement ;
e Une isométrie ne conservant pas les angles orientés est un antidéplacement.

Théoreme 35.5. L'ensemble des déplacements du plan muni de la loi o est un groupe.

Classification des isométries du plan

Ensemble des points invariants | Déplacements | Antidéplacements
P Idp
Une droite A SA
Un unique point A R(A,0), 0 #£0
) tg, U # 0 tgosa

5.3 Similitudes directes

Le plan est muni d’'un repere orthonormé.

Définition 5.3. On appelle similitude directe toute transformation f du plan ayant pour écriture complexe :
z/ =az+b,

avec (a;b) € C* x C.

Une application du plan définie par cette écriture complexe est bien une transformation du plan car l’équation
az+b = zg possede une solution complexe quel que soit le nombre complexe zy car a est non nul (autrement
dit, tout point du plan posséde un antécédent, qui est méme unique, par une similitude donnée).

Exemples : Idp, les translations (si a = 1), les rotations (si |a] = 1 et a non réel, les homothéties (a réel
différent de 1) sont des similitudes.

Théoreme 5.6. La transformation réciproque d'une similitude directe est une similitude directe.

En effet , puisque a est non nul :

1 b
2 =az+b&z=-2"——.
a a

La derniere égalité correspond a une écriture complexe associée a une similitude directe car — est un nombre
a
complexe non nul.

Théoreme 5.7. L'ensemble G des similitudes directes muni de la loi o est un groupe.

Démonstration . Il suffit de montrer que & est un sous-groupe du groupe des transformations.

e G # 0 car il contient, entre autres, toutes les translations du plan.

e Soient sy et sp deux éléments de &. Le théoreme précédent permet d'affirmer que s, U est une similitude directe
et nous avons vu aussi que la composée de deux similitudes directes est une similitude directe. Par conséquent,
sios, ' est un élément de &.



Théoreme 35.8. forme réduite d’'une similitude directe

Toute similitude directe s est soit une translation, soit la composée d’'une rotation et dune homothétie de méme
centre.

Autrement dit :

Toute similitude directe s qui n’est pas une translation peut s’écrire sous la forme réduite

s = h(Q,k) or(Q,0) =1r(Q,0) o h(Q, k), oit k désigne un réel strictement positif. On dit alors que s est une
similitude directe de centre Q, rapport k et d'angle 6.

[

Remarque importante

L’écriture s = hor, ou v désigne une homothétie et v une rotation, n’est pas unique. Par contre il y a unicité
de la décomposition sous la contrainte d’avoir le méme centre pour h et r.

Théoreme 35.9.

e O est lunique point fixe de s. Son affixe w est solution de I'équation z = az + b.
e k=|a

* O est un argument de a.

L’écriture complexe de s peut alors s’écrire sous la forme :

2 —w=%ke(z—w).

Propriété 35.2.
¢ Une similitude directe de rapport k multiplie les distances par k :

Y(M,N) € P, s(M)s(N) = kMN.

e Une similitude directe de rapport k multiplie les aires par k2.

e Une similitude directe conserve les angles orientés.

e Soient O, M et M’ trois points distincts deux a deux, il existe une unique similitude directe s de centre Q
transformant M en M. De plus :

oM’ —
k= ot 6= (OM, oM.
e I'image d'une droite (resp. un segment, un cercle) par une similitude directe est une droite (resp. un segment,
un cercle).
o Toute similitude conserve l'alignement, l'orthogonalité et le parallélisme.

Théoreme 5.10. Le groupe des homothéties-translations est un sous-groupe du groupe des similitudes di-
rectes.
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z'=az+b(a#0)

/

a réel

Translation de vecteur

U d’affixe b.

S\

T~

centre[ Q d’affixe w
telle que

w=aw+b
et de rapport a.

de centre Q
d’affixe w telle que

w=aw+Db

et d’angle

0 =arga.

a complexe non réel
e T~
a#l lal =1 lal #1
\ A
Homothétie de Rotation Similitude directe de

centre Q)
d’affixe w telle que
w=aw+b
d’angle 6 =arga
et de rapport |a].

Classification des similitudes directes

6 Exercices
Exercice 71. Soit G un groupe noté multiplicativement et tel que : :
Y(a;b) € G2, (ab)? = a?b%

Démontrer que ce groupe est abélien.
Exercice 72. Soient a et b deux éléments d'un groupe (G, .) non commutatif vérifiant les égalités suivantes :

alba=b"! et b lab=al.

1. Montrer que a®.b? =b%.a2 =e et que a® = b2
2. En déduire que : a* =b* =e.

Exercice 73. Sur l'ensemble des réels, on considere la loi, notée x, telle que :
Vix;y) € R, x*xy =x+y—xy.

Cette loi confere-t-elle 2 R une structure de groupe ? Sinon, a quel ensemble en confere-t-elle une ?
Exercice 74. On désigne par V l'ensemble des vecteurs de l’espace rapporté & un repere orthonormé.
V est muni d’'une opération interne, notée x, qui aux deux vecteurs fl(ul;uz;ug) et \7(\)1;\)2;\)3) associe le
vecteur L

U * V(ug 4+ vi;ug + vo;ug + vz + upve).

1. Montrer que (V,*) est un groupe. Est-il abélien?

2. On donne les vecteurs /Z_((al; as; ag) et g(bl;bz;bg). Déterminer les vecteurs f(xl;xz;X3) et V(yl;yg;yg)
tels que : L. Lo
AxX=B et Y~xA=B

Exercice 75. Soit G un groupe et soit G’ lensemble des éléments de G qui commutent avec tous les
éléments de G. Démontrer que G’, appelé centre de G, est un sous-groupe de G.

Exercice 76. Soit E = C* —{—1;1}.
z—1 z+1
—, h(z) = .
P L el s
1. Montrer que e, f, g et h sont des bijections de E dans E.

On pose e(z) =z, f(z) = —é, g(z) =
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2. Soit G ={e,f, g, h}. Montrer que (G, o) est un groupe commutatif.
Exercice 77.
2A. Soit E ={1,2,3,4,5,6}.
La permutation des éléments de E telle que : p(1) =3, p(2) =5, p(3) =4, p(4) =1, p(5) =6 et p(6) =2
1 2 3 45 6
3541 6 2 >
On dit qu’une permutation opere sur une partiec E/ de E si elle laisse invariants les éléments de E — E’.

2345 6>opéresurE’—{2,4,6}.

se note (

Exemple : 1436 5 2

On désigne par G l'ensemble des permutations de E dans lui-méme.
1. Quel est le cardinal de G ?

2. Montrer G muni de la loi o est un groupe non commutatif. Montrer que deux permutations opérant
sur des parties disjointes de E commutent pour o.

3 Soiento (1 2 3456 _(123456) (123456
oM L=y 65 13 2 )P27 5 3 26 41 P2=\3 56 41 2 )
1 1

4. Former p;l, p1opa, pylop, . Vérifier que (p2opi) ' =p; opyt

B Une permutation p de E est appelée cycle dordre n (1 < n < 6) si elle opere une partie a n éléments de
E et si composée avec elle-méme n fois elle est égale a l'identité.

1 2 3 45 6 , .
413925 8 > est un cycle d’ordre 3, noté [1, 4, 2].

1. Décomposer p1, p2 et ps en produits -pour la loi o- de cycles opérant sur des parties disjointes de E.
2. Décomposer les cycles [1,5,4,6] et [1,3,6,2,5] en produit de cycles d’'ordre 2.
Exercice 78. Soit (G, *) un groupe tel que :

Par exemple p = (

vx € G, x? =e.

Montrer que G est commutatif.
Exercice 79. On définit sur G =] — 1;1[ la loi x définie par :

x—?—y'

V(xy) € Gy xxy = T+ xy

Montrer que (G,*) est un groupe abélien.

Exercice 80. Soit a un élément d'un groupe (G, x). Soit H un sous-groupe de G.
1. Montrer que aHa™! = {axa~!/x € H} est un sous-groupe de (G, x).
2. A quelle condition aH = {ax/x € H} est-il un sous-groupe de (G, x) ?

Exercice 81. Soit ABC un triangle équilatéral du plan.

1. Déterminer l'ensemble des rotations qui laissent invariant ce triangle.

2. Montrer que c’est un groupe pour la loti o.

Exercice 82. Etudier le groupe des isométries laissant invariant un carré.

Exercice 83. Reconnalitre les transformation complexes suivantes :
a)z' =2z+1+1;
b) z/ =2iz+1—2i;
o)z =2(1+1i)z+1—1

Exercice 84. Le plan est muni d'un repére orthonormal (O,ud,V) direct. On désigne par s lapplica-
tion qui a tout point M de coordonnées (x;y) associe le point M’ de coordonnées (x’;y’) tel que :

x' = —x—y+2

{ y = x—y—-1 ~

1. Déterminer laffixe z’ de M’ en fonction de laffixe z de M.
2. Démontrer que s est une similitude directe . Préciser son angle, son rapport ainsi que son centre.

3. Soit g l'application qui a tout point M du plan associe l'isobarycentre G des points M, M’ = S(M) et
M’ =s(M').

¢ Calculer, en fonction de affixe z de M, les affixes des points M” et G.
e Démontrer que g est une similitude directe. Quel est son centre?
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Exercice 85. Déterminer les similitudes directes s involutives, c’est-a-dire telles que s2=g50s= Idp.
Exercice 86.

1. Résoudre dans C l'équation z3 = 216. Mettre les solutions sous forme exponentielles. Soient A,B et C
les points du plan d’affixes les solutions de cette équation (A est associé a la solution réelle, B a celle
de partie imaginaire positive).

2. Soient D, E et F d’affixes respectives 3 +1iv/3, —3 +1v/3 et —2iV/3.
¢ Montrer que D appartient a la droite (AB). Placer D.

e Sur quelle droite particuliere se trouve E ? Placer E.
e Montrer que F appartient a la droite (AC). Placer F.

3. Montrer qu’il existe une unique similitude directe s unique qui transforme A en D et B en E et donner
son expression complexe.

Déterminer les éléments caractéristiques de s. Préciser s(C).

Exercice 87. Beaucoup d’exercices corrigés sur les similitudes qui étaient au programme de TS jusqu’en
2012 dans les annales disponibles sur le site de UAPMEP.
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Dixieme partie
Quelques applications des nombres complexes

N.B : Ces applications sont a connaitre.

1 Linéarisation des polynémes trigonométriques.

1.1 Définition

On peut chercher a transformer un polyndome trigonométrique P en sinx et cosx en une somme de termes
du type sinnx et cosnx (n € N). On dit alors quon linéarise le polynome P.
Exemple : Linéarisation de cos®x :

1 1
V x €eR,cos2x =2cos’x —1& Y x € R, cos?x = §+§cos2x.

1.2 Méthode générale

Il est possible de linéariser n'importe quel polyndme trigonométrique en appliquant les formules d’Euler :

ix —ix ix —ix
e +e . —e
vV x eR, cosx = et VxeR,sinx = -
2 21
La formule du binéme de Newton appliquée & (e + e )™ et & (etX — e =)™ permet le développement de

I’expression ainsi obtenue . En ordonnant convenablement les termes du développement, l’expression obtenue

peut étre écrite sous la forme d'une combinaison linéaire d’expressions de la forme (elkX + e_lkx) et

(elkx — e_lkx) avec 1 < k < n. La linéarisation s’'obtient alors en réutilisant les formules d Euler :

vV x eR, kX e kX _ 9 coskx et W x € R, et** — e~ ™* — 2{sin kx.

1.3 Exercice résolu

Linéariser l'expression : cos®x sin* x.

1 . s 1 . s
V x € R, cos? x sint x = ?(em—ke B2 (et — e X4

211
V x € R, cos? x sint x = %(eZix e 2ixyz(pix _ o—ixy2
V x € R, cos? x sin x = 2_16(e4ix b AIX gy (p2ix 4 21X g
¥ x € R, cos?xsint x = %(eGix o 2ix _gdix o ~2ix | —6ix _ g, —dix | 4

V x € R, cos? x sint x = %(e&x e bix 2(e41x + e_4lx) - (621x + e—21x) +4)
1
¥ x € R, cos? x sin*x = %(2c036x—4cos4x—20082x+4)

1
V x € R, cos? xsint x = @(COSGX—ZCOSZIX—COSZX-}-Z)

1.4 Exercice

Montrer que :

1
V x € R, cosxsintx = E(cosSx—BcosSx—i—Zcosx).
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1.5 Exemple d’application

La linéarisation permet de trouver les primitives des polyndmes trigonométriques :

Etant donné un polyndme trigonométrique P, une primitive de P est une fonction F définie et
dérivable sur R telle que F/ = P.

Exemple : Cherchons une primitive sur R du polyndme trigonométrique tel :

V x € R,P(x) = cos® x sin? x.

La linéarisation obtenue dans la précédente section nous permet d’écrire :

1 1 1 1
VxeR,P(x) = ECOSGX— Ecosélx— ﬁcos%c—k 6

Sachant que : V n € NV x € R, (sinnix)’ = ncos(nx) et (cosnx)’ = —nsin(nx),

P admet pour primitive la fonction F définie sur R par :

1 1 1 1
VxeR, F(x) = @sme— 61 sin 4x — o1 sin 2x + EX'

2 Calcul de cosnd et sinng .

Rappelons la formule de Moivre :
VoeRVY €Z, (cosd+1isind)™ =cosnd + isinnd.

Elle permet de trouver l’expression de cosnd et de sinnd en fonction de cos ¢ et de sin ¢.
Exemple : n=2

VY & € R, (cosd +isind)? = cos? d — sin® ¢ + 2isin p cos b = cos 2¢ + isin2¢

Donc :
V ¢ € R, cos2¢d = cos? ¢ —sin? ¢

et
V $ € R,sin2d = 2sin ¢ cos ¢.
Exercice 88.

1. Calculer cos5¢ et sindd en fonction de cos P et sind .

2. En déduire que :
1—10tan®> ¢ +5tan?

5tand — 10 tan3 § + tand ¢

cotandd =

3 Formules trigonométriques.

Les formules de trigonométrie vues en leére S, et bien d’autres, peuvent étre rapidement démontrées en
utilisant les complexes.

3.1 Exemples

Exemple n’1 Soit a démontrer que :

Y (x;y) € R?, cosxcosy = =(cos(x +y) + cos(x —y)).

N —
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On utilise la méme méthode vue dans 1.

Y (x;y) € R? cosxcosy = (e ) (eiy I e—iy)
YV (x;y) € R* cosx cosy = (el x+Y) | Gilx—y) | iy —x) +e—i(x+y))

v (xy) € R% cosxcosy = o (¥ TY) 4 eTHxTy) g et my) 4 7l —y))

(2cos(x +y) +2cos(x —y))

N N T I

V (x;y) € R? cosxcosy =

Ce qui donne la formule demandée :

Y (x;y) € R? cosxcosy = =(cos(x +y) + cos(x —y)).

1
2

Exemple n°2 Soit a démontrer que :
Y (p;q) € R% cosp + cosq = 200s¥ cos %
Cette égalité est une conséquence de l'exemple 1 précédent mais peut étre démontrée directement :

Y (p;q) € R% cosp +cosq = =(eP + e P 4 et 4 o~

i<p+q> i(1)—q> _i(p—q> i(Iﬂrq)
V (p;q) € R%eP +e'd =e 2 e 2 +e 2 =2e 2 cos (p_;q

Par conséquent :

N —

Y (p;q) e R% cosp+cosq==(2e 2 cos(p_q)+2e 2 cos(%ﬂ))(l)

La fonction cosinus étant paire : cos (%) = cos (—p;— ) nous avons :

1) &V (p; q)eRz,cosp+cosq—cos<

(1) &V (p;q) € R%, cosp+cosq_cos(p;q> (2008(1742‘(1)).

Ce qui prouve l’égalité.

3.2 Exercices

Exercice 89. Démontrer que : V x € R, sin 3x cos 5x = = (sin 8x — sin 2x).

N —

Exercice 90.
1. Factoriser f(x) = sinx + sin 2x + sin 3x + sin 4x.

2. En déduire le signe de f(x) sur ] — ;7.
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4 Equations du second degré a coefficients complexes.

4.1 Etude d’'un exemple

Définition 4.1. On appelle racine carrée du nombre complexe z = —3 + 4i tout nombre complexe § tel que
82 =—-3+4i.
On pose & = x + iy avec (x;y) € R? .

1. Expliquer pourquoi x? +y% =5
2. Résoudre le systeme

Xz_y2, 3
XX +y?=5
xy =2

En déduire toutes les racines carrées de -3 +4i.

3. Déterminer la forme canonique du trinome z? + z + 14 i. En déduire une factorisation en utilisant les
résultats de la question 2.

4. Résoudre dans C léquation z2 +z+1+1i=0.

4.2 Généralisation

En admettant que tout nombre complexe possede une racine carrée , proposer et démontrer une méthode de
résolution des équations du second degré a coefficients complexes.
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Onziecme partie
Suites récurrentes linéaires d’ordre 2

Définition 0.2. Soit (a,b) un couple de R x R*,
Une suite u est récurrente linéaire d'ordre 2 si elle satisfait a la relation de récurrence suivante :

Yn € N, upni2 = aupsg + buy (E)

Exemple : suite de Fibonacci (cf. cours).

1 Quelques propriétés

Etant donné un couple (a,b) de R x R*, notons U l’ensemble des suites u vérifiant la relation (E).

1. U n'est pas vide.
Preuve : la suite nulle appartient a U qui n’est donc pas vide.

2. La donnée des deux premiers termes ugy et u; définit une unique suite de U .

3. U est stable par combinaisons linéaires :
Vi, B)eR% (u,v) e U= out+pve U.

4. Une suite géométrique de raison q non nulle appartient & U si et seulement si q est solution de l’équa-
tion x> = ax +b.

Preuve : D’aprées la propriété précédente, nous pouvons poser uy = 1.

meN q""2=aq" +bq" & q"(q*—aq—b) =0 (i)éoqz—aq—b:0
qn

Définition 1.1. : I'équation x> = ax + b s’appelle équation caractéristique.

2 Expression de u, en fonction de n

Soit A le discriminant de l'équation caractéristique x2

L. A>0
L’équation caractéristique possede dans ce cas deux solutions réelles distinctes r; et vy et dans ce cas
u appartient 4 U si et seulement s'il existe (A, n) € R? tel que :

= ax+ b . Trois cas sont a distinguer :

Vn e N, un, =M + pury
2. A=0
L’équation caractéristique posséde une solution double notée r. Dans ce cas u appartient a U si et
seulement s'il existe (A, ) € R? tel que :

vneN,u, = (An+p)r"

3. A<O
L’équation caractéristique possede deux solutions complexes conjuguées w et w. Posons r = |w] et
0 = argw. Dans ce cas u appartient a U si et seulement s’il existe (A, nu) € R? tel que :

vn e N, u, =Ar"cos(nd) + ur" sin(nd)

Remarque : Dans les trois cas ci-dessus, le couple (A, i) est déterminé a partir des valeurs des deux
premiers termes de la suite u (cf. infra).
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3 Exemples

Etudier les suites suivantes :

L unio=—uns1+2uy, uo=0, 4y =3.
L’équation caractéristique est x2 +x — 2 = 0. Elle admet pour solutions les réels 1 et —2.
Par conséquent :
vneN, u, =A+ p(-2)".

En remplacant n par O puis par 1, nous obtenons le systeme suivant :

A4pn=0
A —2u=3

Donc A=1let u=-—1
Conclusion : Y¥n e Nyu, =1— (—=2)".

2. Uny2 =6Uni1—9uUn , up =95, Wy =6.
L’équation caractéristique est x2 — 6x + 9 = 0. Elle admet pour solution double le réel 3.
Par conséquent :
vneN, up, = (A4 un)3™.

En remplacant n par 0 puis par 1, nous obtenons le systeme suivant :

A =5
3(A+u)=6
Donc A =5et n=-3.
Conclusion : Vn € N, u,, = 3™(—3n+5).

3 Unya=—9Un ,u =95, w =1
L’équation caractéristique est x> +9 = 0. Elle admet pour solutions 3i et —3i.
Par conséquent :

vn €N, u, =A3"cos (ng) + u3" sin (ng)

En remplacant n par 0 puis par 1, nous obtenons le systeme suivant :

A =5
3u=1

Donc A=5et u=

W] =

1
Conclusion : Vn € Ny u, =95 - 3™ cos (ng) + 3 3" sin (ng)
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Douzieme partie

Les symboles 2 et I1

1 Définition des notations

ai - -+, an €tant n nombres réels ou complexes, on pose :

n n
E ax =ai+---+an et Ilak:alx---xan.
k=1 k=1

N.B : k est l'indice. Il peut étre remplacé par toute autre lettre non utilisée par ailleurs (on parle d’ indice
muet). Ainsi :

3
Exemple : E (l |a ) = E aQq alz‘a]g) = alazag—ka%a%ag—kaf’a;’ag.

k=1 k=1

2 Propriétés

1. Nombres de termes : Soient m et n deux entiers naturels tels que m < n

mn n
Les expressions Z ax et H ax possedent n-m+l1 termes.
k=m k=m

2. Propriétés calculatoires :
n n

@) Z xay) —chak et Z ax + by) :Zak+Zbk
k=1

®) ( lak> (Z) _ i (Zakq)

(c) H xag) = o Hak et H axby) = <H ak> <H bk>
k=1 k=1

k=1

d) n x 1mm (ak) (Z ak> n x max (ag)

<ksn 1I<kn

3 Changement d’indice

n

Considérons la somme Z ak et effectuons le changement d’indice q =k + 1.
k=1
k allant de 1 & n, lindice q prendra toutes les valeurs de 2 a n+l. Puisque k = q — 1, il vient :

n n+1
=3 ap
q=2

1

~
Il

De méme, en posant d'une part j =k —1 et i = n — k d’autre part, on obtient les égalités suivantes :

n
E Qjr1 = An—i.
k=1 j
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4 Applications

1. Suites télescopiques

n+1 n

n n
E ak+1_ak—§ ak+1_§ ak—z ax — E ax = ak+an+1_§ ax — a1 = Qn1 — Qy.
k=2 k k=2 k=2

2. Somme des termes d’indices pairs, d’indices impairs

n E(3) 2-)
Zak: Z (e51% + Z A2k+1
k=0 k=0

— ﬁ_/

somme des termes d’indices pairs  somme des termes d’'indices impairs

n
3. Calcul de S = Z k.

k=1
n

Considérons la somme S’ = Z(k +1)2 — K2
k=1
e En développant lU'expression ci-dessus, nous obtenons :

S’:i(2k+1):2ik+i1:251+n (1).

k=1 k=1 k=1

e En scindant S’ en deux sommes et en effectuant un changement d’indice, nous obtenons d’autre part :
n+1

S’ ik+1 Zkz Zl Zk2 Mm+1%—1=nn+2) (2).
k=1

En combinant les egalLtes (1) et (2) nous obtenons :

1
2S+n=n(n+2) soit: S= %

9 Exercices

n n
Exercice 91. Factoriser puis calculer la somme S = Z Z ij
i=1 \j=

n
E ice 92. Simplifu —
xercice implifier g ”

Exercice 93.
nn+1)(2n+1)

n
1. Démontrer que Z K% = 6

k=1

n
Trouver une formule analogue pour Z K3,
k=1
2. Déduire l'expression en fonction de n des sommes suivantes :

n

@ Y A+P=> Y +9*]. i Y 4o il Y min(yj).

1<i,j<n i=1 \ j=1 1I<i<j<n 1I<i<j<n
+oo 1

Exercice 94. Calcul de E ek
k=1

n
Le but de cet exercice est de montrer que la suite u définie pour tout n supérieur ou égal a 1 parZ 2 est

k=1
+oo

convergente et de déterminer sa limite, notée Z 2

k=1
Partie A
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1. Démontrer que :

1 1 1
VneN, —— = .
meNs nn+1) n n+1

2. En déduire une expression simple des termes de la suite (v )nen+ définie par :

n
1
vn € N, vnzzi-
— k(k+1)

(v est un exemple de suite télescopique).

Montrer que v est convergente et déterminer sa limite.
3. (a) Montrer que la suite (1w, )nen+ €St strictement croissante.
(b) Montrer que :
Yn € N*, iz < _t
n nn+1)

En déduire une majoration de u, pour tout entier naturel strictement positif, puis que (Un)nen=
converge vers un réel [ inférieur ou égal a 2.

Partie B : Détermination de [
1. Soit o un réel appartenant a lintervalle [O; E} et n = 2p + 1 un entier naturel impair.

Calculer sin(na) en fonction de sin(o) et de cos «.
En déduire que :

vn € N, nimpair = sin(na) = sin™ « K Tll >cot“10c— < g )cot”%c—# < g >cot“5cx+~-~} :

n
2. Démontrer que les racines du polyndéme P tel que P(X) = Z ( gi ii ) XP~* sont les réels
k=1
9 km 9 kTt
Xk = cot = cot” —
2p+1 n

avec k € [1;p].

1
3. En déduire une factorisation de P(X) et montrer que la somme des racines de P est égale a é(n —
(n—-2).

1
4. Sachant que : x € [0; g} = (sina < a < tan ) et (s'

5 =1+ cot? oc) ; montrer que :
in? o

1 Lonn? o1
“(n—1n— (—) -1 1.
g2 <) () < gDy
5. Déduire de cette double inégalité que :
+oo 1 B 7_[2
k2 6
k=1
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Treizieme partie

Exercices de dénombrement

1 Ensembles finis.

Exercice 93. Soit E et F deux ensembles finis non vides disjoints. On pose n= Card E et p= Card F.
Montrer qu’il existe une bijection de E UF sur [1;n + p].

En déduire que Card (EUF) = CardE + CardF.

Exercice 96. Dans une classe de 28 éleves sportifs, 20 pratiquent le football et 13 le rugby. Combien d’éleves
de cette classe pratiquent ces deux sports a la fois ?

Exercice 97. Un vendeur de chaines HI FI propose :

e 3 modeles de platines dont une de marque européenne,

e 4 modeles d’ampli-tuner dont 2 de marque européenne,

e 5 modeles d’enceintes dont 2 de marque européenne .

1. En supposant que tous ces matériels sont compatibles, combien de chailnes différentes peut-on lui
acheter ?

2. Combien y a-t-il de choix possibles pour un client désirant quau moins 2 des 3 composants de sa
chaine soit de marque européenne ?
Exercice 98. Soit lentier n = 243574 avec (a,b,c,d) € (N*)*.
1. Quel est le nombre des diviseurs de n?
2. Quel est le nombre de diviseurs de 169 047 648 ?
Exercice 99. Soit n un entier naturel donné.
1. Dénombrer le nombre de solutions dans N? de l'équation x+y=n.

2. Méme question pour l'équation x+2y=n (on distinguera les cas n pair et n impair).

2 Applications d’'un ensemble fini dans un autre. Combinaisons, Ar-
rangements.

Exercice 100. Soit E ={x,y,z,t} et E' ={a,e,1i,0,u}.
1. Déterminer le nombre d’applications de E dans E’, de E’ dans E’, de E dans E, de E’ dans E.

2. Peut-on définir une surjection de E dans E’, de E’ dans E’, de E dans E, de E’ dans E? Si oui, donner
un exemple.

3. Mémes questions pour une injection.
4. Mémes questions pour une bijection.

Exercice 101. Combien existe-t-il de nombres entiers de quatre chiffres pris parmi 1,2,3,4? Quelle est leur
somme ? Mémes questions pour les nombres entiers formés de quatre chiffres distincts pris parmi 1,2,3,4.
Exercice 102. Une assemblée de vingt personnes doit €lire un bureau composé de quatre membres : un
président, une vice-président, un secrétaire et un trésorier. Quel est le nombre de bureaux possibles ?
Exercice 103. Quel est le nombre de mots de 6 lettres que L'ont peut former avec les lettres du mot CHAISE
ayant 6 lettres distinctes, puis au plus 6 lettres distinctes ?

Exercice 104. De combien de manieres peut-on ranger cing objets différents dans 3 boites ? (une boite peut
contenir de 0 a 5 objets).

Exercice 105. Un numéro de téléphone comporte 7 chiffres. Déterminer le nombre de numéros de téléphone
possibles.

Exercice 106. On considere trois personnes voulant manger chacune un gateau. Il y 5 gateaux, combien y
a-t-il de choix possibles ?

Exercice 107. Quatre garcons et deux filles veulent s’asseoir sur un banc. Sachant que les deux filles
veulent rester l'une a coté de l'autre, déterminer le nombre de manieres de les disposer.

Exercice 108. Quatre filles et trois garcons veulent sasseoir sur un banc. Déterminer le nombre de
dispositions possibles :

1. si les garcons sont les uns a cotés des autres ainsi que les filles.

2. dans le cas contraire.
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Exercice 109. Dix coureurs courent pour trois médailles (or, argent, bronze). De combien de fagons peut-on

attribuer ces médailles ?
Exercice 110. Quel est le nombre de poignées de mains échangées lorsque dix personnes se rencontrent et

se saluent?
Exercice 111. De combien de manieres peut-on constituer un comité comprenant 2 femmes et 3 hommes

dans une société contenant 15 femmes et 20 hommes ?
Exercice 112. Une "main" est un ensemble de 8 cartes d'un jeu de 32. Combien existe-t-il de mains :

1. contenant exactement 2 piques ?

2. contenant 3 piques, 2 carreaux, 2 trefles ?
3. contenant 4 valets?

4. contenant au moins 6 coeurs ?

Exercice 113. Combien de nombres distincts de 4 chiffres peut-on former en n’utilisant que 2,4,5,6,8 et
9? Répondre a cette question en supposant que ces chiffres sont utilisés qu'une seule fois.

Exercice 114. Un jeu de cubes pour enfant comporte 12 cubes permettant de former 6 images.

De combien de facons peut-on disposer ces cubes, en tenant compte de la position de chaque cube, de la
face supérieure et de l'orientation de cette face ?

Exercice 113. Une association sportive compte dix coureurs de 100 m. Combien peut-on former d’équipes
de relais 4x100m ? ('ordre des coureur est a considérer). Combien y a-t-il d’équipe comprenant un coureur

donné?
Exercice 116.

1. Dans un lot de 20 pieces fabriquées, on en préleve 4. De combien de facons différentes peut-on faire
ce prélevement ?

2. On suppose que sur ces 20 pieces, 4 sont mauvaises. De combien de facons différentes peut-on faire le
prélévement dans les cas suivants :

(a) Les 4 pieces sont bonnes;
(b) V'une au moins est mauvaise;
(¢) deux au moins sont mauvaises ?
Exercice 117. On considere un jeu de 52 cartes. dénombrer le nombre de mains de 13 cartes :
1. en tout,
2. comportant les 4 dames,
3. comportant le valet de carreau et le roi de coeur,
4. comportant 3 piques dont las,
5. comportant au moins 35 coeurs,
6. ne comportant aucun tréfle et comportant au moins 4 coeurs,
7. comportant 7 coeurs au plus.
Exercice 118. On range n dossiers numérotés 1,2,... ,n dans n tiroirs numérotés aussi de 1 a n (on dispose
un dossier et un seul par tiroir).
1. Dénombrer les différents rangements possibles .
2. Dénombrer les rangements suivants :
(a) le dossier numéroté i est dans le tiroir numéroté i
() les dossiers i et j sont respectivement dans les tiroirs i et j (i<j)
(c) les dossiers ij,---,1in sont respectivement dans les tiroirs iy, ---,i, avec
PY<ig< - <ip
Exercice 119. Soit un ensemble E de cardinal n (n>2) et a un élément donné de E.

1. On classe les arrangements d’ordre p de E (I<p<n) selon le critere suivant :
e ceux contenant a
e ceux ne contenant pas a.
s —1
En déduire que AR =pAP |+ AP .
Vérifier cette formule par le calcul.
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2. En déduire une méthode de calculs des coefficients A} en construisant le tableau suivant jusqua la

ligne 7 :
np|ll]|]2]|3 4
1 1
2 2] 2
3 3|61 6
4 4 (12 24|24

Exercice 120. Soit E un ensemble de cardinal n (n > 1), et a et b deux éléments de E. Soit p un entier
naturel tel que 2 < p < n.

On classe les parties de E a p éléments de la facon suivante : celles qui ne contiennent ni a ni b; celles
contenant un et un seul des éléments a et b; celles contenant a et b.

En déduire la relation (;) = (“]3 %)+ 2(27%) + (;‘7;)

Exercice 121. Déterminer le nombre de diagonales d’'un polygone convexe a n cotés (n>3).

. . P .
Exercice 122. Soit P,, = Al, + A% + ...+ AT. Montrer que la suite de terme général ﬁ est croissante et

majorée.

= n xPH
Exercice 123. Reconnaitre la fonction polynéme x — Z ( > .

= \p/ptl

n
1
En déduire la somme Z p—+1 <;)

p=0
n

n
Exercice 124. Reconnaitre la fonction polynéome x — Z <p>pxp“.
p=1

n
En déduire la somme Z P <E>
p=1

3 Dénombrement et probabilités.

Exercice 123. Une urne contient 5 boules, 3 blanches numérotées 1,2, 3 et 2 noires numérotés 4 et 5. On
tire deux boules.

1. Proposer un univers correspondant a ce probleme et vérifiant ’hypothese d’équiprobabilité.

2. Déterminer les probabilités des événements suivants : A : " les 2 boules sont blanches" , B : "les 2
boules sont noires", C :" les deux boules sont de couleurs différente” et D :"les boules sont de méme
couleur".

Exercice 126. Une boite contient 10 piles électriques dont 5 sont défectueuses. On tire au hasard deux
piles. Calculer la probabilité pour que :

1. Aucune pile tirées ne soit défectueuse.
2. Exactement une pile est défectueuse.
3. Au moins une pile est défectueuse.

Exercice 127. Un ascenseur dessert 8 étages. Six personnes prennent cet ascenseur au rez-de-chaussée.
Trouver la probabilité de chacun des événements suivants : :

1. Deux personnes au moins descendent au méme étage.

2. Deux personnes au méme étage, les autres descendent chacun a des étages différents et différents du
précédent.

Exercice 128. On tire cing cartes, au hasard, d'un jeu de 32 cartes. Quelle est la probabilité d’avoir :
1. Vas de coeur
2. un as et un seul.
3. deux as exactement.

4. au moins un as.
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Exercice 129. En jouant avec 3 dés discernables, de combien peut-on obtenir une somme de points égale
a7?eta24? Quelle est la probabilité en jetant 3 dés pour que la somme soit multiple de 7?

Exercice 130. On tire successivement deux boules dans une urne qui contient a boules noires et b boules
blanches. Quelle est la probabilité pour que la seconde boule soit noire? On envisagera les deux cas ou les
tirages s'operent avec et sans remise.

Exercice 131. D’un jeu de 32 cartes, on tire quatre cartes une a une et on les dispose dans l'ordre ou elle
apparaissent. Quelle est la probabilité pour que la derniere carte et celle-la seulement soit une dame ?

On reprend le tirage de quatre cartes en remettant la carte tirée dans le paquet apres chaque tirage. Quelle
est la probabilité pour que la dernieére carte et celle-la seulement soit une dame ?
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Quatorzieme partie

Espaces vectoriels

1 Quelques ensembles importants

1.

Ul WwN

N

Soit n un entier naturel non nul. Un n-uplet est une collection ordonnée de n réels®.
Par exemple : (1,—1,2,0,4) et (—1,1,2,4,0) sont deux 3-uplets différents (les nombres qui les composent
sont identiques mais ils ne sont pas rangés dans le méme ordre).
Ces n-uplets peuvent s’écrire en colonne ou en ligne.
R™ est I'ensemble de tous les n-uplets .
X
Par exemple, R ={ |y | /x e R,y e R,zeR
z

. RY désigne l'ensemble des suites & valeurs réelles.
. R® désigne l'ensemble des fonctions & valeurs dans R.
. C%[a;b] désigne l'ensemble des fonctions continues sur le segment [a;b].

. C™[a;b] désigne l'ensemble des fonctions f dérivables n fois sur le segment [a;b] et telles que () est

continue sur [a;b].

. C*[a; b] désigne l'ensemble des fonctions indéfiniment dérivables sur [a;b].

7. E = R[X] désigne l'ensemble des polyndmes a coefficients réels.

n

Remarquons que si un polynéme P = Z a; X' posséde une infinité de racines, alors ce polyndéme nul.
i=0
Danscecas, ap=a;=ay=---=a, =0.

. E =R, [X] représente l’ensemble des polynomes a coefficients réels de degré inférieur ou égal a n?.

2 Loi de composition interne- loi de composition externe

21

Loi de composition interne

Définition 2.1. Soit E un ensemble. Une loi de composition interne sur E, notée  est une application de E x E
dans E :

(x;y eExE—xxy €E.

2.1.1 Exemples

1. Les additions sur N, Z, Q, R et C sont des lois de compositions internes.

2. L’addition des vecteurs du plan (ou de lU'espace) est une loi de composition interne.

3. L’addition est une loi de composition interne sur E = R, [X].

En effet :
Y(P;Q) € R [X]?, deg(P 4+ Q) < max(degP;degQ)

Exemple : Les polynomes P et Q tels que : P(X) = X3 + X et Q(X) = —X? sont deux éléments de R3[X].
Leur somme est le polyndme P 4+ Q défini par (P + Q)(X) = X est aussi un élément de R3[X].

4. La multiplication est une loi de composition interne sur E = R[X].

b. Un 1-uplet est un singleton, un 2-uplet est un couple, un 3-uplet est un triplet
a. Les polynomes constants sont de degré 0, hormis le polynome nul auquel on affecte le degré —oo
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2.2 Loi de composition externe

Définition 2.2. Soit E et K deux ensembles. Une loi de composition externe sur E, notée - est une application
de Kx E dans E :

(A, x) eKXxE—A-x €E.

Remarques

e Dans la suite de ce cours, on prendra K =R ou rarement K = C (ce sont les cas les plus répandus).
e On écrira plus simplement : A - x = Ax.

e Les éléments de K s’appellent des scalaires ou des opérateurs.

2.2.1 Exemples
1. K=R et E désigne l'ensemble des vecteurs du plan ( ou de l’espace).
La multiplication d’'un vecteur de E par un réel est une loi de composition externe :
(AU) eRXE— AL €E.

2. K =R et E = R[X] . La multiplication d’un vecteur de R[X] par un réel est une loi de composition
externe.

Prenons un exemple plus précis :

Si A =4 et si P est le polynome défini par P(X) = 3X® —2X — 1, alors 4P est le polynome défini par
4P(X) = 12X® — 8X — 4.

3. K=N et E =R. Lapplication qui a tout réel x associe le réel x™ est une loi de composition externe.

3 Espaces vectoriels
3.1 Définition et exemples

Définition 3.1. Soit E un ensemble muni d'une loi de composition interne notée + et d'une loi de composition
externe notée"-".
(E,+, ) est un espace vectoriel sur R si :

1. (E,+) est un groupe commutatif.
2. Pour tout x de E, 1-x = x.

3. Pour tout couple (A; 1) de R?, et pour tout x de E :
Ac(pex)=Ap) - x=p- (A-x).
4. Pour tout couple (A\; ) de R?, et pour tout x de E :
A4+ -x=A-x+p-x.
5. Pour tout réel A et pour tout couple (x;y) de E? :

A(x+y)=A-x+A-y.

Définition 3.2. 1. Les éléments de l'espace vectoriel E sont appelés des vecteurs. Contrairement aux
vecteurs du plan, il n’est pas nécessaire de les faire surmonter dune fleche.

2. L'élément neutre du groupe (E;+) est noté O ou s'il n'y pas pas de confusion possible, 0 : c’est le vecteur
nul de l'espace vectoriel E.
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Définition 3.3. Soit n un entier naturel non nul. Soient (Xxi;X2;---;Xn) T Vecteurs, non nécessaire-
ment distincts, dun espace vectoriel E. L'ensemble des combinaisons linéaires de ces m vecteurs est noté
Vect(xg;xg; -+ 3 %n) -

n
VeCt(Xl;Xg; . ~;Xn) = {X € E/ﬂ(ai)lgign S Rn,x = Z aixi} .
i=1

Cas particuliers :

e n=1et x; # Og : l'ensemble Vect(x;) = {kxi1/k € R} est appelé droite vectorielle

e . = 2. Soient x; et x9 deux vecteurs non nuls et non colinéaires, c’est-a-dire tels qu’il n’existe pas de réel k
tel que x9 = kx1. Alors Vect(xq, x2) est appelé plan vectoriel.

Exemple Placons-nous dans R[X] :
Vect(1; X;X?) = {aX? + bX +c/(a;b;c) € R®} = Ry[X].
Remarques

1. Un espace vectoriel ne peut étre vide : il contient en effet Og.

2. S’il n’y a aucune confusion possible, on pourra simplement dire que E est un espace vectoriel sur R,
sans préciser les loi de composition.

3. On dit aussi que E est un R-espace vectoriel.

4. On obtient de méme la définition d'un espace vectoriel sur C (resp. Q) en remplacant dans la définition
R par C (resp. Q).

5. Tout espace vectoriel doit contenir le vecteur nul.

6. De méme :
vx € E,—x € E.

7. Les deux remarques précédentes permettent parfois de montrer rapidement que certains ensembles ne
sont pas des espaces vectoriels.

3.2 Exemples

—_

. R est un R-espace vectoriel.

N

. C est un R-espace vectoriel.

3. L’'ensemble des vecteurs du plan ainsi que l'ensemble des vecteurs de l'espace sont des R-espaces
vectoriels.

4. (Mn(R),+,-), ensemble des matrices carrées d’ordre n a coefficients réels, est un R-espace vectoriel.

5. Tous les ensembles vus dans la premiere section sont des R-espaces vectoriels.

3.3 Propriétés

Propriété 3.1. Soit E un R-espace vectoriel. Soit (A, x) un élément de R x E.
I.AN-x=0g & A=0o0ux=0¢
2. SiA#QetsiA-x=A-y, alors x =y.
3. Six#AOgetsiA-x=p-x, alors A = p.

4. —x désignant le symétrique (ou opposé) de x par rapport a la loi de composition interne + :

Vx € E, (—1) - x = —x.

4 Sous-espace vectoriel

Définition 4.1. Soit F un sous-ensemble d'un R-espace vectoriel (E,+, ).
F est un sous-espace vectoriel de E si (F,+, ) est un R-espace vectoriel .

Exemples triviaux
e {Og} est un sous-espace vectoriel de E.
¢ E est un sous-espace vectoriel de E.
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En reprenant les mémes notations, nous avons le théoreme suivant qui est trés important :

Théoreme 4.1. F est un sous-espace vectoriel de E si et seulement si :
1. Og €F
2.VAER,V(x;y) €2, A-x+y €T

Concretement, un sous-ensemble F d’'un espace vectoriel E est un sous-espace vectoriel de E s’il contient Og
et s’il est stable par combinaison linéaire.

Ce théoreme est fondamental. Montrer qu'un ensemble est un espace vectoriel est une question fréquente.
Pour ce faire, on n'utilise quasiment jamais la définition initiale qui est réservée pour les ensembles fonda-
mentaux énoncés dans la premiere section.

La méthode consiste donc a prouver que l'ensemble considéré est un sous-espace vectoriel d'un espace
vectoriel connu.

Voyons tout de suite des exemples pour mieux comprendre.

1. xg;%9;- - - ;xn désignent n vecteurs d'un espace vectoriel E.
n
A = Vect(xg;xg; -+ -3xn) = < x € E/I(ai)icigcn € R™Mx = Z aix; p est un espace vectoriel, appelé sous-
i=1
espace vectoriel engendré par la famille de vecteurs (xi;X2;---;Xn).

¢ A est un sous-ensemble de E car chaque terme aix; de la somme est un élément de E (- est une loi
externe). Cette somme appartient a E car U'addition est une loi de composition interne sur E.

e Og € A : il suffit de poser a; =---=a, =0.

n n
e Soient x = Z aixj ety = Z bixi deux éléments de A. Soit A un réel quelconque.

i=1 i=1

n

mn n
MAy =AY axi+ Y bixi =) (Aai+bi)xi.
i=1 i=1

i=1

Le vecteur Ax +y est donc combinaison linéaire de la famille (xi;x2;---;xn) : il appartient donc a A
qui est donc un espace vectoriel.
a+2b —b —2b
2. A tout couple (a,b) de réels, on associe la matrice M(a, b) définie par : M(a,b) = 2b a—b —4b
—b b a+3b
On désigne par E l'ensemble de ces matrices olt a et b décrivent R.
e E est est un sous-espace vectoriel de M(R;3).
0 0 O
e M(0,0)=(0 0 O] =0uxrg3) estun élément de E.
0 0 O
a+2b —b —2b a’+2b’  —b’ —2b’
e Soient M(a,b) = 2b a—b —4b et M(a’,b’) = 2b’ a’—b’ —4b’ deux
—b b a+3b —b’ b’ a’+3b’
éléments de E. Soit A un réel quelconque.
Aa+a’+2(Ab+1b’) —(Ab+1b’) —2(Ab +b’)
AM(a,b) + M(a’,b’) = 2(Ab +1b’) Aa+a’—(Ab+1b’) —4(Ab+b’)
—(Ab +1b’) Ab + b’ Aa+a’+3(Ab+b’)

Donc : AM(a,b) + M(a’,;b’) = M(Aa+ a’,Ab+b’) € E.

E est donc un sous-espace vectoriel de M(R;3)

3. Soit E l'ensemble des fonctions solutions de 'équation différentielle y” + ay’ + by = 0. a et b étant
deux réels donnés.
Montrons que E est un sev (sous-espace vectoriel) de C*(R).
e On admettra que toute solution de cette équation est de classeC>™. Donc E est inclus dans C*®(R).
¢ La fonction nulle est solution de l'équation différentielle.
¢ Soient f1 et fz deux solutions de U'équation différentielle. Soit A un réel quelconque.
La fonction Af; +fy est aussi de l'équation différentielle (calculer (Af;+fg)” + a(Afy+ o) +b(Afy +f2)).
E est donc un espace vectoriel car sous-espace vectoriel de C*°(R).
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X
4. E={|y| eR¥/x+2y+z=0etx=0
z

Montrons que E est un sev de R®.

0
e Ogs = | 0] est un élément de E car ses coordonnées vérifient simultanément les deux égalités
0
définissant E.
X x/
eSoita= |y | etb= [y’ ] deux éléments de E et soit A un réel quelconque.
z z!
Ax + x’
Aa+b=|Ay+y’
Az+2z'

Vérifions que les coordonnées de cet éléments vérifient les deux équations définissant E :
@ M+x"+2Ay+y ) +Az+z =Ax+2y+z)+(x ' +2y' +2z') =0
®) Ax+x'=0
E est donc un espace vectoriel .
Voyons a présent quelques exemples d’ensembles n’étant pas des espaces vectoriels.
1. E={P e RIX]/P’ =4}
Le polyndme nul n‘appartient pas a E . D’'oui la conclusion.
2. E ={f € C%a;b])/Vx € [a;b], f(x) = O}

Si f est un élément de E différent de la fonction nulle (prendre par exemple f : x — 1), alors —f
n‘appartient pas a E. D’'ou la conclusion.

o t={(2) <5y —o).

((1)> et <(1)) appartiennent a E. Par contre, leur somme G

donc exhibé une combinaison linéaire de deux éléments de E n’appartenant pas a E qui ne peut donc
pas étre un espace vectoriel.

n’est pas un élément de E. Nous avons

4. E={x € R,cosx = 0}. 5 est un élément de E. Si E était un espace vectoriel, alors tout réel de la forme

1
7\; devrait vérifier cos (Ag) =0, ce qui n’est pas le cas (il suffit de poser A = 5).

9 Familles libres-Familles liées

Dans tout ce qui suit, E désigne un espace vectoriel et 1 un entier naturel non nul.
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5.1 Familles libres

Définition S.1. Une famille (xi;---;xn) de vecteurs de E est libre si et seulement si :
n
V(ai)lgign S Rn,z aixi=0g = aq=---=a, =0.
i=1
€3
P ey
€1

Visualisation dans R® : Le vecteur ez n’appartient pas au plan P : la famille (ej;es;e3) est libre.

Exemples
1. Dans le plan muni d’'un repeére (O;f;f) :
o les vecteurs 1 et fforment une famille libre.
En effet : le vecteur ai + b; a pour coordonnées (a;b) et donc ai+ bf: 0= a=b=0.
e Plus généralement deux vecteurs i et vV non colinéaires forment une famille libre.

2. La famille de polynomes (1;X;X%;---;X™) est libre quelle que soit l'entier naturel n.
n
Considérons en effet le polynome P(X) = Z a; Xt
i=0

Si P est le polyndome nul, alors a; = ag = --- = a,, = 0. La famille considérée est donc libre.

Propriété 5.1. e Toute famille composée d'un seul vecteur non nul est libre.
o Si (x1;--+;xn) est une famille libre, alors toute sous-famille est aussi libre.

5.2 Familles liées

Définition 5.2. Une famille (xi;---;xn) de vecteurs de E est liée si elle n’est pas libre.
n

Autrement dit il existe une famille de n réels (aj;ag;- - -; an) non tous nuls telle que Z aixi = 0.

i=1
Si la famille contient au moins deux vecteurs, cela signifie qu’il existe un vecteur pouvant s’écrire comme
combinaison linéaire des autres vecteurs.
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Visualisation dans R® : Le vecteur ez appartient au plan P : il peut donc s’exprimer comme
combinaison linéaire de e; et es-la famille (e;;es;e3) est liée.

Exemple Si 3x; + Ox2 — 6x3 = O alors x; = 2x3

Propriété 5.2. 1. la famille (Og) est lice.

2. Toute famille comportant le vecteur nul est liée. Il suffit de prendre tous les a; nuls sauf celui correspondant
au vecteur nul, lequel coefficient pouvant prendre toute valeur réelle non nulle.
Exemple : Pour (Og;x2;x3) : 2.0 +0.x9+ 0.x3 = O¢ (a; = 2; as = ag = 0 mais a; aurait pu prendre toute
autre valeur réelle non nulle).

3. Sil'un des vecteurs d'une famille est combinaison linéaire d’autres vecteur de cette famille, alors celle-ci
est liée.
Exemple La famille (x1;x2 = 3x1 + 2x3;X3;X4;X5) est liée car —3x; + x2 — 2x3 + 0x4 + Ox5 = Ok.

4. Si un méme vecteur apparait au moins deux fois dans une famille, alors celle-ci est lice. Il s’agit dun cas
particulier de la propriété précédente.
Exemple : La famille (x1;x2;x3;%1) est liée car 1.x; + 0.x2 + 0.x3 + (—1).x; = Og.

5. Toute surfamille d'une famille liée est liée.
Exemple : Si (x1;x92;x3) est liée il en est de méme pour toute famille de la forme (xg;xg;x3;" -+ ).

6 Familles génératrices-Bases

6.1 Définitions
Définition 6.1. Une famille de vecteurs (eg;es;- - -;en) engendre l'espace vectoriel E si Vect(eg;eq;---;en) = E,
c’est-a-dire si :

n
Vx € E, J(ai)icicn € R™, x = Z aie;i.

i=1

On dit que la famille (ey;eq;- - -;en) est génératrice.
Définition 6.2. Une famille de vecteurs (eg;es;- - -;en) est une base dune espace vectoriel E si elle est libre et
si elle engendre E.
Remarque On a bien siir : E = Vect(eg;eg;---;en).
Définition 6.3. Les réels a; sont appelés les coordonnées de x dans la base (ej;ez; - -;en).

Exemples * Les vecteurs e;(1;0;0), e2(0;1;0) et e3(0;0;1) forment une base de R qui est appelée base
canonique de R3.

e Les polynomes 1,X,X?,..., X™ forment une base de R, [X], appelée base canonique de R, [X].

e Les np matrices Eij de My (R) pour lesquelles tous les coefficients sont nuls sauf a;j; =1 forment une
base de My ,(R).

7 Espaces vectoriels de dimension finie

Définition 7.1. Soit n un entier naturel non nul.
Un espace vectoriel E est de dimension finie s’il possede une base constituée de n vecteurs.
Dans ce cas, on dit que E est un espace vectoriel de dimension n et on note dimk = n.

Remarque : L'espace vectoriel {0} est de dimension 0, il est le seul espace a posséder cette dimension!
Exemples

¢ Si u est un vecteur non nul, alors E = Vect(u) est un espace vectoriel de dimension 1. On dit que E est
une droite vectorielle.

¢ Si u et v sont deux vecteurs non lié€s, alors E = Vect(u,v) est un espace vectoriel de dimension 2. On dit
que E est un plan vectoriel.

e dim R, X =n+1

e L’espace vectoriel réel C est de dimension 2 car (1;1) forme une base de C.

e dim R™ =n.
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e dim M, (R) =n?2.

7.1 Caractérisations et propriétés

Théoreme 7.1. Soit E un espace vectoriel de dimension finie n.
e Une famille de n vecteurs est une base de E si et seulement si elle est libre.
e Une famille de n vecteurs est une base de E si et seulement si elle est génératrice.

Théoreme 7.2. Soit F un sous espace vectoriel dun espace vectoriel E de dimension finie n. Alors :
¢ F est un espace vectoriel de dimension finie et dim F< n.
eF=E & dimF=n.

7.2 Rang

Définition 7.2. Le rang d'une famille finie F de vecteurs est la dimension de l'espace vectoriel quelle engendre :

rg(F) = dim Vect(F).

Théoreme 7.3. ¢ Une famille finie dun espace vectoriel E est génératrice si et seulement son rang est égal a
la dimension de E.
e Une famille finie est libre si son rang est égal a son nombre d’éléments.

8 Applications linéaires

Dans cette section, E et F désignent 2 espaces vectoriels.

8.1 Définition et propriétés
Définition 8.1. Une application de E dans F est linéaire si :

V(x;y) € E2, VA € R, f(Ax +y) = Af(x) + f(y).

Exemples ¢ Ide
ceacRf: Ro— R
X —  ax
R® — R2

(x5y5z) — (Ax+3y —z;,—x + 3y)

RRE — R
b

f — f(0)
¢ Soit E I'ensemble des fonctions dérivables sur un intervalle I :
. E — RR
T o f

Soit f une application de E dans F.

I-Proprtété 8.1. f(0g) = Of

Cette proposition permet souvent de démontrer qu’une application n’est pas linéaire :
Exemples Les applications suivantes, définies sur R? ne sont pas linéaires :

fll(X)y)H(X»X+U—3) le(X)U)H(CXU)X—U)-

Théoreme 8.1. Si S = (x1;- - -;xn) est une famille de générateurs de E, alors f(S) est un systeme de générateurs
de f(E).

Théoreme 8.2. Si S = (x1;- - -;xn) est une famille liée de E, alors f(S) est une famille li€e.

Théoreme 8.3. Si (f(x1);---;f(xn)) est une famille libre de F, alors (xi;- - -;xn) est une famille libre de E.

Attention : l'image d'une famille libre par f n'est pas nécessairement une famille libre!
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8.2 Image directe et réciproque d’'un sous-espace vectoriel. Image et noyau d’'une
application linéaire

Soit f une application de E dans F. Soit E’ un sous-espace vectoriel de E et F/ un sous-espace vectoriel de F.

Théoreme 8.4. f(E’) est sous-espace vectoriel de F.

Définition 8.2. f(E) est un sous-espace vectoriel de F, noté Imf.

Théoreme 8.5. f est surjective de E sur F & Imf =F.

Remarque Si B est une base de E, alors f(B) est une famille génératrice de f(E) mais n’en est pas néces-
sairement une base.

Théoreme 8.6. f1(F’) est sous-espace vectoriel de E.

Définition 8.3. f1(0g/) est un sous-espace vectoriel de E, noté Kerf.

Exemples
Exercice 132. Soit f un endomorphisme de E. On note fof = f2. Montrer que Kerf C Kerf?. A-t-on égalité ?

Théoreme 8.7. Soient E et F deux espaces vectoriels de méme dimension finie, et f une application linéaire
de E dans F.
Les insertions suivantes sont équivalentes :

1. f est bijective.

YyeF dIxeE :f(x) =vy.

l'image d'une base de E par f est une base de F.

l'image de toute base de E par f est une base de F.

f est injective.

ker f ={0g}.

f est sujective

Imf=F.

1l existe une application linéaire g de F dans E telle que go f = 1dg et fo g =1dr

© o NS A L

Finissons par un théoréme fondamental :

Théoréeme du rang

Théoreme 8.8. Soient E et F deux espaces vectoriels de dimensions finies. Soit f une application linéaire de
E dans F. Alors :
dimImf+ dimKerf=dimE.

8.3 Détermination d’'une application linéaire

Théoreme 8.9. Soit B une base de E. Soit B’ une base de F.
Une application linéaire de E dans F est entierement déterminée par les images vus dans B’ des vecteurs de B
par f.

Démonstration . Soit B = (ei)1<ign) une base de E. Supposons connues les images de ces vecteurs par f en
posant : ¥V € {1,2;3;---;n}, f(e;) = f; (les coordonnées des vecteurs f; étant lues dans la base B’').
n

Soit alors x = E aie; un vecteur quelconque de E. Par linéarité de f nous obtenons immédiatement :

i=1
n
f(X) = Z Clifi.
i=1
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Exemples
e R3 étant muni de sa base canonique, f est un endomorphisme de R? tel que :

1 1 0
fler) = | 2 fle2) = | 0 fles) = | 2
3 0 0
2
Soit x | 3| =2e; + 3eq + es.
2
1 1 0 S5
Alors f(x) = 2f(er) + 3f(e2) +f(e3) =2 (2| +3|0 ]|+ 2] = |6
3 0 0 6/ 4
ap a; + az
et plus généralement Vx | az | ,f(x) = | 2a; + 2a3
as 3(11

B/

o f est lapplication linéaire de R5[X] dans R4[X] qui & tout polynome de Rs5[X] associe son polyndéme dérivé
P/,

{1, X, X2, X3, X%, X°} est la base canonique de Rs[X] et écrire les égalités

f)=0 f(X)=1 f(X¥)=2x (X3 =3x2 fxH=4x® (X% =5X4,

permet de déterminer le polynome dérivée de tout polyndéme de Rs[X] qui sera donc de degré maximal 4.

8.4 Matrice d’'une application linéaire

Définition 8.4. Soient E et F deux espaces vectoriels de dimensions respectives n et p. Soient B = (ei)igi<n
une base de E et B’ = (e{ )Ji<ign une base de F. La matrice de f relativement a ces deux bases est la matrice
de M, »(R) dont les colonnes sont composées des coordonnées, lues dans la base B', des vecteurs f(e;) pour
ivariantde 1 an :

f(T fT) Tn)
ell an ag boo o0oo0 Ain
eé agq agse ... ... Qon
e{j ap1 Qp2 ... ... Qpn

On a donc : f(e1) = ane| + aziey + -+ - + apiey, et ainsi de suite.....

Exemples
Reprenons les deux exemples de la section précédente :
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La matrice de fest |2 0 2

300
o f est lapplication linéaire de R5[X] dans R4[X] qui & tout polynome de R5[X] associe son polyndme dérivé
01 00O0O0
002 000

P’. La matricede fessM=|0 0 0 3 0 O

X1
Théoreme 8.10. Reprenons les notations de la définition précédente. Soit x un vecteur de E.
Xn B
X1
Soit M la matrice associée a f et X = la matrice colonne correspondant aux coordonnées de x.
Xn
Les coordonnées de f(x) dans la base B’ sont données par la matrice colonne MX.
Exemples
e Rs[XI — RulX]
Reprenons : f: P s P/
)
2
Soit P(X) = 5X° + 4X% —3X% +2X —5 . Ses coordonnées dans la base canonique sont _43
0
S5

Par conséquent les coordonnées de f(P) dans la base canonique de R4[X] sont données par le produit

matriciel :
01 0 0 0 O

002000 _25 9
-6
000 300 _43:16
0
000040(5) 25

0 00 0 O0 5

Cette derniere matrice colonne correspond aux coordonnées du polynome P/(X) = 25X* 4+ 16X? —6X + 2. On
retrouve bien l'expression du polynome dérivé..... qui aurait pu étre obtenue bien plus facilement en dérivant
directement!

SO =

1 0
* Soit f l'endomorphisme de R® muni de sa base canonique représenté par la matrice M = | 2 2
3 0
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Déterminons Kerf.

1 10
X X X 0 x+y = 0 x =0
yleKerfof<|y] >=0pe& |2 0 2 yl=(0]<{ 2x+2z = 0 <y = 0
z z z 0 3x = 0 z =0

Kerf = {Ogs}. f est donc injectif. En tant quendomorphisme de R® on en déduit que f est aussi un

isomorphisme.
1 1 2

* Soit f l'endomorphisme de R® dont la matrice dans la base canonique est | =2 0 —2

3 2 5
Déterminons une base de l'image de f.
Tout d’abord, il faut déterminer la dimension du noyau de f :
X X 1 1 2 X 0 x+y+2z = 0 X = —z
yleKerfof<|y] >=0pe&s |2 0 2 yl=(0| & —2x—2z = 0 <y = —z
z z 3 2 5 z 0 x+2y+5z = 0 y = —z

Le choix d'une valeur pour z détermine les valeurs de x et de y : il n’y a donc quun seul " degré de
liberté". Le noyau est donc un espace vectoriel de dimension 1. Il s’agit d'une droite vectorielle, engendrée
1
par exemple par [ 1] (en prenant z = —1).
1
Le théoréme du rang permet d’affirmer que Imf est un espace vectoriel de R® de dimension 2 (il s’agit donc
d’un plan). Pour trouver une base de cet espace vectoriel, il suffit de trouver 2 vecteurs formant une famille
libre- donc non colinéaires- appartenant a Imf. La matrice de f donne les images des vecteurs de base :

1 1
fler) = | —2 | et f(eg) = | 0 ]. Ces deux vecteurs ne sont pas colinéaires car leurs coordonnées ne sont pas
3 2

proportionnelles. Ce sont donc deux vecteurs de Imf et formant une famille libre d’'un espace vectoriel de
dimension 2 : ils en forment donc une base.

1 1
Par conséquent : la famille < [ —2 ] ;| 0| > est une base de Imf.
3 2
1 2 1 2
¢ Bien entendu la matrice permet de trouver d’autres bases : < | =2 |;| -2 ]| >et< [0 ];|—2| >
3 S 2 S

Théoreme 8.11. Soient E, F et G trois espaces vectoriels munis respectivement des bases By, By et Bs.
Soient f : E — F, g : F — G deux applications linéaires de matrices respectives M(f)g 5, et M(g)g, 5,
relativement aux bases ci-dessus.

Alors g o f est une application linéaire de E vers G et dont la matrice est :

M(g °© f)BlyBS = M(Q)BzylgsM(f)Bth

Exercice 133. On considere C comme R espace vectoriel dans la base canonique 5; est (1,1).
1. Montrer que By = (1,j) est une base de C.
2. Soit z un complexe dont les coordonnées dans B; sont (a;b). Déterminer ses coordonnées dans Bs.

3. Soit f 'endomorphisme de C défini par :
fla+1ib) = (3a —2b +i(—a +b)).

4. Déterminer la matrice M(f) Bi.Bs
5. Déterminer le noyau de f.
Exercice 134. On considere l'ensemble E des applications fq 1, de R* vers R définies par :

b
Vx € R fqb(x) = a—i—; ol (a,b) € R2.
1. Démontrer que E est un sous-espace vectoriel de RE".
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2. Démontrer que (fi,0,fo,1) est une base de E notée B.
3. Démontrer que (f11,f32) est une base de E notée B'.
4. Déterminer les coordonnées de fq,, dans la base B’.

-

Exercice 133. Dans le plan vectoriel E muni de la base (f,)), on considere 'endomorphisme f défini par :

—

fA) = (m—-1i+j, f(§)=—-2i+ (m—4).

Discuter suivant les valeurs de m, la nature et la dimension de Kerf et Imf et vérifier dans chaque cas

que :
dimKerf+ dimImf=dimeE.

Exercice 136. E est un espace vectoriel réel de dimension 3. Soit u l'endomorphisme de E dont la matrice
représentative dans la base B = (i,j,k) de E est :

1 11
A=1111
1 11

1. Déterminer le noyau de u, sa dimension ainsi qu'une base de celui-ci.
2. Quelle est I'image de E par u?
3. Calculer A™ si n appartient a N*.
Exercice 137. Soit f l'endomorphisme de R® de matrice dans la base canonique de R3 est :

1 11
A=1111
1 11

Déterminer l'image d'un triplet quelconque (x,y,z).
Déterminer le noyau de f. En donner une base.
Déterminer l'image de f. En donner une base.

. Déterminer Imf N Kerf.

G WN =

Démontrer que tout triplet est la somme d'un élément de Imf et Kerf.
Cette décomposition est-elle unique ?
Exercice 138. Soit f l'endomorphisme de R? donné par sa matrice dans la base canonique :

1 2
w- (1 2).
1. Déterminer les réels « tels qu’il existe au moins un couple 'x,y) différent de (0,0) vérifiant f((x,y)) =
x(x,y).

2. Déterminer l'ensemble E; des couples (x,y) et l'ensemble Ey des couples (x,y) qui vérifient respective-
ment :
fl(x,y)) =—(xy) et  fllxy)) =2(xy).
3. On donne ¢; = (—1,1) et e3 = (2,1).
(@) Soit (x,y) de R?, exprimer (x,y) comme combinaison linéaire de (€}, ¢€3). Montrer que (€}, €3) est
une base de R2.
(b) Soit f(xeé; +Pez) = a’é;+B’e3 ou &, B, ', B’ sont des réels. Calculer («’,3’) en fonction de « et
B.
(c) On pose f2 = fof et f*1 = f™ : circf pour n > 0. Exprimer f2(aé] + Bé3) , (o€l + B€3) puis
™ (€] + Bez) dans la base (éj, €3).
(d) En déduire Uexpression de f*((x,y)) dans la base canonique de R2.

4. On considere la suite réelle u définie par la donnée de ug et u; et de la relation :
Yn e N, Uniz = Unt1 + 2uy.

Pour tout entier n, on associe le couple Xn = (Un 41, Un ).
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(@) Démontrer que : . .
vne N, f(Xy) = Xnit.

() En déduire que : B B
Xn = 1T(Xo).
(¢) En utilisant le 3), calculer u,4+2 en fonction de n, ugp et u.
Exercice 139. Soit f,g: R[X] — R[X] les applications définies par f(P) = XP et g(P) =P".
1. Vérifier que f et g sont des endomorphismes de R[X].
(@) Montrer que gof—fog=Idgx.
(b) Montrer que : Vn € N*, gof* —f* o g =nf"L
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Quinzieme partie

Pot-pourri
Merci & M. Omarjee
s Ai
Exercice 140. f: C— C,f(z) = %

1. Déterminer le domaine définition D de f.
2. Montrer que si z est dans D , f(f(z)) = z. déterminer f~! la fonction réciproque de f.
3.0npose:w=z—ietr="Ff(z) -1
Montrer qu'il existe a,b dans Z tels que w.r = a + ib.
4. En déduire que l'image d'un cercle de centre i de rayon R est un cercle de méme centre de rayon R’ a
déterminer.
Exercice 141.

1. Déterminer les matrices A de M(2,R) telles que pour tout X dans R? , tX.A.X = 0 oir X est la
transposée de X.

2. Méme question avec A dans M(3,R) telles que pour tout X dans R® , tX.A.X =0.
Exercice 142. Soit la suite X la suite définie par :
1
X(0) =5 et pour tout entier n : X(n+1) = X(n) + Xn)
1. Etudier la convergence de la suite (X(n)).
2. Montrer que 45 < X(1000) < 45,1.

Exercice 143. Montrer qu’il existe une infinité d'entiers relatifs (x,y,y,t) tels que : x3 +y% + 2% + 13 = 0.
Exercice 144. Pour A et B dans MsR, montrer que : det(A + B) + det(A — B) = 2det(A) + 2det(B).

1—
Exercice 145. "a" désigne un réel non nul. Calculer la limite de f(x) = w quand x tend vers 0.
Exercice 146. n est un entier naturel non nul fixé.
f(x) = g(x,1).9(x,2) . .. g(x, ) avec glx,k) = — sin(x)
= g% 1).gix, 2] ... glx, glx,K) = cos?(x)

Calculer limite de f en g

Exercice 147. [ fonctions convexes-eric]

Partie A

Soit f une fonction définie et continue sur un intervalle .
On dit que f est convexe sur I si :

Vixy) € I, f (x—i—y) < fix) +fly)

2 2

1. (a) Montrer que les fonctions fj : x — x% et fy : x — e* sont des fonctions convexes sur R.
(b) La fonction f3:x — lnx est-elle convexe sur ]0; +oo[ ?

2. On considere la fonction h définie sur [0;71] par h(x) = —sinx.
(a) Montrer que h est convexe sur [0;7].
(b) Montrer que :

Vixy) € 0% x £y = h (";‘J> ) ;““—”-

3. Soit f une fonction deux fois dérivable sur R vérifiant :
vx € R, f”(x) > 0.
(@) Soit xp un réel fixé et g la fonction définie sur R par :

L (x+x0 f(x) + f(xo)
a0 =1 (57 - [F5]

Montrer que g est dérivable sur R et calculer g’(x).
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(b) Montrer que si x < xg, g’(x) > 0 et si x > xo, g’(x) <O.
En déduire que : Vx € R, g(x) < 0, et que f est une fonction convexe sur R.

Partie B
On considere la fonction ¢ définie sur [0;27] par :

e(x) = s'mg + ZS'mz-

1. Etudier les variations de ¢ sur [0;27].

2. En déduire l'inégalité :

3v3
¥x €R, o(x) < Tf
Partie C
Soit O un point donné du plan et R un réel strictement positif donné. Soit I" le cercle de centre O et de
rayon R.

Soit A un point fixé de I et «, 3, v trois réels positifs vérifiant o« + 3 +vy = 27 .
On désigne par B et C les points de I' tels que «, 3, v soient des mesures respectives des angles (OA, (ﬁ)),
(OB,0C), (OC,0A).

1. Calculer en fonction de R, « et 3 le périmetre P du triangle ABC.

2. Montrer, en utilisant les parties A et B que :
P < 2Rep(a+ B) < 3RVS.

et que si « # B, P < 3RV/3.
3. Pour quelles positions des points B et C le triangle ABC a-t-il un périmetre maximal ?
Exercice 148.
Partie A

1. Comment choisir le triplet (a,b,c) de R? pour que P :x +— ax? + bx + ¢ vérifie :
vx € R, xP’'(x) —2P(x) =0?

f
2. Soit f une fonction dérivable sur ]0;+oo[ et soit g la fonction définie sur ]0;+oo[ par g(x) = i—z)
e Vérifier que g est dérivable sur ]0;4o0[;

e Démontrer que f vérifie la relation :
vx €]0;+o00[, xf'(x) — 2f(x) = lnx (1)
. . S . Inx
si et seulement si g est une primitive de la fonction x — = sur ]0;+ool.
. . o lnx

3. Déterminer toutes les primitives de x +— 5 swr R7.
4. En déduire l’ensemble des fonctions définies et dérivables sur ]0;+oo[ vérifiant la relation (1).
I+In(x*) 1,
4 1%
Etudier la fonction ¢ et construire sa courbe dans un repere orthonormé.

5. On désigne par @ la fonction définie sur ]0;+oo[ par x — —

Partie B
1

1. Soit A un réel strictement positif fixé. Calculer en fonction de A lintégrale I(A) = J @(x)dx.
A

2. Montrer que lorsque A tend vers 0, I(A) tend vers un réel a préciser.

3. Dans tout ce qui suit, n désigne un entier supérieur ou égal a 2.

Montrer que pour tout entier k tel que 1 <k < n+ 1, et pour tout x tel que

® <kT+1> <o(x) <o <§>

127

<X <

k k+1
n



et:

En déduire l’encadrement :

. : ) (1 k L
4. Déduire des questions précédentes que la suite (H Z [0) <—>> admet une limite finie a déterminer.
n>2

5. (a) Montrer que :

k=1
n n
n n
() (%)
S (3) = (%)
k=1
(c) Utiliser les résultats précédents pour démontrer que les deux suites (Un)m>2) €t (Vn)ms2) telles

n" . .
—) convergent. Calculer leurs limites respectives.

n 1
que un, = —— et vy, = —1In
Yn! n n!

Exercice 149.
1. Calculer, pour tout entier n > 0 :

1  n—1
X
I, = dx.
n J'01+Xn X

2. Soit Q ={1,2,3,4,5,6}, soit & un nombre réel, et p l'application de QO dans R définie par :
YneQ,pn) = nZal,.

Déterminer « pour qu’il existe une probabilité P sur (Q,P(w)) telle que, pour tout n de Q, on ait
P({n}) =p(n).

Exercice 150. [Théoreme de Sylvester]

Dans tout ce qui suit, on pose A =1+ +/3.
Le but de cet exercice est de montrer que, pour tout entier naturel m, la partie entiere de A2™*! est divisible

par 2m+1,
1. En utilisant la calculatrice, vérifier cette propriété pour A, A3 puis pour A>.
2. Ecrire un algorithme permettant de vérifier cette propriété pour tout entier naturel m.

(@) Démontrer quil existe deux suites (an)n>0 et (bn)n>o & valeurs dans N, définies de maniere

unique, telles que :
vneN, A" = a, +brV3.

() Exprimer, pour tout entier naturel n, a1 et b1 en fonction de a, et by,.

(c) Conjecturer une relation simple entre la partie entiére de A2™*! et agm 1.

4. Soient m et k deux entiers naturels.
Montrer que si agm1 et bam1 sont divisibles par 2%, alors asm.3 et bamis sont divisibles par 25+,

5. En déduire que, pour tout entier naturel m, dgm41 et bem1 sont divisibles par 2™.
6. Montrer que pour tout entier naturel m, A2™+1 est solution de l'équation :

x2 — 2a9m 4 1x — 22m L = 0,

En déduire Uexpression de A?2™+1 en fonction de agm1.
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7. Démontrer que :
1
vm e N, 22 < 2ay, 44

8. En déduire que pour tout entier naturel m, la partie entiere de A™+1 est égale & 2agm 1.
9. Conclure.

Exercice 131. Soit y > 0 un réel fixé. En utilisant une intégration par parties, déterminer les primitives en
x de la fonction f définie par f(x) = ln /x2 +y2.
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