H Calculer la probabilité d’un événement

On considere I’ensemble E des entiers de 20 a 40. On choisit I’un de ces
nombres au hasard. A est I’événement : « le nombre est multiple de 3 »,
B I'événement : « le nombre est multiple de 2 » et C : « le nombre est multiple
de 6 ». Calculer P(A), P(B), P(C), P(ANB), P(AUB), P(AN C) et

PAUC).
Solution B 3
L'expression « au hasard » signifie que I'on se trouve ’—ér—/g
Pour dénombrer les éléments dans_ une S|t9a’t|on d’equprobablhte. L,en/semble E A< 30, 23...
de divers ensembles, il est contient 21 éléments : il y a donc 21 événements 50
recommandé de dessiner un élémentaires équiprobables. Il y a sept multiples de 3 g{ 2 23...
diagramme. entre 20 et 40 : card (A) = 7, donc P(A) = 211 = %

De méme, il y a onze multiples de 2 et trois multiples de 6, d’od P(B) = ;—1 et

=£=l; AN B={24;30; 36} d'ou P(AﬂB)zP(C)=i.
21 7 21
P(AUB)=P(A)+P(B)—P(AOB)=5

P(C)
. Puisque C est inclus dans A, on a

ANC=C,donc PANC)=P(C)==. AU C= A donc P(AUC)=P(A)=%.

~NiR

Hl Déterminer la loi de probabilité d’une variable aléatoire

On jette trois fois de suite un dé bien équilibré. Au cours de ce lancer de dé,
le joueur perd 3 € s’il obtient au moins un multiple de 3 et gagne 6 € dans le
cas contraire. X est la variable aléatoire égale au « gain » du joueur.
Déterminer la loi de X et calculer E(X), V(X) et 6(X).

Solution

La variable X prend les valeurs — 3 et 6. Les deux événements (X = - 3) et (X = 6)
sont des événements contraires. Il est plus facile de calculer P(X = 8), c'est-&-
dire la probabilité de I'événement : « aucun des trois nombres n’est multiple de
3 ». Parmi les six nombres de 1 a 6, il y a quatre nombres non multiples de 3 :
1;2;4et5.Lenombre des cas possibles est 6 x 6 x 6, soit 216 et e nombre

Préciser d'abord toutes les
valeurs prises par X.

des cas favorables est 4 x 4 x 4 soit 64, donc P(X=6) = 64 = 8 .
216 27
Puisque les deux événements sont des événements contraires, on en déduit
que: P(X=-3)=1-P(X=6)=1-2 =19
27 27 X -3
D’ou le tableau ci-contre.
19 8 1 R

Onadonc E(X)=(-3)X—+6x —=-=

( =3 57 57 3 27 27
et Vi) =lox 2 igex 2| 1152

27 271 9 9
~ d'ou ; (X)) =Y52_441.

3



M Utiliser des probabilités conditionnelles

Un événement peut étre
considéré comme réunion ou
intersection de deux
événements dont on sait
calculer la probabilité. Pour
calculer P(A N B), on peut
utiliser une probabilité

tonditionnelle. Utiliser aussi
un arbre de probabilités.
]

Un sac contient 25 boules dont 15 blanches et 10 noires. L’expérience consiste
A tirer une premiére boule, puis une seconde sans remise de la premiere
dans le sac.

Calculer la probabilité de chacun des événements suivants :

E : les deux boules sont blanches ;

F : la premiére boule est noire et la seconde boule est blanche ;

G : le tirage est bicolore ;

H : les deux boules sont noires.

Solution
Pour la commodité de la rédaction, utilisons des événements non cités dans
|"énoncé.
Soit A I’événement : la premiére boule est blanche
et B'événement : la seconde boule est bianche.
E est I’'événement A N B, donc P(E) = P(A N B) = P(A) X P,(B) .
15 3

Or, P(A)=— soit —.
25 5 1

Sachant que A est réalisé, il reste 24

B
boules dont 14 blanches donc : % )
14 7 7 N
PaB)=—=—. 12
On a donc : >
% N
pEy=3xL=T-035. S
5 12 20 3 N
8

3
Sur I'arbre de probabilités, on margue E)

7 s
et — sur les deux premiéres branches
12 [ 1¢r tirage_l \ 2¢ tirageJ

Et on peut compléter avec % et 15—2 pour les événements contraires.

successives du haut.

eOna F=AN B, donc P(F)=P(AN B)=P(A) x P(B) .
Calculons Pi(B) : la premiére boule tirée est noire, il reste 24 boules dont

15 blanches, donc Pi(B) = =2 =2
24 8
Dot P(F)=2x2=1,
58 4

o Evénement G : cet événement est égal 3 FU (A N B), od Fet AN B sont
incompatibles.

Ona P(G)=P(F)+P(ANB).

or, PlanB) =22, 10_1
25 24 4
1.1

donc P(G)==+==0,5.
4 4

e Evénement H : il y a plusieurs méthodes pour le calcul de P(H).
L’arbre de probabilité &étant complété, il est trés simple de lire le produit sur les

deux branches du bas : P(H) = 2 X 3_3

5 8 20



B Utiliser les probabilités totales

Un sac contient des jetons de trois couleurs, la moitié de blancs, le tiers de
verts et le sixieme de jaunes. 50 % des jetons blancs sont ronds, 30 % des
jetons verts sont ronds et 40 % des jaunes sont ronds. Tous les autres jetons
sont carrés. On tire un jeton au hasard.

Représenter par un arbre de probabilités les diverses probabilités que 1’on
peut rencontrer.

Solution

Puisque I'on connait d’abord les proportions
pour les couleurs, au premier niveau de
I"arbre figurent les trois couleurs et au
second la forme : « rond » ou « non rond ».

Au niveau 1, sur chaque branche, on écrit les
pourcentages traduits en termes de probabi-
lité de tirage d’une couleur.

Au niveau 2, indiquer les probabilités condi-
tionnelles données par les pourcentages des
ronds de chaque couleur et les autres.

Ainsi, si I'on désigne par R |’événement
« tirer un rond », a partir de B, sur la branche T

Méthode
Interpréter et traduire les
informations de I’énoncé et
utiliser un arbre de probabi-
lités.

rond
B

\3

~

-
~ r

0 5‘~_carre
»

1
2

y rond
\=

0,7 ~._carrc

04
y /

~o .
0.6 ~._carre

couleur forme

rond

1
6

du haut, on indique Pg(R) = 0,5 puisque
50 % des blancs sont ronds. Une simple
lecture de I'arbre permet alors de répondre a
certaines guestions.

Dans le sac décrit a I’énoncé 1, on tire un jeton au hasard.
a. Quelle est la probabilité pour qu’il soit rond ?

b. Sachant qu’il est rond, quelle est la probabilité pour qu’il soit blanc ? pour
qu’il soit jaune ? pour qu’il soit vert ?

Solution
a. Soit B I'événement : « le jeton est blanc », V: « le jeton est vert », J: «le
jeton est jaune » et R: « e jeton est rond ».
Un jeton rond peut étre soit blanc, soit jaune, soit vert ce qui se traduit par :
R=BNRAUNVNRUUNR),
donc P(R) est la somme de trois probabilités d’aprés le théoréme des probabi-
lités totales. Par lecture sur I'arbre, on obtient :
P(R) = P(B) x Pg(R) + P(V) x Py/(R) + P(J) x P/(R)
1.1, .1 _3 1 _ 4
=SSIXZ+=X —+=X —,
2 2 3 10 6 10

Lorsqu’on dispose d’un sac
ou d'une urne comportant des
objets ayant plusieurs carac-
téres, il peut étre intéressant
de considérer un événement
comme réunion d’événements
formant une partition de |'uni-
\vers des issues possibles.

soit P(R) = 2.
12

1
=§.Deméme Py =PUNR) _15_ 4

P(R) 5 25

12 12
On peut calculer PR(V) de la méme fagon, mais on peut aussi remarquer que :

Pp(B) + Pr(J) + Pr(V) =1, d'ou PR(V)=1~§——4—=—§-.

b. Pa(B) = PENR)

P(R)

ISR



H Utiliser I'indépendance en probabilité

On tire au hasard une carte dans un jeu normal de 32 cartes. On envisage les
trois événements suivants :

A :la carte est rouge ; B :lacarte est un cceur ; C: la carte est un roi.

a. Les événements A et B sont-ils indépendants ? Méme question pour B et C
et pour A et C.

b. On effectue 5 tirages successifs avec remise de la carte dans le jeu apres
chaque tirage. Quelle est la probabilité de tirer 5 cartes rouges ?

Solution

a. Le jeu contenant seize cartes rouges dont huit cceurs et quatre rois, on a :

pay=28_1 pp=8 -1 ¢ po=2 -1
32 2 32 4 32 8
. 1
5 Ona AN B= B puisque les cceurs sont rouges, donc P(AN B)=P(B)==.
Méthode ( B)=7

Il s’agit de comparer un pro-
duit de probabilités a la proba-
bilité d’une intersection.

Penser que le vocable « indé-
pendant » a un sens mathé-
matique précis.

Or, P(A)x P(B) = % . Ce n’est pas égal a P(A N B), donc les événements Aet B

ne sont pas indépendants.

L’événement B N C est I’événement « tirer le roi de caeur » ;

PBNC)= \% et P(B)x P(C) = 3% , donc B et C sont indépendants.

L’événement A N C est I'événement « tirer un roi rouge ».

P(AN C)= 2 = S et P(A)x P(C) = 1 . Donc A et C sont indépendants.
32 16 16

b. D est 'événement « tirer successivement 5 cartes rouges » dans les condi-
tions indiquées : il y a répétition d’expériences indépendantes et identiques
puisque la carte est remise dans le paquet de cartes.

1 1

Donc P(D) = P(A) x P(A) x P(A) x P(A) x P(A)={=| = vl

2

L’ expérience consiste a lancer deux dés parfaitement équilibrés : X désigne la
variable aléatoire égale a la somme des deux nombres obtenus sur la face
supérieure et Y est égale a leur produit.

Calculer P((X=2) N (Y=3)), puis P(X=2) et P(Y=3).

Ces deux variables aléatoires sont-elles indépendantes ?

Solution

de
Si, pour deux réels a et b,
P{(Xx=a) N (Y=b)) n'est pas
égala P(X=a)x P(Y=0b),
alors ce contre-exemple suffit
3 démontrer que X et Y ne

L'événement (X = 2) se réalise une seule fois : lorsque I’on obtient le couple
(1 ; 1), sur 36 couples possibles, donc P(X=2) = ?%
L’événement (Y = 3) se réalise deux fois : avec les couples (1 ; 3) et (3 ; 1)

sont pas indépendantes. donc P(Y=3)= 52— .
6
Mais I’événement ((X = 2) N (Y = 3)) n’est jamais réalisé : sa probabilité est

nulle alors que P(X=2)x P(Y=3) = S X 3.
36 36

Ces deux variables ne sont pas indépendantes.




© Reconnaitre des probabilités conditionnelles,
construire et exploiter un arbre pondéré

Exercice corrigé ]

R A R R R S S

- —Dans l'urne rouge, un jeton sur dix est gagnant et
permet de remporter un lecteur MP3.

Un joueur commence une partie. On appelle V

foue circulaire, partagée en trois secteurs (respectivement J, R) I’évé‘nement « le joueur tire un jeton
de couleurs différentes. On admet que dans I’ur.ne verte (respestn’/ementjaung, rouge) », et B

la probabilité que la roue s'arréte sur un secteur est (respectlve‘ment M) "e"?”eme”t «le joueur ga.gne
proportionnelle au périmétre de ce secteur. une barbe a papa (respectivement un coffret de jeux, un
lecteur MP3 ) ». Enfin, P désigne I'événement « le joueur
est perdant ».

Enn,cé Dans une féte foraine, un stand
dattractions propose le jeu suivant :

) Le joueur actionne tout d’abord une

D Le joueur tire ensuite un jeton dans une urne dont la
couleur correspond a celle obtenue en actionnant la roue.

-Dans I'urne ve+ 2, un jeton sur trois est gagnant et Kl Traduire toutes les hypothéses de énoncé par des
permet de gagner une « barbe 4 papa ». probabilités concernant les événements définis ci-dessus.
-Dans I'urne »un jeton sur cing est gagnant et H Construire un arbre pondéré décrivant la situation.
permet de remporter un coffret de jeux de société, Calculer la probabilité de chacun des événements B,CetM.

;Solution }

. l0n utilise Ia proportionnalité entre probabilités et périmétres des secteurs de la

3 T P»o it une probabilité
3 At . l‘4, : , o -
roue: p(V) = L = i;p(J) =_4 _ i;p(R) =4 _ 1  conditionnelle dans un énoncé
21 2 2n 8 2T 8

lorsque sa valeur estdonnée
alors quoon sait qu'un événement
est réalisé. Ici, la probabilité %« o
correspond a un tirage gagnant
dans l'urne verte : on sait
1 b - I%événement V est réalisé.
10° P> Dansunarbre pon
«branches » issues d'u
_ événement représente
probabilités conditionnelles
sachant que cet événementest
réalisé. Par exemple, —31— =p,

Daprés I'énoncé, « dans I'urne verte, un jeton sur trois est gagnant » : cette hypothése
donne la probabilité conditionnelle d'extraire un jeton gagnant de l'urne sachant
§que le tirage se fait dans I'urne verte. Dans ce cas, le lot gagné est une barbe 3

‘ipapa, doncona: py(B) = L

Delaméme fagon, ona: p; (C) = —;— et pg (M)

LHVoir I'arbre ci-contre. 24
Lévénement B ne peut étre réalisé que lorsqu'on
btire un jeton dans 'urne verte,

TR 1 1 1

:0ou: = NV)=—X—=—.
000:P(B) = p(BNV) = 3-x 5 = 2

ette valeur ~;— peut s'interpréter en disant que
florsqu’un joueur entame une partie, il a « une
fcnance sur six » que cette partie le conduise a
tgagner une barbe a papa.

Onade méme p(C) = p(CN1J) =

bercice d'application |

0.00-:.-00...o...00otoooocoocoul‘oco-aoa.ocolcqo.qc-ocooco-a0ucoococlouuolul.‘.oonoo.

EE Choisir des notations et construire un arbre pondéré

M. Cruciverbis achéte un hebdomadaire chaque décrivant la situation.

wmaine, et il essaie systématiquement de résoudre la

, . . . o . £1 M. Cruciverbis entre chez le libraire pour acheter son
grlle de mots croisés proposge. Deux fois sur trois, il achéte

thebdomadaire A, et une fois sur trois I'hebdomadaire B hebdomadaire. Quelle est la probabilité qu'il en ressorte

Tois fois sur quatre, il parvient & achever Ia grille proposée - avecl’hebdomadaire B et qu'il sache résoudre entiérement
! H . . P . z 7

tins I'hebdomadaire A. Il résout entiérement celle de =~ @ 9rille de mots croisés qui yeit proposee :

thebdomadaire B, plus difficile, une fois sur deux seulement. (O Voir exer
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lacommune, une municipalité achéte aupres d’un grossiste
des stylos-billes de trois marques différentes, A, Bet C.

) 40 % des stylos commandés sont de marque A, la moins
chére ; parmi ces stylos, 15 % sont défectueux.

) 35 % des stylos commandés sont de marque B, et 10 %
de ces stylos sont défectueux.

ces stylos sont défectueux.

Solution }

D:«le stylo choisi est défectueux ».
On obtient 'arbre pondéré ci-contre p».

HlLes événements A, B et C forment un systéme
complet d’événements. En effet :

-ils sont de probabilités non nulles ;

-ils sont incompatibles (ou disjoints) deux a deux :
le stylo choisi ne peut pas étre de deux marques
différents ;

-leur réunion recouvre tous les cas possibles : le stylo
choisi est nécessairement de I'une des trois marques
A, B ou C (puisque par hypotheése, 100 % des stylos

: proviennent de I'une de ces marques)

On peut donc appliquer la formule des probabilités

totales pour calculer la probabilité p(D) ;ona p» :

H On cherche ici a calculer la probabilité pg (C).

' p(BﬂC)'

ps(C) = p(D)

Enonce B Afin d'équiper les éléves des groupes scolaires de

) 25 % des stylos commandés sont de marque C, et 5 % de

H On adopte les notations suivantes pour les événements :
A (respectivement B, C) : « le stylo choisi est de marque A (respectivement B, C) »;

p(D) = p(A) x pa(D) + p(B) X ps(D) + P(C) X pc (D).
On obtient donc: p(D) = 0,15 X 0,4 + 0,1 X 0,35 + 0,05 X 0,25 = 0,1075.

On applique la définition d'une probabilité conditionnelle :

sesccccsscnsnse s00ec000000c000ccscvenrnn R Y YR NY

- On choisit au hasard un stylo dans le stock de la

municipalité.

Kl Construire un arbre pondéré décrivant la situation
étudiée.

-~ E Déterminer la probabilité que le stylo choisi soit

défectueux.

El Le stylo choisi est en bon état de fonctionnement.
Quelle est la probabilité, au centieme prés, qu'il soit de
marque C?

Bon a savoi

struit un arbre

lont les branches de
premier niveau aboutissent atix
événements A, B et C. En effet,
Iénoncé donne les probabilités
de ces événements, puis ensuite
les probabilités condi
sachant que l'un de ces
événements est réalisé,

B> La formule des probabilités
peut étre appliquée
ence d'un systeme
‘événements, ce qu'il

0,15

Lecalcul de p(ﬁ N C) s'obtient en appliquant le principe multiplicatif dans la

t branche « la plus basse » de I'arbre pondéré construit  la question ll: p(D N C) = p(C) X pc (D) = 0,95 X 0,25.

: Ainsi, on obtient: p(D N C) = 0,2375 et p5(C) =

Exercice d'ap

[ZE Un jardinier dispose de bulbes de deux sortes : les
+ bulbes « a fleur rouge » et les bulbes « a fleur jaune ».

! Pour composer des massifs, le jardinier constitue des lots
: comportant 40 % de bulbes «  fleur rouge » et 60 % de
bulbes « a fleur jaund».

+ Une fois planté, un bulbe « a fleur rouge » donne

+ effectivement une fleur dans 70 % des cas, et dans 80 %

|

0,2375
1 —0,1075

, soit 0,27 au centiéme prés.

des cas pour un bulbe « a fleur jaune » (dans les autres cas,
le bulbe ne fleurit pas).

On choisit au hasard un bulbe dans un lot composé par
le jardinier. Quelle est la probabilité que ce bulbe donne
une fleur ?

Voir exercices 31
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F Probabilités conditionnelles

Les résultats seront donnés a8 103 prés par excés. Une entreprise en matériel informatique fabrique des
clés USB. 4 % des clés USB fabriquées sont défectueuses. A Dissue de cette fabrication les clés USB sont
controlées et triées en trois lots :

* clés USB marquées, celles-ci portent la marque de I’entreprise ;

* clés USB démarquées ;

* clés USB a détruire.

T L unité de contréle rejette 3 % des bonnes clés USB et 95 % des clés USB défectueuses.
a) Quelles sont les probabilités : p; qu’une clé USB soit défectueuse et acceptée ? P, qu’une clé USB soit
bonne et refusée ? p, qu’il y ait une erreur de controle ?
b) Montrer que la probabilité p, qu’une clé USB soit acceptée est égale 4 0,933.

2 Le controle seffectue par cing tests successifs. Une clé USB recoit la marque de I’entreprise si elle subit
avec succes cinq controles successifs, détruite si elle est refusée au moins deux fois et démarquées sinon.
Quelles sont les probabilités : p; qu’une clé USB soit démarquée ? p. qu’une clé USB regoive la marque
de I'entreprise ? p, qu’une clé USB soit détruite ?

Dans un exercice de probabilités conditionnelles, il = = — 18

faut toujours commencer par traduire les hypotheses Py=p(ROD)=p(D) X pp(R) = 625 °

de I’énoncé. On notera D 1’événement « la clé USB Donc p, =0,0288 . L’événement «il y a erreur
est défectueuse » et donc D I’événement «la clé de contrdle » est (DNR) U(DNR) .

USB est bonne » ; on notera R : «T’unité de controle Les événements D N R et D AR sont incompa-
rejette la clé USB » et donc R : « 1'unité de controle | tibles donc :

ne rejette pas la clé USB ». 7

= = 7
«4 % des clés USB fabriquées sont défectueuses » P3=p(DNR)+p(RND)=p,+p, = 373500
soit p(D):i d’ou p(D)= 1 Donc p; =~ 0,031.
100 25 4 b) D’apres la loi des probabilités totales :
On en déduit donc que p(D)=1 - p(D) soit 75 Pa =p(R)= p(D)pD(E) + p(E)p,j(I?)
De plus « 1'unité de contrdle rejette 3 % des bonnes
3 =py + pp(R)p(D) = 3323
Clés USB» ¢ p(R) = oo PirPoUtIPE) = 57500 -
B 97 Donc p, = 0,933 .
Dot pp(R)=1-pp(R) d’ob pp(R)= 100" 2.0n est en présence d’une expérience de
On a aussi : « I'unité de contrdle rejette 95 % des clés Bernoulli : tirage a deux issues possibles R et R
) 5 19 répété de fagon indépendante 5 fois.
USB défectueuses » 1 pp(R) = 10020 ° D’apres la loi de Bernoulli, si on répete de fagcon
.. — — 1 indépendante n fois une expérience & deux issues
Dot pp(R)=1- pp(R) donc pp(R) = 20 possibles, alors la probabilité que R se réalise
On peut aussi résumer ces données dans un arbre : k fois (et donc R n—k une fois) est :

R

otR) @/R (") p(RYEx p(RY =+

%6 D Ainsi pour ps,ona n=5 et k=1 ,donc:

p(D) D 100

> 97

/Pﬁxﬁ N 5 164 (2 333}

R = 1 V4 —

\p[yk \160 Ds (1)><p(R) X p(R) 5><2 SOOX( )
p(D) 4

D 100 D
5

<

ave

2 500
Donc ps = 0,249 .
P@— B * pe=p(R)’ , donc Pe =0, 708 . .
R 100 f * Une clé USB étant soit détruite, soit démarquée
1.a)p, = p(D ~wR) = p(D) X pp(R) = — . ou soit marquée, alors ps+ pg+p,=1 .
500 Dol p;=1-ps—pg,donc p,= 0,044 .

Donc p,=0,002 . » Exercices 48 2 58 p. 276
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£1 Probabilites conditionnelles et suites

1 Soit la suite (u,) ,définie par u; = % et par la relation de récurrence u, , | = é u, + % .

Soit la suite (v,) définie pour n=1 par v, =u, —% ; montrer que (v,) est une suite géométriqu

dont on précisera la raison. En déduire P'expression de v_ en fonction de n, puis cellede u .
n n

On considére deux dés, notés A et B.Le dé A comporte trois faces rouges et trois faces blanches. Le d
B comporte quatre faces rouges et deux faces blanches.

On choisit un dé au hasard et on le lance : si on obtient rouge, on garde le méme dé, si on obtient blanc, or
change de dé. Puis on relance le dé et ainsi de suite.

On désigne par A, I’événement : « on utilise le dé A au n-iéme lancer », par Kn I’événement contrair
de A, ,par R, I’événement : « on obtient rouge au n-ieme lancer », par R, I’événement contraire de R,

par a, et r, les probabilités respectivesde A, et R, .

a) Déterminer a, .

b) Déterminer r, ; pour cela, on pourra s’aider d’'un schéma d’arbre. 1 )
¢) Enremarquant que, pourtout n=1, R, =(R, NA))U (R, NA,) ,montrerque r,=->a,+ 3

d) Montrer que, pourtout n=1, A, ,;=(A,"R,)U(A,NR,).

1

6

e¢) En déduire que pour tout n =1, a =—a,+ 3 o buis déterminer Pexpression de a,, en fonctior

n+l17~ g
de n. 6

En déduire I’expression de r_ en fonction de n, puis la limite de r, quand n tend vers +oo .
n n

1. On a pour tout entier naturel 7 non nul :
2 1 1 2 1 1

nelT5TE 375 T TS

:l(v +%)_L:1V PRI S S
6\V" 5) 15 6 * 15 15 6"

Donc la suite (v,) est une suite géométrique de

raison 1 et de premier terme v, = u —2=i
6 P AT

Va+1= U

n—1
Ainsi, pour tout ne N* : y = % (é)

2 L. 11yt
unzvn+§,d0u Lln-—m 6 +§.

2. a) La premiere fois on choisit au hasard le d¢ A ou
le dé B .Comme on est dans un cas d’équiprobabilité,
il y a autant de chance de choisirle dé A queledé B .

Donc a; =p(A1)=% .

b)

D’apres la loi des probabilités totales :

ri=pa (R)P(A) + pg (R)p(A)
Lot N 2117
272 372 127
¢ R,=(R,NA,))U(R,NA,) ,donc:
p(R,)=p((R,NA,)U(R,NA,)) ,

soit p(R,)=p(R,NA,)+p(R,NA,) ,
car les événements R, N A, et R, NA, sont
incompatibles.

Donc r,=p(A,)p, (R,) + P(Zn)Pxn(Rn)
:% Pp(A,) + % p@A) .

donc rlzllz.

. pAn(Rn) = % car si A, est réalisé, on lance le

dé A et, dans ce cas, il y a autant de faces rouges
que de faces blanches ; il y a donc une probabilité
1
2

pKH(Rn) = % car si Zn est réalisé, on lance le dé

B et, dans ce cas, il y quatre faces rouges et deux
faces blanches; on a une probabilité¢ égale 2

% = % d’obtenir une face rouge.

Donc :

égale 2 = d’obtenir une face rouge.

1 2 - 1 2
”n=§P(An)+§P(An)=§an+§(1—61,1)
1 2 1 2
r =——an+§ soit rn——éan+—.

" 6 3



d)L’événement A,  , est’événement : « on lance
ledé A au (n+ 1)-iéme tirage ».
Pour que cet événement soit réalisé, il faut :
* lancer le dé A au n-iéme tirage et obtenir une face
rouge (pour garder ce dé au n + 1 -iéme tirage) ;
* ou lancer le dé B au n-ieme tirage et obtenir une
face blanche (pour changer de dé au (n+ 1) -ieme
tirage et donc lancer le dé A au (n + 1) -ieme
tirage). Ainsi A, , | =(A,N"R,)U(A,NR)) .
e)A,,1=(A4,NR)V(A,NR))
donc a1 =P(A, 1) L
=p(A,NR,)+ P(A,NR,)
=P(A)p4 (R)+p(A,)pz (R,)
1 1 1

1
=an><§+(1—an)><§=6an+§ s

Or 01:%

n-—1
Pourtout ne N* | g :i(l) +2

, donc d’apres | :

1016 5°

Et rn:-é an+% , donne :

1
I"n'—“—é —_—

1

10

3

(1)”‘1+%)+2__L(1)”+§
6 5/°3 10\6 5°

Si —1T<g<1, alors lim ¢"=0 .Donc:

lim
n—>+oo

(1

6

n— +oo

n 3
) =0 etdonc lim F,== .
n— +oo 5

» Exercices 103 a 105 p. 285




M Catégories de personnels d'une enkheprise i

Le secteur de production d'une entreprise est composé de 3 catégories de personnel : les ingénieurs,
les opérateurs de production et les agents de maintenance.

Iy a 10 % d'ingénieurs et 75 % d’opérateurs de production. Les femmes représentent 50 % des
ingénieurs, 20 % des agents de maintenance et 60 % des opérateurs de production.

On interroge au hasard un membre du personnel de cette entreprise. On note :

Decouvnr la formule
des probabilités totales.

Cours € ~MT'événement «le personnel interrogé est un agent de maintenance»;
Arbres ponderés - Ol'événement «le personnel interrogé est un opérateur de production»;
el probabilites totales — I 'événement «le personnel interrogé est un ingénieur» ;

- FI'événement «le personnel interrogé est une femme .

1. Utilisation d’un tableau M 0 I Total
La probabilité des événements M, O et I figure sur la derniére ligne T A R A B
et celle des événements F et F sur la derniére colonne. e
a. Donner Py (F), puis déterminer la probabilité de I'événement
MM F. Recopier le tableau ci-contre et y placer la valeur obtenue. |
b. Procéder de méme pour les événements O NFet I NF, puis exprimer P(F) comme somme de trois
probabilités. Vérifier que I'on peut écrire P(F) = P(M) X Py (F) + P(0) x Py (F) + P{1) x Py(F).

¢. Finir de compléter le tableau.

Total 015 075 O'IO

Catégorie Sexe Evénement  Probabilité
2, Utilisation d’un arbre pondéré MNF
L'arbre ci-contre schématise la situation.
a. Recopier et compléter cet arbre en
précisant sur chaque branche la proba-
bilité correspondante.

b. Quels sont les chemins conduisant au
choix d’'une femme ?

En déduire la valeur de P (F).

[ERTTEN 4) Tirages de boules

Dans une urne, il y a 3 boules vertes et 2 boules rouges.

er ¢i nd i
Introduire la notion 1. Tirage avec remise T’ tirage 2"“tirage

d’événements On tire au hasard une premiére boule, on note sa couleur et on la
indépendants. remet dans I'urne. On tire alors une seconde boule.

On note A I'événement «la premiére boule tirée est verte »

et B I'événement «la seconde boule tirée est verte ».

a. Quelle est la probabilité de A ?

b. Déterminer la probabilité P, (B).

c. Compléter I'arbre pondéré ci-contre. Vérifier que P(B) = P, (B).
d. Déterminer P(A N B). Comparer le résultat obtenu avec P(A)x P(B).

B Dans ce cas, on observe que la réalisation ou non de I'événement A ne modifie pas la probabilité de B.
On dit que les événements A et B sont indépendants.

Cours €
Indépendance
de deux événements

2. Tirage sans remise
On tire au hasard une premiére boule, on note sa couleur. On tire ensuite une seconde boule sans
remettre la premiére boule dans I'urne. A et B sont les événements définis précédemment.
a. Quelle est la probabilité de A ?
beDécrire la situation a I'aide d’un arbre pondéré.

- -¢. Déterminer P, (B), puis comparer avec P(B).

. Déterminer P(A N B). Comparer le résultat obtenu avec P(A) x P(B).

Dans ce cas, on observe que la réalisation ou non de I'événement A modifie la probabilité de B.
On dit que les événements A et B ne sont pas indépendants.



Savoir-faire (|

» Voir I'exercice 21

Methode

Pour calculer P,(B),

il faut au préalable
avoir déterminé P(A)
etPBMA)

» Voir I'exercice 25

Pour calculer

la probabilité d'une
intersection, penser
aux probabilités
conditionnelles,

» Voir les exercices
35et36

Un tableau estun bon .
outil pour résoudre - &
ce type de problemes.

: Considérons les événements :

Calculer une probabilité conditionnelle

Dans une population donnée, 84 % des personnes possedent un téléphone portable et 75 %

des personnes possédent un ordinateur. De plus, 60 % des personnes de cette population

déclarent posséder les deux. On rencontre par hasard une personne de cette population.

On considére les événements T:«lapersonne rencontrée posséde un téléphone portable»;
0:«la personne rencontrée posséde un ordinateur ».

1. Déterminer la probabilité conditionnelle de I'événement O sachant que T est réalisé.

2. Déterminer la probabilité que la personne rencontrée posséde un téléphone portable
sachant qu'elle a un ordinateur.

- 1.0n doit déterminer Py(0). Comme P(T)=084 et PONT)=0,6, on 2
L PO = 2

PONT) 06

=2 =0,71. La probabilité cherchée est 0,71 (3 0,01 pres).

: P(T) ~ 084 7

i 2.0n doit déterminer Py(T). Daprés I'énoncé, P(0)=0,75 et P(TN0)=0,6.
P(TN

i Alors Py(T)= M 06 _4 =0,8. La probabilité cherchée est 0,8.

P(0O) 0,75 5

Calculer la probabilité d’une intersection

Lors d'une enquéte menée aupres d’une population, on a constaté que 85 % des personnes
sont des femmes et que, parmi ces femmes, 62 % travaillent a temps partiel.

On choisit une de ces personnes au hasard et on considére les événements :

F: «la personne choisie est une femme»; T:«la personne choisie travaille a temps partiel ».
1. Traduire en termes de probabilités les données numériques de I'énoncé.

2. Calculer la probabilité que la personne choisie soit une femme travaillant a temps partiel.

1.D'une part,ona P(F)=0,85.D'autre part, la phrase « parmi ces femmes, 62 % ont un travail 3
: temps partiel » signifie que la probabilité conditionnelle P (T), vaut 0,62.

2.1'événement «la personne choisie est une femme travaillant temps partiel » est I'événement
¢ TAFRPTNF) =P(F)x Pe(T) soit P(TNF)=0,85x0,62. Ainsi, P(TN F)=0,527.

Probabilités conditionnelles a | aide d’un tableau

La répartition des voitures garées dans un parking est

f R " Diesel ' Essence . Total |
donnée dans le tableau ci-contre. B R e SRS

On choisit au hasard un véhicule stationné dans Eﬁr:r':(;:;ie 043 = 012 | 055

ce parking. Sachant qu'il est de marque francaise, Mar e S e

quelle est la probabilité que ce soit un diesel ? étraggére 034 011 | 045
Total 077 023 1

F:«le véhicule choisi est de marque francaise» ; D : «le véhicule choisi est un diesel ».
P(DNF

OnveutP:(D). Onsaitque P:(D)= T)) D'apres le tableau, Pr(D)= % soitenviron 78 %.
. La probabilité de choisir un diesel sachant qu'il est de marque francaise est 0,78 (4 0,01 pres).



» Voir les exercices
51 et52

Methode

Pour justifier
I'indépendance de deux
événements, on vérifie
une des égalités :
P(ANB)=P(A)xP(B),
P,(B)=P(B)ou
Pg(R)=P(A).

» Voir I'exercice 58

Dans un énoncé, le mot
«indépendant » ayant
un sens mathématique
précis, il faut penser

a utiliser les égalités
du cours,

S,

5
1. AN BestI'événement : «la carte tirée est un roi de carreau». Ainsi P(ANB) = ==
. Deplus, P(A)xPB)=1x 1 =L Ainsi P(ANB)=P(A)x P(B).

Ainsi P(ANC) = P(A) x P(C). Les événements A et C ne sont pas indépendants.
3.BN Cest'événement : «la carte tirée est un roi rouge». Ainsi: P(BNC) = 2 -
. Diautre part, P(B)xP(C)= % x 1 = -L. Ainsi P(BNC)=P(B) x P(C).

Tester I'indépendance de d 2ux événements

On tire au hasard une carte dans un jeu de 32 cartes. On considére les événements suivant
A:«lacartetirée est un carreau», B : «la carte tirée est un roi» et C: «la carte tirée est rouge
%. Les événements A et B sont-ils indépendants ?

2. Les événements A et C sont-ils indépendants ?

3. Les événements B et C sont-ils indépendants ?

¢ Le jeu contient huit carreaux, quatre rois et seize cartes rouges. On a donc :

_8 _1 4 _1 _16 _ 1
PRI=33=7 PBI=g33=3 et P(O=3; 1
32

478 32

i Les événements A et B sont indépendants.
i Autre méthode : on peut déterminer la probabilité de A sachant que B est réalisé.

Ona Py(A)= % Ainsi Pg(A)=P(A), ce quiprouve l'indépendance des événements A et B.

2. AN Cest I'événement : «la carte tirée est un carreau et une carte rouge ». Tous les carrea
© étant des cartes rouges: P(ANC)=P(A) = % D'autre part, P(A)xP(C) = Il 1

4 2 8

=1
3216
872 16

Les événements B et C sont indépendants.

tiliser 'indépendance de «leux événements

Sur son trajet pour aller travailler, un automobiliste rencontre deux feux tricolores.

La probabilité pour que le feu soit vert au moment oui il arrive a sa hauteur est de 0,4 pour
premier feu et de 0,45 pour le second feu.

On note A I'événement «le premier feu est vert» et B 'événement «le second feu est vert
On fait I'hypothése que ces deux événements sont indépendants.

1. Quelle est la probabilité que I'automobiliste fasse son trajet sans avoir a s’arréter ?
2. Calculer P(A N B). A quel événement correspond cette probabilité ?

. 1.Pour que 'automobiliste fasse son trajet sans avoir a s'arréter, il faut que les deux feux soie
verts au moment ou il arrive a leur hauteur. La probabilité cherchée est P(A N B).

! D'aprésl'énoncé, P(A)=0,4 et P(B)=0,45.

Les événements A et B étant considérés comme indépendants,ona P(ANB)=P(A)xP(B) soi

P(ANB)=0,4x0,45=0,18.

¢ La probabilité que I'automobiliste fasse son trajet sans avoir a s'arréter est 0,18.
© 2, Les événements A et B étant eux aussi indépendants, ona P(AN B) =P(A) x P(B), soit:

P(ANB)=0,4x0,55=0,22.

i Cette valeur correspond a la probabilité que I'automobiliste passe le premier feu au vert mz
i soit obligé de s'arréter au second feu.



