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Premicre partie
Les algorithmes

>

e

Définition 0.1. Un algorithme est un enchainement d’étapes ou d’instructions a effectuer dans un ordre
précis et dont la réalisation permet de résoudre un probleme donné.

En Terminale, vous devez étre capables :

e d’analyser un algorithme simple, c’est a dire comprendre ce qu'il fait;

e d’exécuter un algorithme;

e de compléter un algorithme afin qu’il permette de répondre & une question précise;

e d’écrire un algorithme simple.

Un algorithme s’écrira en pseudocode, c’est-a-dire ne faisant référence a aucun langage de programmation
particulier. La description en "langage naturel" des instructions suffira.

Exemple 0.1. :

e A et B sont des nombres entiers
e Saisir A

e Affecter a A la valeur A x B

o Afficher A

Un algorithme simple comporte trois étapes : 1. Variables et affectations 2. Le traitement 3. La sortie des
résultats.

1 Variables et affectations

Il s’agit de la préparation du traitement a proprement parlé de lalgorithme. Cette partie fait l'inventaire des
données et des variables nécessaires au bon fonctionnement de l'algorithme.

Les valeurs initiales des variables peuvent étre présentes dans l'algorithme ou bien étre demandées a l'utili-
sateur.

Cette étape est parfois scindée en deux parties appelées " Variables" et " Entrée et initialisation".

2 Le traitement

C’est le coeur méme de lalgorithme. Il contient toutes les étapes de traitement.

L'ordre des instructions est fondamental afin que l'algorithme aboutisse au résultat demandé. Si une erreur
dans lordre des séquences est commise, il est méme possible que l'algorithme ne s’arréte jamais.

3 La sortie des résultats

Dans les algorithmes traités au lycée, les résultats obtenus sont affichés a l'écran de l'ordinateur ou de la

calculatrice. Un algorithme peut donner une valeur précise d'un terme d'une suite; les n premiers termes
d’une suite, un encadrement de la solution d’'une équation etc - - -

Exemple 3.1. L’algorithme ci-dessous a pour but de calculer les coordonnées du milieu 1 d'un segment
[AB]. Le début du traitement demande a l'utilisateur de donner les coordonnées des points A et B.

Variables xA, xB, yA ,yB, xI, yI sont des réels
Traitement | Saisir xA, xB, yA , yB

1
xI Prend la valeur —(xA + xB)

yl Prend la valeur E(UA +yB)
Sortie Afficher (xI;yI)




Exercice 1. 1. Ecrire un algorithme déterminant les coordonnées du symétrique d'un point A a détermi-
ner par l'utilisateur par rapport au point I(3;5).

2. Transformer l'algorithme précédent afin que l'utilisateur puisse choisir les coordonnées de I.

4 Boucle POUR --- ALLANTDE --- A --.

Cette structure est utilisée lorsque lon sait par avance le nombre de fois que le bloc d'instructions doit étre
exécuté.

Exemple 4.1. L’algorithme suivant permet d'afficher tous les entiers de 1 a 7.

Variables n et un entier

Traitement | POURNW ALLANTDE 1 A7
DEBUT POUR
AFFICHER n
FIN POUR

La premiére fois que la ligne DEBUT POUR est lue, n prend la valeur 1. A chaque fois que cette ligne
est lue a nouveau, n augmente automatiquement de 1.

= Remarque Il ne faut surtout pas insérer dans la boucle une instruction pour augmenter n de 1. Dans ce
cas, n augmenterait a chaque lecture de 2 et non de 1.

S Structure TANT QUE

Les boucles POUR- - -DE--- A ne sont pratiques que si l'on connait le nombre de répétitions nécessaires, ce
qui n’est pas toujours le cas. Dans cette situation, il est possible d’utiliser la structure TANT QUE. - - .

Elle permet de répéter la série d’instructions comprise entre DEBUT TANT QUE et FIN TANT QUE tant
qu'une condition donnée est vérifiée.

La compréhension du probléme mathématique ainsi que du bon sens permettent de répondre aux différents
problémes associés aux algorithmes vus en Terminale S.

Exemple S5.1. Basile dépose 23 euros dans sa tirelire. Tous les jours, il dépose au hasard une piece de
1 ou 2 euros. 1l écrit alors l'algorithme suivant permettant de calculer le nombre total de pieces de 1 ou 2
euros ajoutées avant de dépasser la somme de 35 euros.

Variables : S, D, A sont des réels

Initialisation : Affecter a S la valeur 23
Affecter a D la valeur 0

Traitement : Tant que S < 35 faire :

Affecter a A la valeur aléatoire 1 ou 2
Affecter a S la valeur S+ A
Affecter a D la valeur D + 1
Fin Tant que
Sortie : Afficher D —1

Dans cet exemple, le plus délicat est de comprendre pourquoi il est nécessaire d’afficher D — 1.
Pour fixer les idées, supposons par exemple que les sommes versées soient les suivantes : 2, 2, 1, 2, 2, 2, 2, 2.
Le tableau suivant permet de suivre pas a pas les calculs faits par l’algorithme.



S | A | D | commentaire

Initialisation 23 | x | 0| A n’a pas de valeur car le traitement n’a pas commencé.

Fin de la lére boucle 25 | 2| 1| Il'y a une piece supplémentaire dans la tirelire qui
contient 25 euros.

Fin de la 2eme boucle | 27 | 2 | 2

Fin de la 3¢éme boucle | 28 | 1| 3

Fin de la 4éme boucle | 30 | 2 | 4

Fin de la S5éme boucle | 32 | 2 | 5

Fin de la 6éme boucle | 34 | 2 | 6 | La somme ne dépasse pas 35 euros donc l'algorithme
recommence le traitement d’'une boucle

Fin de la 7éme boucle | 36 | 2 | 7 | L’algorithme s’arréte.

La derniere valeur de D correspond au nombre de pieces nécessaires pour que l'algorithme s’arréte, c’est-
a-dire quand la somme dépasse ou égale 40 euros. La valeur D que Basile veut déterminer n’est pas celle
mise en mémoire dans l'algorithme mais D — 1. Dans l'exemple ci-dessus, lalgorithme affiche le nombre 6.

Etudions maintenant lexercice suivant (BAC S 2014 Polynésie).

Exercice 2. On considere la suite (u,) définie par

up =0 et, pour tout entier naturel n,un11 =uny +2n+ 2.

1. Calculer uy et ug.

2. On considere les deux algorithmes suivants :

Algorithme 1 Algorithme 2
Variables : n est un entier naturel Variables : n est un entier naturel
u est un réel u est un réel
Entrée : Saisir la valeur de n Entrée : Saisir la valeur de n
Traitement : u prend la valeur 0 Traitement : u prend la valeur 0
Pour i allant de lan : Pour i allant de 0 an—1:
u prend la valeur w+ 2i + 2 u prend la valeur u+2i+ 2
Fin Pour Fin Pour
Sortie : Afficher u Sortie : Afficher u

De ces deux algorithmes, lequel permet d’afficher en sortie la valeur de u,, la valeur de l'entier naturel n
étant entrée par l'utilisateur ?

Solution

1. Pour calculer uy, il faut poser n = 0 dans la relation de récurrence donnée par l'exercice, ce qui donne :
w=u+2x0+2=2.

De méme :
U =w+2x14+2=86.

2. Les calculs précédents donnent facilement la solution. A noter que le premier calcul suffit a répondre
correctement au probleme.

La seule différence entre les deux algorithmes concerne le compteur i. Faut-il commencer & 0 ou 1?
Notons que les deux algorithmes exécutent tous les deux le méme nombre de boucles, c’est-a-dire n.

Le premier calcul-celui de u;- impose a n une premiere valeur égale O.

Le role de n est joué dans l'algorithme par i. Ces deux variables commencent donc a la méme valeur,
a savoir 0.

En conclusion, l'algorithme 2 est celui qu’il faut choisir.

= Remarque Regardons ce que donnerait le premier algorithme.

u | i commentaire
Initialisation 0 | O | iprendra la valeur 1 au début de la boucle
Fin de la lére boucle | 4 | 1 u prend la valeur 0+2 x1+2=14




6 Quelques exercices corrigés de baccalauréat

Exercice 3. On considere la suite numérique (v,) définie pour tout entier naturel n par

Vo =1
9
6—vn

Vn+1

On souhaite écrire un algorithme affichant, pour un entier naturel n donné, tous les termes de la suite, du

rang 0 au rang n.

Parmi les trois algorithmes suivants, un seul convient. Préciser lequel en justifiant la réponse.

Algorithme N° 1

Algorithme N° 2

Algorithme N° 3

Variables :
v est un réel
i et n sont des entiers naturels

Début de l’algorithme :
Lire n

v prend la valeur 1

Pour i variant de 1 a n faire

v prend la valeur

Fin pour
Afficher v

Fin algorithme

Variables :
v est un réel
i et n sont des entiers naturels

Début de l’algorithme :
Lire n

Pour i variant de 1 & n faire
v prend la valeur 1

Afficher v

v prend la valeur

Fin pour

Fin algorithme

Variables :
v est un réel
i et n sont des entiers naturels

Début de l'algorithme :
Lire n

v prend la valeur 1

Pour i variant de 1 a n faire

Afficher v

v prend la valeur

Fin pour
Afficher v
Fin algorithme

Solution L’algorithme n°1 calcule tous les termes de vo a v, mais n’affiche que le dernier v,.

L’algorithme n°2 calcule n fois de suite v; & partir de vo ¢ ar v reprend a chaque boucle la méme valeur 1 :
il ne calcule pas les termes de vy & vy,.

L’algorithme n° 3 calcule tous les termes de vy a v, et les affiche tous.

Remarquez bien la différence entre le premier et le troisieme algorithme! Dans le premier, linstruction
"Afficher" n’est pas contenu dans la boucle et n’est donc exécuté quune seule fois par lalgorithme.

Exercice 4. Soit v une suite géométrique de raison 0 < q < 1 et de premier terme vo = 1. Le cours de lere
S assure que cette suite converge et a pour limite O.

Ecrire un algorithme déterminant le plus petit entier ko tel que le terme vy soit inférieur a 107 ™.

Cet algorithme proposera a l'utilisateur de donner les valeurs de q et de n.

Solution
Variables k est un entier
d est une variable réelle
g est un réel
n est un entier naturel non nul.
Initialisation | LIRE k et q
k PREND LA VALEUR 0 ; d PREND LA VALEUR ¢*
Traitement Tant que d > 10~
Début du tant que
k PREND LA VALEUR k+1 ;
d PREND LA VALEUR ¢* ;
Fin du tant que
Sortie Afficher k




Deuxieme partie
sur les équations algébriques

EQUATIONS ET INEQUATIONS.

Exercices

B>0 B<0 B>0
*/K_B‘:){A:BZ \/K>B(:){A>O Ou{A>BZ
B>0 B>0
VA<B&{ A>0 \/KZ\/§<:>{ ~
2 A:B
A<B
B>0 A>0
\/K>\/E<:>{A>B ﬁ<¢§<:>{A<B

Exercice 5. Résoudre les équations suivantes :

1) (x+1)(2x+3)=(x+1)(x*-5);
4) (Tx —1)2 — (4x — 3)2 = 5(3x + 2)?

7)6x3 —7x2+x=0;

13) x*—3x2+2=0;

S)

2) 2xt+x3—x—2=0;
x—4

x+4  x—17

11) 9(x% —1)2
14) 3x*+5x2 —1=0;

x+4 x—4

8) x(x +1) +3(x+1) =2x%(x+1);
100 —14+(x—1)(x+2)=0

x2—16"

— 16(x +1)?
15) x* +x2+1=0;

17) x3 — 27 = (x — 3)(mx + 1 + x)(discuter suivant les valeurs de m);

Exercice 6. Résoudre les inéquations suivantes :

1) (x+1(2x+3) < (x+1)(x2—5);

4) (x +2)% < (2x — 1)

7 xT+2x4—x3—27>0:

S) (3x +1)(7—2x)(2x
8) x*—1> (3x+

Exercice 7. Soit P(x) = 2x* —x3 +x — 2.
Calculer P(1) et P(—1) puis résoudre l'équation P(x) = 0.

Exercice 8. Soit P(x) = 2x® — 4x% 4+ 4x — 2.
Calculer P(1) puis résoudre l’équation P(x) = 0.

2) (2x +1)2 -9 > (x +2)(7x—5);

—35)>0;
Dx—1);

Exercice 9. Résoudre l’équation x® +x* +x+1=0.

Exercice 10. Dresser le tableau de signe des expressions suivantes :

D (3—2x)(x —2)?;

2) (5+x)(4x—T7)(3—x);

3) (5—x)3(x +2)

6) X2+ 3x =x3;

3) (x+1P3+(x+2)P3=(x—2P3+(x—1)3

9) (x2—Tx—4)2— (x> —9x+4)2=0;
12) x3 —4Ax% +4x — 1 =x — x?;

16) (x2+1)% =8x°;
18) —mx?+5x°+mx2 =0

3) (x+2P < (2x—1)3
6) (x2+3x—4)(x*+1) <0;
9) x®*+8>2(8—x)(x+2);

4) (2x —T)(x+1)3(2 —x)

x2—9 x% — 2x 3x2+x3 x2 —5x
5) 5x(7 9)(6 — 5x) ; 6) —M——; 7N — 8) —— 9 :
)X+ 96-5%)5 6 s> D =g ) T4 ) XTI (x 27
2 ) 3x 3
1 R 1) — .
O)x—l x+2° ) 4 +x—4
Exercice 11. Résoudre les équations ou inéquations suivantes
2) 1 2 . 1 2 b)m_l tm<1_ )2x+1_ 1 tx+1> 1
x—1 x—3 % x—-1 -3 x 2 xS X3~ “x—3 %
x+3 b) x+3 )
d) = et
x—2 (3—x)(x—2) x—2 (3—x)(x—2)
Exercice 12. Résoudre et discuter suivant les valeurs de m :
D 3x—m 1 2 x—m x—3 3) 3x7m<m_1
x—3 ’ x—2m x-—8° — '
1 2 1 2 3 )
E ice 13. Résoudre : 1 — =0; 2 = ;
xercice ésoudre:: ) T~ 9 v =3 ) o183 x—Dx+3) D=2
5(x—2) 2(x—3) 7 2 Ix+1 3 1 1
) x+2 x+3 )2x75 x—3 2 )X2+X*2+X+2 x—1
6) 1 _g I 3x—-2 7)x— X 2 x 4_x—5.
x—1 x x+1 x(x2—-1)’ x—2 x—3 x—5 x—6"

10



X

1—
1
Exercice 14. Résoudre les équations suivantes : 1) # =2; 2) —_1 +x—2=0;
+1 _
X+ 2 1 x —2

1+x 1—x 1 1 1

1-x +x _ 3 r 4 1+x I+x , 1-x , 3
3) Lix_, H-—x Dxt X—+1—0, 5) 1 tox tTx t g =0

1—x X 1+x I—x I+4x
1 2— 3— -1 2m-—1
Exercice 15. Résoudre ces équations en fonctions de m : 1) + m_ m; 2) m = m7;
) . . 3 ic—f—l xS—l x—2 ic—l x+1
m m
3 = N 4 = N 5 _— =

Stz T x 3 T o3 ol Tl moiamil k-1 x—m

mx +1 Xx—m x—2 mx—1 2x+1 (x —m)? X
6 =3 7 =—; 8 =0 9 = ;

) X —m ’ )fom x73’2 ) x—1  mx+1 ’ ) x2 x+2m’

1 2 (1+x)
10) ——— ———=0; 1 =1-

)x2+2 x2—m ' )mx+1 X
Exercice 16. Résoudre ces équations en fonctions des parametres a et b :

x—2 1 1 2 X a x b x—1 b-—1 X a b «a
1 =b; 2 =— ) —+—=—-+—; 4 = ; )—+—=—+—
)x—a ’ )x—a x—b x’ )a+x b+x’ )x—i—a a+b’ )a+x a+b
Exercice 17. On considere 'équation

Am+ 1% +1—4m? = (2m + 1)% + 4x. (1)

1. Résoudre et discuter, l'inconnue étant x et m le parametre.

2. Pour quelles valeurs de m l'équation (2) admet-elle pour solution :

@ x=0
b) x=1
3. Résoudre et discuter (2), l'inconnue étant m et x le parametre. Comparer les résultats des questions 1)
et 2).
Exercice 18. Résoudre les inéquations suivantes :

3x+1 3x +1 5x — x? 1
1 2; 2 —1; 3) ———— >0; 1) -4 < —— <2
e I e ) 17 —19 e

3 7 X x+1 x+1 X
S ; 6) —— >0; 7 —_— 8) -3 2.
) i ~x=3 )x3—|—x2> ) 2% x—2 ) <X=3°
X—2+ —
x—4
Exercice 19. Dresser le tableau de signes des expressions suivantes :

2x — 3 5x — 2 2x x—2 2x(x —1) (5x —1)(x +2) x+1
) ——; 2 ; 3 ; 4 ; S —; 6) ————M; N ————;
) x+1 ) 3—x )x—2 )x+2 ) x+1 ) 2x —1 )2x(37x)

(x+2)3(3—x) 2x — 3 9 ) (2x% —5%)(3 — 2x)
8 —M 9 ——; 10 3)(x*—1); 1) (2x*—5x =1 3); 12 ;
) T )= ) DA 1D (¢S =1)(x48); 12 S

3x—1)(2x +1 7x?+3x —4 2x* —6x)(3—2
13)(x )(x+); 14) X + 3x ; 15)(x x) ( x);
x2 4 3x 8x% +14x — 15 x2—9+2(x—3)

Exercice 20. Factoriser et déterminer, selon le signe de x, le signe des expressions suivantes :
Dx®2—4x;  2) (2x—12—(x+3)?; 3 xP—4x®—x+4; 4 PC+)(x—7)+2x—14; 5) (2x+1)2—-2x?;
Bx* —1—2x(x2+1); Dx*—6x>+5; 8> —12-3(x*—-1)+2.

x—9 x—1 9x )
E ice 21. Ré dre les iné ti i tes: 1) —— < 1; 2 2; ) ——— > —;
xercice ésoudre les inéquations suwazn es: 1) 1 < ) | > ) St 1 > 3
X3 x(x + 3) (4x* —1)(x +2) x+1 1 4
4 0; 5 —F—F—>0; 6 —F—F—<0; 7 e > T—=a
)x+4< ) -1 ) x3(x —1) < )fo 37 x—3
x+1 x+2 1 x? —3x +1 x+1 1
; 2 —. 10) ———— >1; 11 —
2 -1 P&y 2 O —z—g b )2 3 “x+3’
x+2 X 3 2x* —3x+3 1 x*+x—4 x+4
12 — ; 13) ————— > ——; 14 ;
o1 xri -1 P n—omxis 2 ) —%=5 <3
2 2 1 —
X230 X e 2< 2 lor <2 X
X x—1 x—1 \/Zx—i—l Joa
1 x? —3x +2 x2—xv2—1 x? —x(vV2 4+ v5) + /10
18) —2 -<2; 19 ——— <0; 20) ———— < 0; 21 >0;
) <X+x< )x2—5x+6_ )x2+xx/§+1 ) Ax2 + 4Ax +1
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Exercice 22. Résoudre les systemes suivants :

X+1<O 3 —1<O

R I 29 1 o
X — <

3x—4> X

Exercice 23. Montrer que l'équation : = ¢ a toujours deux racines distinctes, si ¢ # 0, dont

x—a x—Db
une est comprise entre a et b en supposant que a < b.
x? —6x—17

Exercice 24. 1. Déterminer l'ensemble de définition © de la fonction f:x — .
—2mx + m?

2. Déterminer m afin que :

Vx € D, f(x) < 3
Exercice 25. C rer les solutions du syste — 2= 1<0 ) celles de linéquation x*—6x2+1 < 0
ercice 25. Comparer les solutions du systeme y 5 o | & celles de linéquation x X .
Exercice 26. Résoudre les inéquations suivantes :
X+ 2 3x —1 1 2x24+3-5 x—17 1 x—1 1
1 — < 2x; 2) ——— — —— < 0; 3 ; 1) (- < < =
U A P B ) 16 “x—4 )yt e xr17 4

Exercice 27. Soit l'équation (m — 1)x? — 2(m + 3)x + m = 0. Pour quelles valeurs de m l'équation a-t-elle
deux racines x’ et x” positives? On suppose que x’ et x” sont les mesures, de deux cotés d'un rectangle.
Evaluer le périmetre de ce rectangle, et son aire en fonction de m.

Peut-on déterminer m :

1. Pour que le périmetre du rectangle ait pour mesure 6; pour mesurer une valeur 1 donnée ?
2. Pour que laire du rectangle ait pour mesure 2; pour mesure une valeur s donnée ?
3. Pour que la diagonale du rectangle ait pour longueur /33 ? pour longueur une valeur A donnée ?

Exercice 28. Résoudre : 1) | x —2|=2x—5; 2) x4+ |x|-1=0; 3)x*+|x—3|=0
4) | x—5|+|x2—25|=0; 5 x—5|—|x2—25|=0; 6) x|+ |x2—1]=0

Exercice 29. Résoudre

Dvx—2=+v2x—-T7; 2) Vx2+1=x-3; ) VxE—1=x+2; 4) Vx—3+2x=0

5 vVx—3—2x=0; 6) x+vx—1=13; D Vx+vV2x+1=5; 8) vVx% — :g—l

9 Vx2+1=+x+3; 10) VX3 +1=x>+x+1; 11)\2/%20; 12) 2x+1)v/x+3 =
X

13)x2 <16 avec x =| x| 14) Vx2<4; 1B)Vx2—4<0; 16)Vx2+1<1;

17) VX2 +1< VX2 +2; 18) VX2 —1=+vx2—2; 19) _3 >0; 20) (2x + DvVx+3 > 0;
1
21)|x+1|+|x—1|—— 22) | x+1|+[x—1]|=2; 23) Vx2 —4x +4 > x; 24) VxZ —4Ax +4 > x |;

2) |x—3|<2  26)[3x—5[>5  27) |x+3|<|3x—2] 28)\/x2—4x+4>%,

29)

| x| —1
I x[+4+2

<1, 30) (x—1)(2x+1) <|x—1]; 3D [ (x—D(2x+1) |[<x—1.

Exercice 30. Peut-on choisir m pour que :
Vx eR, 3x+x—2|+2|x|>m.

Exercice 31. Résoudre 1) (x—3)(x—5) < (|x|—3)(|x|—93); 2) x—3 =+Xx—V3; 3)Vx—5>v2x—1
4) Vx2 —1> 3; 5 vxZ+1<x—2.

Les exercices suivants ont été donnés en examen a Ramanujan en 1903.
Merci a Moubinool Omarjee qui me les a transmis.

Yo, X

Exercice 32. 1. Multiply 2 <Z—j +1+ %) by o 2

12
2. Divide x% — a®x3 — 2a% by (——+1)

12



2 2
1
3. Find the value (L> + ( X ) in terms of n when x2 — a2 (&) .
X—a X+a n—1

Exercice 33. Resolve into elementary factors :
L (a®b? —1)(x® —y?) + 4abxy;
2. 216x% +19x3 — 1.

Exercice 34. Fond the H.C.F of :
27a° — 45a* — 16, and 18a® — 45a* — 5a — 14.

Exercice 35. Reduce to their simplest forms the expressions :
Lx(y+tz—x)?+ylz+x—y)?2+x+y—2z)y+z—x)(z+x—y);

5 x+4  x+38 . 1+ 2(x%2 —12)
TAxZ—x—-12 x2x—12/) ° x2 +Tx + 12

Exercice 36. Extract the square root of the expression :

(x? + 4% —2)% + 4(xy + 2) (x> + xy + y?).

Exercice 37. Solve the equations :

) 2x2—x—1+6x2—4x+1_ 2 +6x2—9x—1.
Co2x—1 3x—2  6x—13 2x—3
3 3x—-5y 2 x—2y x y

2. 2472 —S(x+2 _ _ X,y
+5+ 5 5(X+ ), 8 1 2+3

Les exercices suivants ont été donnés en examen a Ramanujan en 1907.

Exercice 38. Factorise :
1. 12x* + 25x3 — 25x — 12.
2. a® + 1%+ c® + 2abc — a?b — a%c — b%c — b%2a — c%2a — c?b.

Exercice 39. Solve

. X +y? = 25
"l X2 -5xy+y? = 13.
2.
x+y+z = 3
¥+y?+28-6x = 35
X4yt -yz—zx—xy = 7
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Troisieme partie
Rappels et compléments de trigonométrie

1 Fonctions circulaires

1.1 Les fonctions sinus et cosinus

Soit un repere orthonormal d’origine O et C le cercle de centre O et de rayon 1.

Le point origine I du cercle est le point de coordonnées (1;0).

A tout réel x, on associe par enroulement de la droite des réels un point M du cercle.
On note sinx l'ordonnée de M et cos x l'abscisse de M.

cosx = OH

sinx = OA

v

% Théoreéme 1.1. Pour tout réel x :
cos?x + sin’x = 1.

Démonstration . M appartient au cercle C dont une équation cartésienne est x> +y? = 1. Les coordonnées
de M sont (cosx;sinx) et vérifient 'équation de C d'ois le résultat.{

( A
&
Proposition 1.1. :
Les fonction sinus et cosinus sont définies, continues, 2m-périodiques et dérivables sur R.
e La fonction cosinus est paire. Sa courbe est donc symétrique par rapport a l'axe des ordonnées en
repere orthogonal.
e La fonction sinus est impaire. Sa courbe est donc symétrique par rapport a lorigine du repere.

>
& Dérivées
% Théoreme 1.2.
S

Vx € R, sin’x = cosx et cos’x = —sinx.

14



Courbes et tableaux de variations

cos’x | O — 0

cos | 1
\ »

A

\

\
\

|
A
St

A
\
\
A
\

sin’x | 1 +

sin 0/ 1\ 0 2.7

|
o
oA T

-

—2. 4
rw )
Proposition 1.2. :
Vx € R, sinx:cos(g—x>:—cos(g+x> vx € R, cosx:sin(g—x):sin(g—i-x)
. sinx . l—cosx 1
lim =1 lim ——— = —
x—0 X - x—0 x2 2 T
vn e N*, Vx e Rsin(™x =sin (x+n§) ¥n e N*, Vx e R cos™ x = cos (x +n§)
sinx=0&x=kmn, keZ cosx:O(:)x:ngkn, keZ
s'mx:l(:)x:ngan, keZ cosx=1&x=2kn, keZ
s'mx:—l(:)x:—g—i—an, keZ cosx=—1&x=n+2kn, keZ
> , <
& Equations trigonométriques
Proposition 1.3.
sinx =sina & x = a+ 2k ou x = m— a + 2km, keZ
L cosx =sina & x = a+ 2km ou x = —a + 2k, keZ )
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1.2 Fonction tangente
La fonction tangente, notée tan est définie sur R — {g +kmkeZ = Ukez} g + km; g + (k+ 1)7r[ par :

sinx

tan : x —
COSX

Elle est continue et dérivable sur chaque intervalle de son ensemble de définition, et :

1
cos? x

T
VXE]R—{§ +kmkeZ), tan’x=1+tan’x =

Elle est périodique de période 7t et impaire; on l'étudie sur [O; 0 {, et sur cet intervalle, elle strictement

croissante.
4 )
& Limites
Proposition 1.4. :
lim tanx =+ocoet lim tanx = —oo.
TT— T+
xX— 9 X—— )
. — J
Les droites d’équation x = 3 + km, k € Z sont asymptotes a la courbe représentative de la fonction tangente.
4 , )
& Equation trigonométrique
Proposition 1.5. :
L tanx =tanx & x = « + km, k € Z. )
A
s s
X |2 0 2 3.+
tan’x i+
tan | 400

1.3 Fonction cotangente
La fonction cotangente, notée cotan est définie sur R —{m, k € Z} = J, o, I7; (k + D)7t par :

COSX
sinx

cotan : x —

Elle est continue et dérivable sur chaque intervalle de son ensemble de définition, et :
’ 2 —1

Vx € R—{mk € Z}, cotan’x =—(1+ cotan”x) = ——-
sin? x
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Elle est périodique de période 7 et impaire; on l'étudie sur ]0;7[, et sur cet intervalle, elle strictement
décroissante.
De plus :

Vx €]0;7t[, cotan(mt—x) = cotanx.

. z 7-[ z . z .
Le point de coordonnées (5;0) est centre de symétrie de sa courbe représentative.

s )
& Limites
Proposition 1.6. :
lim cotanx = 400 et lim cotanx = —oo.
x—0+ X—TC
S J
Les droites d’équation x = krm, k € Z sont asymptotes a la courbe représentative de la fonction cotangente.
s N
& Equation trigonométrique
Proposition 1.7. :

L cotanx = cotan « < x = « + km, k € Z. )

A

X T
0 3. T
cotan’ x
—00
1 T
-2 -1 0 1 2 3
X =T

1.+

2.+

73 +

4+

1 Remarque La fonction cotangente n'est pas la fonction inverse de la fonction tangente.

En effet, l'inverse de la fonction tangente est définie sur l'ensemble de définition de la fonction tangente
auquel il faut enlever les antécédents de O par la fonction tangente. Ceci ne correspond pas a l'ensemble de
définition de la fonction cotangente.
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2 Formules de trigonométrie

Formules de base

cos?a +sin%a = 1 —1_

5— = 1+tan’a 1
cos2a

sin%a

= 1 +cotan?a

Formules d’addition

sin (a + b) = sinacosb + sinbcosa
cos(a + b) = cosacosb — sinasinb
tan(a + b) = tang +tanb

sin (a — b) = sinacosb — sinbcosa

cos{a — b) = cosacosb + sinasinb

_py_ tang—tanb
1 - tanatanb tan(a—b) = 7 natank
Formules de duplication et de triplication
cos2a = cos?a —sin’a 1 +cos2a = 2cos?a cos2a = % cos3a = 4cos’a —3cosa
cos2a = 2cosZa—1 1 —cos2a = 2sinZa sinq = % sin 3a = 3sina — 4sin3a
cos2a = 1 —2sin?a
sin 2a = 2sinacosa tan2a = 2&%
1 —tan“g

Formules de transformation de sommes en produits

sinp +sing = 2sin L cos &L

sinp —sing = 2cos ZZ sin Z2 tanp +tang = % 1 +cosa = ZCOSZ%
cosp +cosq = 2cos ZL cos 5L tanp —tang = % 1—cosa=25i112%
= in &4 qin 24
Cosp — cosg = —2sin == sin

2

Formules de transformation de produits en sommes

cosacosb = %[cos(a + b) + cos(a — b)]

sinacosb = -[sin(a + b) + sin(a - b)]
sinasinb = -[cos(a — b) — cos(a + b)]

Expressions de sina, cosa,tana, en fonction de ¢ = tan%

ing = =2t - l1=2 _ 2t
sma = T3 cosa =1 tana -7

Factorisation de acosx + bsinx

N
o RO TEm
VxeR, acosx+bsinx = Ja+ B2 cos(x— ) |> OU @ estdéfinipar: sino = b
T @
Arcs associés Valeurs remarquables
sin(—x) = —sinx sin(x —x) = sinx  sin(x +x) = —sinx . o ZZ [ Z [Z
cos(—x) = cosx cos( —x) = —cosx cos(Z +Xx) = —cosx 6 4 3 12
tan(—x) = —tanx tan(x —x) = —tanx tan(x +x) = tanx sinx | 0 % g g 1
B2
sin(% —x) = cosx sm(% +x) = cosx cosx | 1 | === 5 0
1
cos(% —x) = sinx cos(% +x) = —sinx tanx | 0 | - | 1 Sl
1
tan(% —x) = cotanx tan(% +x) = —cotanx cotanx | || | /3 | 1 7|0
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3 Exercices

Exercice 1. Démontrer que :

b b
V(a,b,c) € R® sin(fa+b+c) —sina—sinb —sinc = —4sin (%) sin (%) sin (a;rc) .

Exercice 2. Résoudre ’équation : sin(x — a) = sinx —sin a, olt a est un parametre.

Exercice 3. Résoudre l'inéquation : cos2x > 3cosx — 2.
1

\/1+cosx—\/§s'mx

Exercice 4. Donner l'ensemble de définition de la fonction f: x —

3
Exercice 5. Résoudre ’équation : sin (g — x) sin (g + x) =1
Exercice 6. Démontrer que : Vx € R, sin? 5x — sin? 3x = sin 2x cos 8x.

Exercice 7. A, B et C étant trois réels strictement positifs tels que : A + B + C = 7, montrer que :

B
sin A +sinB +sinC = 4cos (%) cos (%) cos (5) .

Exercice 8. Démontrer que : Vx € R, 4cosxcos(x + g) cos(x — g) = cos 3x.

Exercice 9. Démontrer que : sin STm sin lm cos om cos m_ 1t V2
' que : St g St 7y 9 %36~ 4

Exercice 10. Résoudre l’équation :

V2cos a+ sin2x —cos2x = 0, ol a est un parametre.
Exercice 11. Résoudre l'inéquation :cos2x > 3cosx + 1
Exercice 12. Résoudre linéquation : 2sin2x > v/3sin 3x.
Exercice 13. a, b et ¢ étant trois réels, factoriser :

sinfa+b+c¢)—sin(—a+b+c)—sinfa—b+c)—sin(a+b—c).
Exercice 14. a, b et ¢ étant trois réels, calculer :
cosasin(b—c) +cosbsin(c —a)+ coscsin(a —b).

Exercice 15. Résoudre l'équation : 4cos®x — 2(1+v/2) cosx + v/2 = 0.
Exercice 16. Résoudre linéquation : (v2sinx + 1)(2cosx — v/3) < 0.
Exercice 17.
Soit f:x + cos®x + sin®x — %cos 4x. Montrer que f est constante.
Vérifier que :

Vx € R, cosx + cos <x+ 2?7[) + cos <x+ 4%) =0.

En déduire la valeur de la somme :

> kTt
S = cos® <x + —) .

Exercice 18.

) y . 2sinx + V3 . .
Résoudre l'équation :———— =tana, ou a est un parametre.
2cosx+1 0
. s
Exercice 19. Résoudre 'équation : tanx + cotx + s 4/2 cos (Z — 2x> .

. . X s .
Exercice 20. Pour quelles valeurs de x a-t-on : sinx # cos 9 ? Donner l'ensemble de solutions sous la
forme de réunion d’intervalles.
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Quatrieme partie
Les nombres complexes

1 Racines n*™¢ d’un nombre complexe non nul

1.1 Définition

n désigne un entier naturel supérieur ou égal a 2. z désigne un nombre complexe non nul de forme

exponentielle z = pel®.
- 2

Théoreme 1.1. L’équation diinconnue Z :

"=z (1)

posseéde n solutions distinctes dans C.

. 0 2km .
De plus, ces solutions sont les nombres complexes de module 3/p et d'arguments — + —— ou k décrit
n n

lintervalle d’entiers [0;n — 1]. )

Démonstration . Le réel 0 ne peut étre solution de cette équation car z est non nul. Sous couvert d’existence,
posons re*® une solution de (1). Nous avons alors :

rm p
noe = 0[2n].

(1) <:>rneinoc _ peiG <:>{

Ce qui donne, puisque les fonctions x — x™ sont des bijections de R** dans lui-méme :

oo 8
1) & 0 2kn

x = —+—aveck€eZ.
n n

. 2k L. ..
Orla suitew:k — —+ 0 est n-périodique. Elle ne prend donc que n valeurs distinctes obtenues en prenant

n
k dans lintervalle d’entiers [0;n —1].2$

Exercice 40. Montrer que l'on détermine ainsi les n valeurs distinctes de la suite u.

>

e

| Définition 1.1. Les solutions de l'équation (1) sont appelées racines n**™m¢ de z.

iz Remarque Si n = 2, on parle de racines carrées. Si n = 3, on parle de racines cubiques.
Exercice 41. Déterminer les racines cubiques de -8.

Exercice 42. Soit w = e'¥. Calculer les nombres :

A=w+w+wretB=w?+w’+wb

1.2 Représentation graphique

Théoreme 1.2. Les racines n'*™¢ de z forment un polygone régulier & n cotés inscrit dans le cercle de
centre O et de rayon 3/p.

a. Tout autre intervalle d’entiers de longueur n conviendrait aussi. Mais celui-la est le plus-voir le seul- utilisé car le plus naturel.
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1.3 Racines n*™¢ de l'unité

( )
>

e

Définition 1.2. Les racines n*™¢ de l'unité sont les solutions de I'équation :
" =1.
Ce sont donc les complexes wy tels que :
SO _ HikZE

L Yk € [0;n — 1], Wk =e . )
fw )

Proposition 1.1. :

1.
Vk € [O;Tl — 1]], W = Wn—k

2. On obtient les n racines n**™¢ d'un nombre complexe non nul en multipliant l'une d’entre elle par
les racines n**™¢ de lunité.

3. Vk € [0;n — 1], wy = wf
n—1

4. ) wi=0.
k=0

5. n étant un nombre entier supérieur ou égal a 2 fixé, I'ensemble des racines n*™¢ de l'unité , noté
U,, forme un groupe pour la multiplication. C’est-a-dire :
ele U,
o V(k,k') € [O;n—1],3k"” € [O;n — 1], wrwyx: = Wy

1
e Vwy € U, — € U,.
Wk
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Exemple 1.1. : Les racines cubiques de l'unités sont les nombres 1, j = el 2.
Onadoncl+j+ij2=1+j+j=0.

2 Equations du second degré a coefficients complexes.

2.1 Etude d'un exemple

Définition 2.1. On appelle racine carrée du nombre complexe z = —3 + 41 tout nombre complexe 6 tel que
82 =—-3+4i.
On pose & = x + iy avec (x;y) € R? .

1. Expliquer pourquoi x? +y% =5
2. Résoudre le systeme

En déduire toutes les racines carrées de -3 +4i.

3. Déterminer la forme canonique du trindme z? + z + 1+ 1. En déduire une factorisation en utilisant les
résultats de la question 2.

4. Résoudre dans C léquation z2 +z+1+1i=0.

2.2 Généralisation

En admettant que tout nombre complexe possede une racine carrée , proposer et démontrer une méthode de
résolution des équations du second degré a coefficients complexes.

3 Linéarisation des polynomes trigonométriques.

3.1 Définition

On peut chercher a transformer un polyndéme trigonométrique P en sinx et cosx en une somme de termes
du type sinnx et cosnx (n € N). On dit alors qu'on linéarise le polynome P.
Exemple : Linéarisation de cos?x :

1 1
V x e R,cos2x =2cos’x -1V x e R, coszx:EJricost.

3.2 Méthode générale
Il est possible de linéariser n'importe quel polynome trigonométrique en appliquant les formules dEuler :

ix —ix ix —ix
e’ +e . et —e
Vx €R, cosx = etVxeR,sinx=——
2 2i
La formule du binéme de Newton appliquée a (e'* + e )™ et & (e — e )™ permet le développement de
l'expression ainsi obtenue . En ordonnant convenablement les termes du développement, l'expression obtenue
peut étre écrite sous la forme d'une combinaison linéaire d’expressions de la forme (elkX + e_lkx) et
(elkx — eilkx) avec 1 < k < n. La linéarisation s’obtient alors en réutilisant les formules d Euler :

vV x € R, etkx + e KX — 9coskx et V x € R, e'** — e7t* = 2{sin kx.
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3.3 Exercice résolu

Linéariser l'expression : cos® x sin* x.

. 1 . s 1 . s
V x € R, cos? xsint x = ﬁ(eere lX)Zw(ev‘—e X4

VxeR,coszxs'm“x:ﬁ(ezm—e 21X)z(em—e X2

VxeR,coszxs'm“x:%(elhque 41X—2)(621X+e 2”‘—2)

V x € R, cos? xsint x = %(e6ix _e2ix _gedix  —2ix + e Bix _g—dix +4)

V x € R, cos? xsint x = %(e6ix e O _gedix | o—dAixy  (p20x 4 o—2ixy |y
V x € R, cos? x sint x = %(ZCOSGX— 4cosdx —2cos2x +4)

V x € R, cos? x sint x = l(cosz— 2 cos4x — cos2x + 2)
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3.4 Exemple d’application

La linéarisation permet de trouver les primitives des polynomes trigonométriques :

Etant donné un polynéme trigonométrique P, une primitive de P est une fonction F définie et
dérivable sur R telle que F/ = P.

Exemple : Cherchons une primitive sur R du polyndme trigonométrique tel :

V x € R, P(x) = cos® x sin x.

La linéarisation obtenue dans la précédente section nous permet d’écrire :

1 1 1 1
VxeR,Px) = Ecos(ixf Ecos4xf §c052x+ 6

Sachant que : Vn € N*V x € R, (sinnx)’ = ncos(nx) et (cosnx)’ = —nsin(nx),
P admet pour primitive la fonction F définie sur R par :

1 1 1 1
VxeR, F(x) = @s'm(ix— @s'm4x— @s'm2x+ EX'

4 Calcul de cosn¢ et sinnd .
Rappelons la formule de Moivre :
VoeRV €Z, (cosd +isind)™ =cosnd + isinnd.

Elle permet de trouver l'expression de cosné et de sinnd en fonction de cos ¢ et de sin ¢.
Exemple : n=2

V ¢ R, (cosd +isind)? = cos® d —sin? ¢ + 2isind cos d = cos 2¢ + isin 2¢

Donc :
¥V ¢ € R, cos2¢p = cos? p —sin? P
et
Vo eR,sin2¢d = 2sin dcos .
Exercice 43. 1. Calculer cos5¢ et sind¢ en fonction de cosd et sind .

2. En déduire que :

cotan5h — 1—10tan®> ¢ +5tan* d
~ 5tan¢ —10tan3 ¢ + tand ¢
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S Formules trigonométriques.
Les formules de trigonométrie vues en lere S, et bien d’autres, peuvent étre rapidement démontrées en

utilisant les complexes.

5.1 Exemples

Exemple n°1 Soit a démontrer que :

¥ (x;y) € R? cosxcosy = —(cos(x +y) 4 cos(x —y)).

1
2
On utilise la méme méthode vue dans 1.

(elx+e ix) ( 1y+e iy)

(eliry Letlx—y) 4 (U*X)Jre*i(XJFU))

¥ (x;y) € R? cosxcosy =
¥ (x;y) € R? cosxcosy =

Y (x;y) € R* cosxcosy = et +y) | omilxty) | eilx—y) eii(xfy)>

e i et Ml N e N

¥ (x;y) € R?, cosxcosy = —(2cos(x 4+ y) + 2cos(x —y))

Ce qui donne la formule demandée :

(cos(x +y) + cos(x —y)).

1
vV (xy) € Rz,cosxcosy =3

Exemple n°2 Soit a démontrer que :
¥ (p;q) € R% cosp + cosq = 2cos # cos p%q

Cette égalité est une conséquence de Lexemple 1 précédent mais peut étre démontrée directement :

(elP 4 e 1P 4 eld 4 14,

N =

Y (p;q) € R% cosp +cosq =

i(erc() i(p—q) i(1D—q) i(1D+q>
Y (p;q) €R%eP +etd=e 2 e 2 +e 2 =2e 2 ) cos <%>

Par conséquent :

PR(UY (P s
Y (p;q) € R% cosp + cos q :§(Ze 2 cos(p 7 q)+2€ 2 cos(qu))(l)
La fonction cosinus étant paire : cos (1%(1) = cos (—p 2+ q) nous avons :

(1)(:)V(p;q)ERz,cosp—i—cosq:cos(u) e 2 +el_ 2

he}
a
S~
N
NG}
o
o
wn
N
=
N+
a
S~
~——

1) &eVipq) e R?, cosp + cosq = cos <%

Ce qui prouve l'égalité.
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5.2 Exercices
Exercice 44. Démontrer que : V x € R, sin3xcosbdx = %(s'm 8x — sin 2x).
Exercice 45. 1. Factoriser f(x) = sinx + sin 2x + sin 3x + sin 4x.
2. En déduire le signe de f(x) sur ] —m; .
Exercice 46. Montrer que :

tx = i(cosSx—3cos3x—i—2005x).

V x € R, cosxsin 16

Exercice 47. Aix Marseille 1987
Calculer

X
J sin’ t cos tdt) dx.
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Cinquiecme partie
Les fonctions

1 Généralités

-

-

>

e

Définition 1.1. Une relation de R dans R est une fonction si tout réel x est relié a au plus un élément
y de R : y est alors noté f(x), et l'on écrit :

R

£ R —
T ox — f(x)
e f(x) est limage de x par f.

e Etant donné un réel y, s'il existe un réel x tel que y = f(x), x est alors appelé antécédent dey par la

fonction f.

J

1z Remarque : On parle de la fonction f et non de la fonction f(x) : en effet f(x) est un réel et non pas
une fonction.

L’ensemble des réels x ayant une image par f est appelé ensemble de définition de f, souvent noté D ou
Ds.

Si f est définie sur R, f est une application de R dans R.

4

Exemple 1.1. La fonction partie entiere Cette fonction, notée E ou |-, associe & tout réel x le plus
grand entier inférieur ou égal a x :

vn ez, ¥x € m;n+1[, E(x) =n.

Conséquences :
Vx € R, E(x) <x < E(x)+ 1L

et:
Vx eR,VneZ, E(x+n)=E(x)+n.

Courbe représentative :

A
4 O—
3 O—
2 O—
1 O—
il il il # il il il il {>
-3 —2 —1 0 1 2 3 4 5 6
L a8
G— -2
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1.1 Image d'une partie A

( )
-

e

Définition 1.2. Soit A C R. On appelle image de A par la fonction f 'ensemble des réels f(x) lorsque x
décrit A.
On note cet ensemble f(A) :

f(A) ={f(x),x e A} ={y e R/Ix € A, y = f(x).}

Exemple 1.2. :

f.R—>R
X e

2 et A= [71,4[.
x
Alors f(A) = [0;16].

Si A = Ds, f(Ds) est appelé l'image de f et est noté Im f. Il s’agit donc de U'ensemble des réels ayant un
antécédent par f.

Exemple 1.3. :

f.R—>R
X e

x2

Alors : Im f =R™.

1.2 Image réciproque d’une partie B

<>

e

Définition 1.3. Soit B C R. On appelle image réciproque de B par f I'ensemble des antécédents par f
des éléments de B. On le note f~1(B) :

f71(B) = {x e R, /f(x) € B}.

4

Exemple 1.4. Si B ={«}, alors f1(B) ={x € R /f(x) = «} est l'ensemble des antécédents du réel «

par f :
Si f est la fonction carré définie sur R, f1({3}) = {—v/3;V3}.

Exemple 1.5.

f.R—>R
X e

X2
Si B =]1;4], alors f1(B) = [—2; —1[U]1;2].

4

Exemple 1.6. Si f est la fonction partie entiére : Vx € R — Z, f~1(x) = 0.
En effet, cette fonction ne prend que des valeurs dans 7. Si x désigne un réel non entier, il n'est la partie
entiere d’'aucun réel. Par contre : 71(0) = [0;1[.

= Remarque : la notation f~!(B) ne signifie pas que f est bijective , ni que la fonction f~1 existe.
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1.3 Egalité de deux fonctions. Comparaisons.

( )
-

Définition 1.4. Deux fonctions f et g sont égales si et seulement si :
L4 Df = Dg
e Vx € Dy, f(x) = g(x).

J
4 )
B

Définition 1.5. De méme : la relation f < g signifie que :

L Df = Dg

o Vx € Dy, f(x) < g(x). )
1.4 Restriction d’'une fonction
f 1\

e

Définition 1.6. Soit A une partie de 'ensemble de définition D¢ d'une fonction f. On appelle restriction
de f a A lapplication g définie sur A par :

Vx € A, g(x) = f(x).

g est notée f /5.

iz Remarques :
. f:f/A<:>A:Df.
¢ La restriction d’'une fonction a son ensemble de définition est une application.

1.5 Prolongement d’'une fonction

i
Définition 1.7. Si une partie A de R contient I'ensemble de définition dune fonction f, on appelle
prolongement de f a A toute application g définie sur A telle que :

9/p; = f.
Exemple 1.7.
R — R
f x?
X — —
||
f est définie sur R*.
Tout prolongement g de f a R est défini par :
vx € R*, g(x) =—x
g:< VxeR:L, g(x) =x ol aestunréel quelconque.
9(0) =a

1z Remarque : Si a = 0, le prolongement obtenu donne une fonction g continue sur R : la fonction g est
appelée prolongement par continuité de f.
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1.6 Application injective ou injection

-~
O
Définition 1.8. Une fonction f est injective si et seulement si tout réel admet au plus un antécédent
par f, cest-a-dire : si :
V(x;x') € D4, f(x) =f(x') = x =%’

ou bien :

V(x;x') € D% x #x' = f(x) # f(x')

& J
. R —

Exemple 1.8. La fonction f : {
X

En effet :V(x;x') € R%: f(x) = f(x') & x> =x" & (x —x")(x% + xx' +x"?) =
OrV(x;x") € R2—{(0;0)}, x* +xx’ +x"2 # 0, donc : V(x;x") € R%,: f(x) = f(x') &x—x' = 0.

R Lo
33 est injective.

R = RZ n’est pas injective car 5 # —5 et f(5) = f(—5).

Contre-exemple : f: {
X — X

1.7 Application surjective ou surjection

>

e

Définition 1.9. Une fonction f définie sur Ds est surjective de Dy sur un ensemble B si tout réel de B
admet au moins un antécédent par f, c'est-a-dire :

VY €B,3 xe€Dsy="F(x).

4

Exemple 1.9. La fonction f : Ro—

—

R .
9 estune surjection de R surR* car:Vy e RT, Ix e R,y = x2.
X

1z Remarque : Une application f est toujours surjective de D¢ sur Im f.

1.8 Application bijective ou bijection

>

e

Définition 1.10. Une fonction f définie sur Dy est bijective de Ds sur un ensemble B si tout réel de B
posseéde un unique antécédent par f, c’est-a-dire :

Yy € B, 3!x € D¢,y = f(x).

4

Exemple 1.10. La fonction f: Ro—

R L
5 est une bijection de R" sur R" car :
— X

vx € RT, Alx € R,y = x? avec x = /.

¢ Théoreme 1.1. f est une bijection de A sur B si et seulement si f est injective et surjective.
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~

e
A, notée =1, appelée application réciproque de f, par :
f_l . B — A

"y — fly)=xavecy = f(x)
S J
[

L | Définition 1.11. Une application telle que f = ! est appelée application involutive ou involution.

§ Propriété 1.1. Si f est une application bijective de A sur B, on peut définir une application de B dans

\

(=

1.9 Courbe représentative ou graphe d’'une fonction

-~
B
Définition 1.12. La courbe représentative C ou Cs dune fonction f dans un repere cartésien (O;{';)T') est

l'ensemble des points M de coordonnées (x;f(x)) dans ce repere lorsque x décrit l'ensemble de définition
de f.

C= {M(X;f(x))(o;{;f)/x € Dy}

- J

( )
>

L é Proposition 1.1. : VM € C,Ix € Dy, OM — X1+ f(x)j.

J

s w )
Proposition 1.2. : Si f est bijective de A vers B, le graphe de 1 est, dans un repere orthonormé, l'image
de la courbe de f par la réflexion d’axe la droite d'équation y = x, appelée premiere bissectrice.

J
Conséquence : le graphe d'une involution est symétrique par rapport a la premiere bissectrice.
Exemple 1.11. graphe de la fonction inverse.
1.10 Changement d’origine
4 )

-,

Théoreme li Soit R = (O; f, j) un repere donné et soit Q le point de coordonnées (a;b) dans ce repere
(on a donc OQ = ai+ bf).

Soit R' = (Q;f;f) un nouveau repere.
Donnons-nous un point M dont les coordonnées dans R sont (x;y) et dont les coordonnées dans R’
sont (X;Y).

Les formules de changement dorigine sont :

{ x= X+a

y= Y+b
\§ J

Démonstration . m =xi+ yfet Qm =Xi+ Yf. Or OM = CY)) + Qm donc : xi+ yfz ai+ bf+ Xi+ Yf. &

Equation d’une courbe dans les deux reperes o
Soit Cs la courbe représentative d’'une fonction f dans le repere (O;1i;j).
Mxy)eCrey=~fx) &Y+b=Ff(X+a)&Y=FX) ol F est une nouvelle fonction.
Y = F(X) est léquation de la courbe Cs dans le repere (Q;f;f).
F est la fonction dont le graphe est Cy dans le repere (Q;f;f).
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1.11 Domaine d’étude

Soit
>

f une fonction définie sur un ensemble D.

>

e

Définition 1.13.

o f est paire si et seulement si :

i) Vx € D,—x € D (D est symétrique par rapport a 0).

i) Vx € D, f(—x) = f(x).

Cs est invariante par la réflexion d’axe (Oy) dans un repere orthogonal.

On étudie alors f sur D N [0; +ool.

o f est impaire si et seulement si :

i) Vx € D,—x € D (D est symétrique par rapport a 0).

ii) Vx € D, f(—x) = —f(x). C¢ est globalement invariante par la symétrie de centre O quel que soit le
repere.

On étudie alors f sur D N [0; +ool.

e La droite déquation x = a est un axe de symétrie de la courbe Cs dans un repere orthogonal si et
seulement si la fonction F définie ci-dessus est paire. Le point Q est un centre de symétrie de Cy si et
seulement si la fonction F définie ci-dessus est impaire.

Autre méthode : La droite déquation x = a est axe de symétrie de Cy si et seulement si :

Vx € D,2a —x € D et Vx € D, f(2a —x) = f(x).
Le point Q(a;b) est centre de symétrie de Cs si et seulement si :
Vx € D,2a—x € D et Vx € D,f(a—x) + f(a+ x) = 2b.
e f est périodique de période T # 0 si et seulement si :
VxeD,x+TeDetx—TeD, et Vx € D, f(x+T) = f(x).

Cs est alors globalement invariante par les translations de vecteur KTH, pour tout k de Z.
1l existe alors une période T strictement positive : f est dite T-périodique.

On étudie alors f sur DN [0;TL.

On appelle période fondamentale la plus petite période strictement positive.

4

Exemple 1.12. Les fonctions cos et sin ont pour période fondamentale 2.

Exercice 48. Soit w et ¢ deux réels donnés de R* x R. Quelle est la période fondamentale des fonctions

X =

sin(wx + ¢) et x — cos(wx + ¢) ?

1.12 Changement de base

-,

On note (O;f;]) un premier repére, et soient I = ai + bf et I=ci+ df deux vecteurs du plan avec (a,b,c,d)
un élément de R%.

Ces deux vecteurs du plan forment une nouvelle base du plan si et seulement si ils ne sont pas colinéaires,
ce qui est équivalent au fait que leurs coordonnées ne sont pas proportionnelles, ce qui est équivalent aussi

-,

a ad —bc # 0. Un point M a pour coordonnées (x;y) dans le repere (O;f;)) et (X;Y) dans le repere (O;f;q).
On a alors :

:

Théoreme 1.3.
x= aX+cY
y= bX+dY
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4 .

Exemple 1.13. On suppose que le repere (O; f f) est orthonormé direct, et que le repere (O;1;]) est
déduit du precedent par la rotation de centre O est dangle 0[27].

Dans ce cas : 1 = cos 01 + sin 9) et T = —sin6i + cos 9)

Equation d’'une courbe dans deux reperes. L
Soit Cs la courbe représentative de f dans le repere (0;1;j). M(x;y) € Cr &y = f(x) & bX+cY = f(aX+cY).
Suivant Uexpression de f, il peut ne pas étre possible d’exprimer Y en fonction de X.

4

Exemple 1. 14 Soit f : x — x2. Soit C¢ sa courbe représentative dans le repere (O; i )) Posons :1=1 +f
et T=—i+ ]
Ces deux nouveaux vecteurs ne sont pas colinéaires, et :

My eCrey=x>X+Y=X-Y?a Y- 2X+1)Y+X*—-X=0.

La parabole d'équation y = x> dans le premier repére a pour équation Y> — (2X +1)Y +X? — X = 0 dans
le second. Dans ce cas, elle n'est plus la courbe représentative d'une fonction et correspond a la réunion
de courbes de deux fonctions.

1.13 Fonction majorée, minorée, bornée

( )
>

2
Définition 1.14. Soit A une partie de R.

e A est majorée par le réel M si : Vx € A, x < M. M est un majorant de A.

* A est minorée par le réel m si : Vx € A, m < x. m est un minorant de A.

Tout réel supérieur a M est majorant de A ; tout réel inférieur a m est minorant de A.

e M est le maximum de A si M est un majorant de A et appartient a A : on le note max A.
e m est le minimum de A si m est un minorant de A et appartient a A : on le note min A.
Un ensemble majoré n'a pas toujours de maximum.

e On appelle borne supérieure de A le plus petit des majorants de A, on le note sup A.

Vx e A,x <1 Vx e A,x <1

Vs e R, [(Vx € A,x <8) = 1 < 5] (:){ Ve>0,Ix e A,r—e<x<T
e On appelle borne inférieure de A le plus grand des minorants de A, on le note inf A.
VxeEAX>T VxeAXx>T

erfA(:){ Vs eR,[(Vx € A,x > 8) =T > 5] (:){ Ve>0,Ix e A,r<x<T+¢
\§ J

r_supA(:){

Exercice 49. Soit A = {x € R*/x? < 2}. Montrer que A est majorée par v/2, que v/2 est la borne supérieure
de A mais que A n’a pas de maximum.

iz Remarque : Si max A existe, alors max A = sup A.
( 1\

Théoreme 1.4. ¢ Toute partie non vide et majorée de R possede une borne supérieure.
e Toute partie non vide et minorée de R possede une borne inférieure.

( )
>

e

Définition 1.15. Soit f une fonction définie sur un ensemble D. Soit A une partie de D.

o f est majorée sur A si {f(x),x € A} est majoré, cest-a-dire si AM € R,Vx € A, f(x) < M.

o f est minorée sur A si {f(x),x € A} est minoré, c’est-a-dire si :3m € R,Vx € A, f(x) > m.

o f est bornée sur A si {f(x),x € A} est borné, cest-a-dire si :AM € R,dm € R,Vx € A, m < f(x) < M.
Dans ce cas : Jk € R,Vx € R, [f(x)]| < k.

e f admet un maximum relatif (ou local ) en xo de D s'il existe un voisinage V de xo, tel que : Vx €
V, f(x) < f(xo)-

o f admet un minimum relatif (ou local ) en xo de D s’il existe un voisinage V de xq, tel que : Vx &€

L1V flxo) < F(%). )
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1.14 Opérations sur les fonctions

( )
>

e
Définition 1.16. Soient f et g deux fonctions définies sur le méme ensemble D.

Somme La fonction f + g est définie sur D par : Vx € D, (f + g)(x) = f(x) + g(x).

Produit La fonction f x g est définie sur D par : Vx € D, (f x g)(x) = f(x) x g(x).

Produit par un scalaire Soit A un réel. La fonction Af est définie sur D par : Vx € D, (Af)(x) = A x f(x).
Inverse On appelle zéro d'une fonction f tout réel x de D tel que f(x) = 0.

Soit A l'ensemble des zéros de f. (A = f~1(0)).

1 1 1
La fonction 7 est définie sur D — A par :Vx € D — A, (;) (x) = —-

Quotient La fonction % est définie sur D — A par :Vx € D — A, (%) (x) = =——-
Composée ou produit de composition

Soit f une fonction définie sur Dy telle que g soit définie sur f(D¢) (donc : f(D¢) C Dg).

On définit la fonction g o f par : Vx € Dy, (g o f)(x) = glf(x)].

Le produit de composition n'est pas une opération commutative car en général : gof # fo g.
Par contre, ce produit est associatif :

L Si ho(gof)existe, alors :ho(gof)=(hog)of=hogof. )

1= Remarque : Si f est bijective de A sur B, flof =1da et fof ! =1Idg.
f est une involution de A si et seulement si : fof =1Ida.

1.15 Exercices
Exercice 50. Montrer qu'un application strictement monotone sur un intervalle I est injective de I dans R.

. b [
Exercice 51. Montrer que la fonction f: x — %, ol a, b,c et d sont des réels tels que : ® ¢ #0

ead—bc#0
est bijective d'un ensemble A sur un ensemble B a déterminer. Expliciter alors (f /A)*l.

Exercice 52. Soit f: x — x%>+4x—3. Montrer que /1 _ooi—2) €0 /(2.0 SONL des bijections sur des ensembles
a définir. Préciser dans chaque cas l'application réciproque de ces restrictions.

Exercice 53. Soit f:x — m Déterminer son ensemble de définition et son image.
1

sin7tx

Méme question avec f:x —

Exercice 54. Préciser si les fonctions suivantes sont injectives, surjectives, bijectives de A sur B & détermi-
ner.
fix—=vVx+3; g:x = Vx4 2x; hix— [x—1+[x+2/+3x—1

Exercice 55. Montrer que la fonction sinus est T-périodique si et seulement si cosT =1et sinT =0.

Exercice 56. Montrer que la fonction f: x +— x — E(x) est 1-périodique et que l'ensemble de ses périodes est
Z.

Exercice 537. On appelle fonction caractéristique d'une partie A de R l'application xa définie par :

vx € A,xalx) = 1
Vx ¢ A,xalx)= 0

Montrer que l'ensemble des périodes de la fonction caractéristique de Q est Q.

2 -
Exercice 58. Soit C la courbe déquation x* — —y —y% + v3x +y + 1 = 0 dans un repere (O;i;j). On

V3

considére le repére (O;1;]) déduit du premier repére par la rotation de centre O et d’angle (27

1. Exprimer [ et Ten fonction de i et f puis les coordonnées (x;y) d'un point M dans le premier repere
en fonction des coordonnées (X;Y) du point M dans le second repere.
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2. Justifier que l’équation de C dans le second repere est :

1 1 2
X2 <cos 20 — —ssin 29) +Y? <— cos20 + —ssin 29) +XY <—— cos 20 — 2sin 29) +X(v3cos0+sin0)+
NG NG NG ( )

Y(—v/3sin0 +cosB) +1=0.

3. En déduire que cette équation peut se mettre sous la forme aXY + bX + cY + d = 0 si et seulement si
tan 20 = /3.

En déduire dans ce cas une valeur de 0 et I’équation de C dans le repere (O, f, T).

4. Reconnaitre C et montrer quelle a un centre de symétriec dont on donnera les coordonnées dans le
premier repere.

X . .
Exercice 59. Soit f et g deux applications de N dans N définies par f: x — 2x et g: = 2 st est pair
x — 0 si x est impair

1. f est-elle injective ? est-elle surjective de N sur N?
2. g est-elle injective ? est-elle surjective de N sur N?
3. Déterminer go f.

En déduire que g o f = Idy n'implique pas que f est bijective , ni que f~! = g.
4. Montrer que si f est une application de A dans B, g une application de B dans A telles que gof = Ida

et fo g =Idg, alors f est bijective de A sur B et f ! =g.

Exercice 60. Soit f:x — [x — 3| + [x + 3| — x%. Montrer que f est paire, majorée et non minorée.

16 38 47
Exercice 61. Montrer que la courbe d’équation d’équation y = 9x° + 15x* 4 12x% + Exz +gx+ 5 admet

un centre de symétrie.

Exercice 62. Etudier les fonctions suivantes et tracer leur courbe représentative :

fix (—DE®(x —E(x)), g:x = E(x?) et f:x— E (%) .

2 Limite d’'une fonction. Continuité

2.1 Limite finie en un point xo de R
2.1.1 Définitions

Soit f une fonction définie au moins sur un ensemble D de la forme ]xg — h;xo + h[ ou Jxg — h;xo[ ou
Ixo — h; xo[Ulx0; %0 + hl ou [xg;x0 + h[ ou ]xg — h;xg[ ou ]xg; %o + h[ ol h est un réel strictement positif.

N
i
| Définition 2.1. Un tel ensemble D est appelé voisinage de x.
J

Un intervalle I est par conséquent un voisinage du réel xo s’i est de la forme : ]xp — h;xo + h[ ou Ixg — h; xol
ou [xg;xo + hl ou Jxg — h;xgl ou ]xg;xp + h[ olt h est un réel strictement positif.

( )
>

e

Définition 2.2. On dit que f a pour limite le réel £ en x si |f(x) — £| peut étre rendu aussi petit que l'on
veut lorsque x se rapproche de xg, c’est-a-dire lorsque |x — xo| est suffisamment petit. Autrement dit :

Ve >0,dx>0,Vx €D, [x —xo| < ax = [f(x) —{| <.

On note alors lim f(x) ={ ou limf(x) ={ ou f(x) — ¢
X—Xq X0 X—X0

2.1.2 Propriétés

¢ Théoreme 2.1. Les fonctions x — x™ avec n € N* et x — /x ont pour limite 0 en 0.
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Proposition 2.1. 1. Si f a une limite en xg, cette limite est unique.
2. Silimf(x) =€ alors lim |f(x)| = |{] .
X0 X0

x? —1
=1
Donc li}n |f| = 2 mais f n’a pas de limite en 1.

La réciproque est fausse ! Soit f : x — - f est définie sur D = R—{1} et Vx € D, |f(x)| = |x +1].

3. Si f a une limite finie en xo, T est bornée au voisinage de xy.

4. Si f a une limite finie { non nulle en xo, f garde un signe constant au voisinage de xy qui est le

L signe de {. )

iz Remarque fondamentale :
Il n'est pas nécessaire que f soit définie en xo pour avoir une limite finie en x.

ﬁ 2

Exemple 2.1. f:x — X : f n'est pas définie en 0 mais lt(l;nf =0.
X

Par contre, si f est définie en xq et si f possede une limite finie £ en xo, alors nécessairement : { = f(xg).
On dit alors que f est continue en xo.
s N

Théoreme 2.2. Théoremes de comparaison

1. Théoreme des gendarmes S'il existe deux fonctions g et h de méme limite finie { en xo, et si :
Vx € D, g(x) < f(x) < h(x),
alors f a une limite finie en xg et : limf = {.
X0

2. Si f et g sont deux fonctions telles que :

Vx € D, f(x) < g(x) et limf=1¢ et limg=1{,
X0 X0

<.
L alors £ < ¢ )

i Remarquer qu’il y a affaiblissement des inégalités : l'inégalité concernant les fonction est stricte;
alors que celle concernant les limites est faible.

2.1.3 Exemples de fonctions continues

1. La fonction f: x — /x est continue en tout point de R*.
(@) Sixo=0, l’L(r)nﬁ =0=1(0) : f est continue en 0.

() Soit xg > 0. f est définie sur un intervalle I de la forme Jxg—h;xo+h[, h étant un réel strictement

positif.
3
Par exemple, f est définie sur } XZ—O; % { en ayant posé h = %
Ix —xo| x — X0
Vx € 1, [f(x) — f(xo)| = .
’ [VX+ Vx| [Vl

. x—x

Or : lim | ol
X0 |\/7_(0|

2. La fonction f:x — sinx est continue en tout point de R.

(@) Soit xg = 0.

=0, donc lim /x = /X0 = f(xo).
X0

T
2

Donc l'L(r)n sinx =0 = f(0) : f est continue en 0.

Vxe}—g; [, 0 < [sinx| < |x]|.
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(b) Soit xg # 0. f est définie sur un intervalle I de la forme ]xo —h;xo+ h[, h étant un réel strictement

positif.
X+Xo . X—X . X —X
Vx € I, |f(x) — f(xo)| = 2|cos % sin 0 < 2]sin ol
2 2 2
. . X—Xo . . . . . .
Or, lim |sin 7 =0 car la fonction sinus est continue en 0. Donc : limsinx = sinxg = f(xg).
X0 X0
3. Une fonction polynome f : x — a,x™ + An X" 14+ 4+ aix + ag, avec an # 0 est continue en tout
point de R.

Soit xg € R. f est définie sur un intervalle I de la forme ]xg — h;xo + h[, h étant un réel strictement
positif fixé.
Vx € R, |f(x) —f(x0)| = |(x —x0)g(x)|, olt g est une fonction polyndme de degré n — 1. Posons par
exemple :

g:x— anx™ 1 4+b x" 2 4+ ... 4 box + by.

Il existe deux réels m et M tels que :
eVxelxI<m
e et, via l'inégalité triangulaire :

vx € L1g(x)| < lanlx™ | + [baalx™ 2 + - + [ballx| + [b1] < M.
Donc : Vx € I,0 < [f(x) — f(x0)] < M|x — x¢| et par conséquent : lim f(x) = f(x).
X0

= Remarques : m = |xg + h|. Le réel M est fonction de m et des coefficients de g.

2.1.4 Prolongement par continuité

( )
-

e

Définition 2.3. Sif n'est pas définie en x¢ et si f possede une limite finie £ en x¢, on peut alors prolonger
f en xo en définissant la fonction g par :

Vx € Ds, g(x) = f(x) et g(xo) =L

g est continue en xg car :limg =limf ={ = g(xg).
X0 X0

g est le prolongement par continuité de f en xo.

.4

) sinx . . L
Exemple 2.2. La fonction f: x — — définie sur R* se prolonge par continuité en 0. En effet :

T .
Vx € {O; 5} , sinx < x < tanx , donc :

T X L T T P 1
Vxe}O;—{,lg - < etparpame:Vxe}——;—[,1< - <
2 sinx.  cosx 22 sinx ~ coSX
Par conséquent:lign— =1.
X

L . sinx
Le prolongement par continuité en 0 de la fonction f : x —

est la fonction g définie par :

Yx € R*, g(x) = SL:X et g(0) =1

2.2 Limite a droite en un point x, de R. Limite a gauche en x,

2.2.1 Définitions

-
0
Définition 2.4. On dit que f a pour limite a droite en xo le nombre réel { si la restriction de f a
DNxg; +ool a pour limite £ en xg.
On note alors lim f(x) =fou limf(x) =Lou f(x) — Lou lim f(x)=41
X% X X% X — X0
X > Xo

0
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1z Remarque importante Si f est définie en xg, on n’a pas nécessairement { = f(xg).

&

Définition 2.5. e Si f est définie en x¢ et si l'ur,f = f(xg), on dit que f est continue a droite de x.

ESO

e Si f est définie en xq et si limf =+ f(xp), on dit que f n’est pas continue a droite de x.

&y

@
Définition 2.6. On dit que f a pour limite a gauche en xo le nombre réel { si la restriction de f a
DN — oo; xol a pour limite £ en xy.

On note alors lim f(x) =foulimf(x) =Lou f(x) — Lou lim f(x)==~
XX X X=X, X — Xo

X < Xo

Exemple 2.3. f:x — [x] : lim f(x) = 0 # f(1). La fonction partie entiere n'est donc pas continue a

x—1—

gauche de 1.

-

e

Définition 2.7. o Sif est définie en x¢ et si limf = f(xo), on dit que f est continue a gauche de x.

Xo

* Si f est définie en xo et si limf # f(xo), on dit que f n'est pas continue a gauche de x.

X0

2.2.2 Prolongement par continuité a gauche ou a droite

4

Exemple 2.4. Soit f:x —

x2—1

T - La fonction f est définie sur R —{1}.
. f fx)=—x—1six<1

Ecrivons f(x) sans employer les valeurs absolues : { flx) = x+1six>1

limf=-2etlimf=2.

1- 1+

1l est donc possible de définir :

e le prolongement par continuité a gauche g; de f :

' 91&; - ;:I ;isi );<1 1 ue Ton peut aussi écrire g, : { 910X} = x—1six<l1
"am-- ! g I gl =x+1six>1

e le prolongement par continuité a droite gz de f :
ga2(x) =—x+1six<1

g2:<¢ g20x)=x+1six>1 quel'on peut aussi écrire gs : { 9
g2(1) =2 92

=—x—1six<l1
=x+1six>1

(e}
KaPlad

Théoreme 2.3. Si f n’est pas définie en xg :

X0 X, X,

limf=4{0{& limf:limfzf.
0

(U
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Théoreme 2.4. Sif est définie en x :
® si l‘LrILf #lmf, fnapas de limite en xo.

0 0
® si l‘LrILf =limf =1{+#f(xo), fnapasdelimiteen xo.

0 B0

e si l‘LrILf =limf,=f(xo), f aune limite en xo qui est égale a f(xo) et donc est continue en x.

ESO B0

o

Définition 2.8. On dit qu'une fonction f est continue sur un intervalle 1 si elle est continue en tout point
de L.

- J

3 Extension de la notion de limite

3.1 Limite finie d’'une fonction en +0o ou —oo

3.1.1 Définitions

Soit f une fonction définie au moins sur un intervalle de la forme ]a;+oo[ avec a > 0 (resp. sur ] — co;b[
avec b < 0).
s N

<>

e

Définition 3.1. f a pour limite le réel { en +oo (resp. vers —oo) si le réel |f(x) — (| peut étre rendu aussi
petit que l'on veut lorsque x tend vers +oo (resp. vers —oo), c'est-a-dire Si :

Ve >0, A > 0, Vx €]a;+ool, [x > A = |f(x) —{| < ¢€].

resp :
Ve >0, JA > 0, Vx €] — oo;b[, [x < —A = |f(x) — ] < €].

On note alors :
e Pour les limites en +oo : lim f(x) =L oulimf(x)={ou f(x) — L.

X——+00 +oo X—+00
e Pour les limites en —oo : lim f(x) =L oulimf(x) =£ou f(x) — L.
X——00 —0o0 X——00
S J

iz Remarque Nous avons les définitions équivalentes :
f a pour limite le réel £ en oo (resp. vers —oo) si :

Ve > 0, JA > 0, Vx €]la;+ool, [x > A = [f(x) — {] < €l

resp :
Ve > 0, dJA > 0, Vx €] — oo;b[, [x < —A = |f(x) — ] < ¢].

( )

Théoreme 3.1.

¢ Les fonction x — —-avecne N* ont pour limite 0 en +oco et en —oo.
X

. 1 .
¢ La fonction x — —= a pour limite 0 en +oco.

/X

- J

Démonstration . Claire <>
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3.1.2 Propriétés

( )

Théoreme 3.2. Théoreme de comparaison S'il existe un réel A strictement positif, un réel { et une
fonction ¢ de limite nulle en +oco (resp. en —oo) tels que :

Vx €la;+oof, [x > A = [f(x) — ¢ < d(x)]

resp :
Vx €] — 00; b, [x < —A = |f(x) —{| < d(x)]

alors f a pour limite { en 400 (resp. en —o0).

\§ J
. sinx . , , L . .
Exemple 3.1. Soit f: x — ——- La fonction sinus n’a pas de limite ni en +oo ni en —oo mais :
X
. 1
vx € R, [f(x)] < w
Ceci permet de conclure que f posséde une limite en +oo ainsi qu'une limite en —oo avec :
limf=0et imf=0.
—0o0 +o0o
fw )
Théoreme 3.3.
1. Une fonction croissante et majorée sur la;+oo[ avec a > 0 possede une limite finie en +oo
2. Une fonction décroissante et minoré sur ]a;+ool avec a > 0 possede une limite finie en +oo
3. Une fonction croissante et minorée sur ] — oo; b[ avec b < 0 posseéde une limite finie en —oo
4. Une fonction décroissante et majorée sur ] — oo;b[ avec b < 0 possede une limite finie en —oo
\§ J

3.2 Fonction de limite +oco en x(, a droite en x,, a gauche en x,

Soit f une fonction définie au moins sur un ensemble D de la forme ]xg — h;xo + h[ ou Jxg — h;xg[ ou
Ixo — h;xo[Ulx0; %0 + Rl ou [xg;x0 + hl ou Jxo — h;xol ou Ixp;xo + h[ olt h est un réel strictement positif, sauf
en xo.

( )
>

e

Définition 3.2. 1. On dit que f a pour limite +o0o en xo si f(x) peut étre rendu aussi grand que l'on
veut lorsque |x — xo| est suffisamment petit, c’est-a-dire si :

VA > 0, Ja > 0,Vx € D, [|[x — xo| < o« = f(x) > A]

On note alors lim f = +oco ou lim f(x) = 400 ou f(x) — +oo.
X0 X—X0 X—Xo

2. On dit que f admet +oo pour limite a droite en xo (resp. a gauche de xg) si la restriction de f a
Ixg; +ool (resp.a ] — oo;xgl) a pour limite +oo en xg.
On note alors pour la limite a droite en xg :
lim f(x) = +oco0 ou limf(x) = +c0 ou f(x) — +ooou lim f(x) = +oo.
x—=x P x—x X — Xo

X > Xo

3.3 Fonction de limite —co en x(, a droite en x,, a gauche en x,

Soit f une fonction définie au moins sur un ensemble D de la forme ]xg — h;xo + h[ ou Jxg — h;xo[ ou
Ixo — h; xo[Ulx0; %0 + h[ ou [xp;x0 + h[ ou ]xg — h;xo[ ou ]xg;xo + h[ ol h est un réel strictement positif, sauf
en xg.
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Définition 3.3. 1. On dit que f a pour limite —co en x¢ si f(x) peut étre rendu aussi petit que l'on
veut lorsque |x — xo| est suffisamment petit, c’est-a-dire si :

VA >0, o > 0,Vx € D, [|[x —xo| < &« = f(x) < —Al]

On note alors limf = —co ou lim f(x) = —oo ou f(x) — —oo.
X0 X—X0 X—rXo

2. On dit que f admet —oo pour limite a droite en xo (resp. a gauche de xg) si la restriction de f a
Ixp; +ool (resp.a ] — oo;xol) a pour limite co en xq.
On note alors pour la limite a droite en xg :

lim f(x) =—oco0 oulimf(x) =—coc ou f(x) — —ooou lim f(x)=—o0.
x—x gt X x—=x X — Xo
X > Xg
et pour la limite a gauche : lim f(x) = —oco ou limf(x) = —co ou f(x) — —oocou lim f(x) = —oo0.
X=X, Xy X=Xy X — Xo
X < Xo
S J
s N

Théoreme 3.4. f admet —oo pour limite a droite en xg si et seulement si —f admet +oo pour limite a
droite en xg.

Y,
3.4 Fonction de limite +0o en +oo (resp. en —oo)
Soit f une fonction définie au moins sur un intervalle de la forme ]a;+oo[ avec a > 0 (resp. sur ] — co;b[
avec b < 0).
( N\
S

e

Définition 3.4. On dit que f a pour limite +00 en +oo (resp. en | — ool) si f(x) peut étre rendu aussi
grand que l'on veut lorsque x est suffisamment grand (resp. petit), c'es-a-dire si :

VA > 0,3B > 0,Vx > a,[x > B = f(x) > A]

resp :

L VA > 0,3B > 0,Vx < b, [x < —B = f(x) > A] )

Les notations suivent ici aussi le méme modéle que précédemment : lim f(x) = +oo...

X—400

< Théoreme 3.5. Les fonctions x — x™, n € N* et x + /X ont pour limite +o0o en +oo.

3.5 Fonction de limite —oco en 400 (resp. en —oo)

Soit f une fonction définie au moins sur un intervalle de la forme ]a;+oo[ avec a > 0 (resp. sur ] — oo; b

avec b < 0).

( 1\
-

e

Définition 3.5. On dit que f a pour limite —oco en +oo (resp. en —oo) si f(x) peut étre rendu aussi petit
que l'on veut lorsque x est suffisamment grand (resp. petit), c’es-a-dire si :

VA > 0,3B > 0,Vx > a,[x > B = f(x) < —A]

resp :
VA > 0,3B > 0,Vx < b, [x < —B = f(x) < —Al]

AN

(.
(@

Théoreme 3.6. f admet —oo pour limite en +oco si et seulement si —f admet +oco pour limite en +oo.
p p
\
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3.6 Propriétés des limites infinies

L
Théoreme 3.7. Théoremes de comparaison
1. S'il existe une fonction g telle que :
* il existe un voisinage de x¢ (ou de —oo ou de +oo) sur lequel on ait : f >gouf>g
e limg = +oo (resp. limg = +o0 )
X0 —00
Alors f a pour limite +00 en x¢ (ou en —oo ou en +00).
2. S'il existe une fonction g telle que :
e il existe un voisinage de xo (ou de —oo ou de +o0o) sur lequel on ait : f < gou f< g
e limg = —oo (resp. limg = —oo
X0 —0o0
L Alors f a pour limite —oo en x¢ (ou en —oo ou en +00). )
s N

+00.

Théoreme 3.8.

2. Une fonction croissante et non majorée sur la;b[ admet +oo a gauche en b

1. Une fonction croissante et non majorée sur ]a;+ool,a > 0 a pour limite +oo en

3. Une fonction décroissante et non minorée sur la;+ool, a > 0 a pour limite —oo en +oo

4. Une fonction décroissante et non minorée sur]a;b[ admet —oco pour limite & gauche en b

J
4 Opérations sur les limites
Les tableaux suivants sont valables pour les limites en xg, a droite et a gauche en xg, en +0o et en —oo.
Somme
lim f { { ¢ 400 | —00 | 400
lim g ¢’ +o00 | —00 | o0 | —00 | —00
lim (f+g) | £+ | 400 | —00 | 400 | —0c0 | ?
Produit
lim f £ 1€>0|€>0|€<0|€<0|€=0]|€=0] +00 | —00 | +00
lim g ¢ | 400 | —c0 | 00 | —00 | 400 | —00 | 400 | —00 | —00
lim (fg) | &' | +oo —00 —00 +00 ? ? +o0o | +o0 | —o0
Inverse
limf | ££0|Oetf>0|0etf<O
.1 1
lim f 7 400 —00
Quotient
lim f { (#£0 £#£0 +oo | O €00 €00
ec{-11} ee{-11 |
limg | ¢/#0 Oetg>0 Oetg<O +oo | 0 | Oetg>0 Oetg<O
au voisinage au voisinage au voisinage au voisinage
de xo de xg de xg de xg
[4
lim — v 400 si £ >0 —o0si >0 FI | FlI £00 —€00
—oosi <0 +oosi <0 |
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Sixieme partie
Dérivation

Dans tout ce qui suit, f désigne une fonction définie sur un intervalle I voisinage d'un réel xg, contenant
X0.

1 Dérivée en un point. Fonction dérivable

1.1 Définitions

1.1.1 Développement limité d’ordre 1

( )
>

e

Définition 1.1. Une fonction f admet un développement limité dordre 1 au point xq s’il existe un réel
A et une fonction ¢ définie sur 1 tels que :

Vx € I, f(x) = f(xo) + A(x —x0) + (x — x0)e(x), avec lim ¢(x) = 0.

X—X0

Ce qui peut s’écrire aussi en posant x =xg + h :
f(xo +h) = f(xo) + Ah + he(h) avec }ll'm}) e(h) = 0.
—

g
-~

N\

>

e

| Définition 1.2. L’application affine x — f(xo) + A(x — xo) est appelée fonction tangente a f en xo.
\§

4

Exemple 1.1. ¢ f:x — x% admet un développement limité & l'ordre 1 en 2 , car :

Vx € R, f(x) = £(2) + 4(x — 2) + (x — 2)(x — 2).

Doncici: A =4 et ¢:x+— x— 2. La fonction tangente correspondante est x — 4x — 4.

e Toute fonction affine f : x — ax + b possede un développement limité dordre 1 en tout point xo de R :
Vx € R, f(x) = f(xo) + a(x — xo).

Doncici:A=aete:x— 0.

 La fonction x — +/x ne posséde pas de développement limité & l'ordre 1 en 0.

En effet, nous aurions : 3A. € R, Vx €]0;+ool, v/x = Ax + xe(x), soit :

Jx

V>0, elx) = X= A

Et donc dans ce cas : lim ¢(x) = lim — — A = 400, ce qui contredit donc la définition de e.
x—0+ x—0+ /X

iz Remarque : Exemple d’'un développement d’ordre 2

Yy € R* ~1—cosx 1
Soit ¢ la fonction définie par xERY, e(x) = N )
e(0)=0
. \ - . 1—cosx 1 .
Cette fonction possede une limite nulle en O car an}) —2 —3 Elle est donc continue en 0 et :
xX—
1 2 2 .
Vx € R, cosx =1— —x*+x%¢(x) avec lim e(x) = 0.
2 x—0

Cette égalité est le développement limité d’ordre 2 de la fonction cosinus en 0, car l'exposant de (x — xo)
dans le dernier terme est égal a 2.
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1.1.2 Fonction différentiable- Nombre dérivé

@

Définition 1.3. Une fonction f est différentiable-ou dérivable- en xq si et seulement si la fonction
-, f(x) — f(x0)

possede une limite finie en xo.
X —Xo

g

®
Théoreme 1.1. La fonction f est différentiable en xo si et seulement si elle y admet un développement
limité d'ordre 1.

J
S

J
Démonstration . Si f est dérivable en xg, alors :
vx € I, f(x) = f(xo) + Alx —x0) + (x — x0)e(x), avec lim ¢(x) = 0.
X—X0
f(x)—f f(x)—f
soit:M = A + ¢(x) et donc : lim M =A.
X —Xo X—X0 X —Xo
1.2 Fonction dérivée
( N\

O
Définition 1.4. On dit quune fonction f est dérivable sur un intervalle ouvert 1 si et seulement si elle
est dérivable en tout point de 1.

On appelle alors fonction dérivée de f et on note ', l'application de 1 vers R, qui a tout réel x de 1 associe
le nombre dérivé au point x :

f': ISR

x = /(%)
\ - J
Notation différentielle : On note aussi : ' = F

X

g
Définition 1.5. On dit qu'une fonction f est dérivable sur un intervalle [a;b] si et seulement si elle est
dérivable sur ]a;bl, dérivable a droite au point a et dérivable a gauche au point b.

Exemple 1.2. « Toute fonction polynomiale est dérivable sur R.

* Les fonctions cosinus et sinus sont dérivables sur R.

* La fonction valeur absolue est dérivable sur R*_ et sur R* .

e La fonction racine carrée est dérivable sur ]0;+ool.

e Une fonction rationnelle est dérivable sur tout intervalle sur lequel elle est définie.

¢ Théoreme 1.2. Toute fonction dérivable continue sur un intervalle 1 y est continue.

i Remarque : La réciproque est fausse! La fonction valeur absolue est continue sur R mais n’y est pas
dérivable!

2 Dérivée d’'une fonction réciproque

Nous admettrons le théoréme suivant :
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s w N
Théoreme 2.1. Soit f une fonction dérivable et strictement monotone sur un intervalle ]a ;b[.
Sa fonction réciproque ! est dérivable en tout point yo = f(xo) de f <]a;b[> tel que f'(xo) # 0 et :

1

—1y7
) = )
- J
= Remarque Si f'(xo) = 0, alors f~! n'est pas dérivable en yo mais la courbe représentative de f~! possede
une demi-tangente paralléle & l'axe des ordonnées au point de coordonnées (yo;f(yo).
Afin d’étudier l'ensemble de dérivabilité de f~! il convient donc dans lordre :
¢ De résoudre ’équation f’(x) = 0.
¢ De déterminer I'mage par f des solutions ainsi trouvées.
f~1 est alors dérivable sur lintervalle f <]a;b[> dont on aura exclu les images trouvées ci-dessus.

3 Accroissements finis

3.1 Théoreme de Rolle

(8 )
Théoreéme 3.1. Soit f une fonction définie sur intervalle [a b] avec a < b, telle que :
e continue sur [a;b];
e dérivable sur Ja b[;
* fla)= f).

Alors, il existe un réel c de Jab[ tel que f( c) =0.

A

\

1z Remarque : Ce théoreme assure lexistence mais pas l'unicité d'un tel réel comme le montre la figure
ci-dessus.

3.2 Inégalité des accroissements finis

Théoreme 3.2. Soit f une fonction dérivable sur un intervalle 1. S'il existe deux réels m et M tels que
m < f/ < M sur 1, alors pour tous réels a et bde I avec a < b :

m(b—a) < f(b) — f(a) < M(b — a).
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Démonstration . Soit g la fonction définie sur I par g(x) = Mx —f(x). Alors g est dérivable sur 1 et pour tout
x del:g'(x) =M —Tf'(x). La fonction g’ est donc positive sur 1.
La fonction g est donc croissante sur 1 :

Y(a,b) € I?,a < b = g(a) < g(b).

Ce qui implique :
V(a,b) € I2,a < b = Ma — f(a) < Mb — f(b),

et donc finalement :
V(a,b) € I?,a < b = f(a) — f(b) < M(b — a).

L’autre inégalité se démontre de méme en utilisant la fonction h définie sur I par h(x) = mx — f(x).

Corollaire Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I. S’il existe un réel M tel que |f'| < M sur I,
alors :
V(a,b) € I%,|f(a) — f(b)] < M |b — a].

Remarquons que l'inégalité est vraie, que a < b ou a > b.

Exemple 3.1.
V(a,b) € R% |sina —sinb| < [b—a.

3.3 Exercices

Exercice 63. Soit f une fonction définie sur R.
On sait seulement que f(0) =0 et que :

1

Vx € R,f/(x) = XZ—H.

1. Dresser le tableau de variation de f. En déduire le signe de f.

2. Montrer que :
vx € R,0 < f'(x) < L.

3. Soit x un réel positif. En utilisant l'inégalité des accroissements finis sur [0;x], montrer que 0 < f(x) < x.

Exercice 64. Appliquer l'inégalité des accroissements finis a la fonction x — +/x sur lintervalle [10000;10001]
et en déduire un majorant de lerreur commise en remplagant v/10001 par 100.

Exercice 65. Montrer en utilisant l'inégalité des accroissements finis :

1
vn € N, +1<\/n+1—\/ﬁg

1
2v/n 2ym
Exercice 66. f est une fonction définie et dérivable sur un intervalle [b;+ool tel que :

Ja > 0,¥x > b, f'(x)

WV

a.

1. Montrer que pour tout x de [b;4ool : f(x) = a(x —b) + f(b).
2. En déduire la limite de f en +o0.
1
Exercice 67. Soit u la suite définie sur N par up =2 et Vn € Ny up41 = ea.
1. Soit f l'application de R’ dans R par f(x) = ex.
(a) Déterminer f’ et .

() Etudier le sens de variation de f.

2. Montrer que l’équation f(x) = x admet une solution unique L strictement positive. Justifier que L €] 5; 21.

3. (a) Tracer, dans un repére orthonormé, la courbe représentative C de f.

(b) Représenter graphiquement les premiers termes de la suite u.
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4. (a) Montrer que : Vn € N,u, € [3;2].
2
5

. 3.9] 4 1,1
(b) Montrer que : Vx € [35;2], ges < f/(x) < —zer.

(¢) En déduire qu’il existe k dans ]0;1[, tel que : Vx € [%;2], [T/(x)] < k.
(d) Montrer que, pour tout entier naturel n, on a : Jupy1 — L] < kjun, — LJ.
(e) Montrer que la suite u converge vers L.

(f) Montrer, en utilisant les variations de f, que les réels |un1—L| et |uy, —L| sont de signes
contraires. En déduire que pour tout n entier naturel, L. est compris entre u, et wni1.
En justifiant la méthode utilisée, donner une valeur approchée de L a 102 prés.

3.4 Une application de l'inégalité des accroissements finis : demi-tangentes a une
courbe
4 )

Théoreme 3.3. Soit f une fonction définie et continue sur un intervalle [a ;b] (a<b) et dérivable sur ]a ;b[.
Si ' admet une limite finie a droite £ en a, alors f est dérivable a droite en a et :

fala) =10

& . J

Démonstration . f’ admet une limite { a droite de a, donc :
Ve > 0,3 > 0,Vx €la;bl, [x — a| < a = |f'(x) — (| < e.

Posons alors b’ = inf(a;b — a). f’ est alors bornée sur Ja;b’[ par { — ¢ et L + «.
Il est donc possible d’appliquer l'inégalité des accroissements finis a la fonction f sur tout intervalle [a,x] olt x
appartient & Ja;b’[. Ce qui donne :

f(x) —f(a)

Vx €la;b'[[{—e < <l+e.

Au final nous avons donc :

Ve > 0,3b" > 0,¥x €]la;bl,[x —a| < b = ‘Mﬂ‘ <e

X—a

c'est-a-dire :
. f(x) —f(a)
lim —

x—at X—a

=L

cest ce qu'il fallait démontrer. <
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Exemple 3.2. f est la fonction définie sur R™ par x — |x* —4].
Nous avons :
e Vx € [0;2], f(x) =4 —x% et : Vx € [0;2], f'(x) = —2x. Donc : lim f'(x) = —4.

xX—2—
o Vx € [2;+o0l, f(x) =x% —4 et : Vx € [2;+00], f/(x) = 2x. Donc : l'Lr;L+ f'(x) = 4.
x—
La courbe représentative de f admet donc au point A(2;0) une demi-tangente a gauche de coefficient
directeur —4 et une demi-tangente a droite de coefficient directeur 4 .
A est un point anguleux.

5 Remarque importante La réciproque fausse, cest-a-dire que f peut étre dérivable en a sans que f’ ne
possede une limite en a.

4

1
- 2 i .
Exemple 3.3. Soit la fonction définie sur R par { flx] = x"sin X six#0
f(0) = 0
f est continue sur R. Pour s’assurer de sa continuité en 0, qui seule pose probleme, nous pouvons v
remarquer que : Vx € R*, |f(x)| < x%, ce qui implique que f a une limite égale 4 0 en 0.
Drautre par , f est dérivable sur R* et :

1 1
vx € R*, f'(x) = 2xsin — — sin —-
X X

. 1 R - N N
La fonction x — 2xsin — possede une limite nulle en 0, alors que x — sin — n'en possede pas. Par
X X

conséquent, f' n’a pas de limite en 0.

Par contre :
f(x) —£(0)

x—0

f(x) —f(0)

x—0 =0.

‘ < x| = lim
x—0
Par conséquent f est dérivable en 0 en f'(0) = 0.

Nous admettrons le théoreme suivant, analogue au théoreme précédent :
s “

Théoreme 3.4. Soit f une fonction définie et continue sur un intervalle [a ;b] (a<b) et dérivable sur ]a ;b[.
Si ' admet une limite infinie a droite en a, alors f est dérivable a droite en a et :

- J
Interprétation graphique
La courbe représentative de f possede au point A(a;f(a)) une demi-tangente parallele a U'axe des ordonnées.
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En particulier, f n’est pas dérivable au point a.

A
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Septieme partie
Fonctions uV

1 Présentation

L'objet de cette section est de définir sous forme de questions les fonctions de la forme u” ol u et v désignent
deux fonctions définies sur un intervalle I de R. Nous connaissons déja les fonctions puissances de la forme
x — x™, n désignant un nombre entier relatif non nul.

En partant de la propriété :

Ina

Va>0,a=e

et en la généralisant, nous obtenons la définition suivante :

4 )
O
Définition 1.1. Soient u et v deux fonctions définies sur un intervalle I de R,
u étant strictement positive sur I.
La fonction v’ est définie par :
. Vx € 1, (u¥) (x) = u(x)") = ev(x)inulx), ]

2 Fonctions puissances

>

e

Définition 2.1. Soit o un réel donné. La fonction f est la fonction définie sur R par :

Vx € RYL, fo(x) =x% = extnx,

1. Etude de fq.
Suivant les valeurs de «, étudier :
e la continuité de f (est-elle prolongeable par continuité en 07?);
* sa dérivabilité (on déterminera Uexpression de f/ (x));
¢ les variations de fy;
e sa limite en +oo (on étudiera en particulier les branche infinies). Construire la courbe representative
de fy.

2. Montrer que pour tout « différent de 0, f, admet une fonction réciproque a déterminer.

3 Fonctions exponentielles de base a

-

e

Définition 3.1. a étant un réel strictement positif, on appelle fonction exponentielle de base a, la
fonction fq définie sur R par :

1. Faire l’étude complete de f, sur R (cf. question 2.2).

2. Regles de calculs

Pour tous a et b réels strictement positifs et pour tous x et y réels, démontrer les égalités suivantes :

x x x
axt¥ = a*a¥ avy =L a = L (a¥)¥ = a™¥ o = (E>
avy ax bx b
) . - . a* . . . - . .
3. Déterminer la limite en +oo du quotient —, a étant un réel strictement positif et o étant un réel
X

quelconque.
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4 Autres fonctions

Etudier les fonctions suivantes
1. f:x — x*. Justifier la notation 0° = 1.

2. f:x— (Inx)*.

9 Exercices

Exercice 68. Déterminer les limites suivantes :

1 lim(In(x +1))* : e
x—0 , 3. l% (cosx)
. x+3\*" o (Inx)"™ . -
2. lim 4. lim ———, n et p étant des rationnels positifs.
X— 400 X — 1 X——+00 epx
1
In(1 x
Exercice 69. Soit f la fonction définie par : f(x) = <1 — %) .
1. Quel est U'ensemble de définition de f?
2. Etudier la limite de f en 1.
3. Montrer que Inf(x) = (In(1+ h(x)), avec :
In(14x
g = )
In X

4. Etudier la limite de h en 0. En déduire la limite en O de lnf(x) puis celle de f.

Exercice 70. 1. Démontrer que, quels que soient les réels positifs a et b, et quel que soit l'entier naturel
non nul p :
P p—k _ k-1
(a=b)=(a? =b¥)(}_ a7 b7)
k=1

2. Soit f la fonction définie par :

Etudier la limite de la fonction f en +oo.

3. Soit, pour n entier naturel supérieur a 2, la fonction f,, définie par :

_ (\/cosx—l)(\3/cosx—1)...({‘/m—l).

fr (%) 2n—2

Donner la limite de cette fonction en 0.

Exercice 71. Soit f la fonction définie par :
f(x) = |x|ﬁ .

Indiquer les intervalles sur lesquels f est continue.

Quelle est la limite de f en 07

Quelle est la limite de f en 1? Soit F le prolongement par continuité de f sur R*.
Quelles sont les limites de f en 400 et en —oo ?

Quelle est la dérivée de F?

Etudier les variations de f.

NS R W

Construire la courbe de F dans un repéere orthonormé.
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Exercice 72. Gabon 1976
Soit f la fonction définie sur R par :

f(x) = (—x)"* si x < —1 f(x) =ax+b si x > —1.

Comment peut-on choisir les réels a et b pour la fonction f soit :
1. continue en —1?

2. dérivable en —17?

Pour les valeurs trouvées en 2. on étudiera la fonction f et l'on tracera sa courbe représentative dans
un plan orthonormé.
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Huitieme partie

Etude de fonctions

1 Plan d’étude d’'une fonction

Voici le plan d’étude d’une fonction f donnée par lU'expression explicite de l'image f(x).
1. Détermination de l'ensemble de définition.

Si 'ensemble de définition n’est pas indiqué dans l'énoncé, il est nécessaire d’énoncer clairement toutes
les contraintes d’existence du réel f(x).

En Terminale, trois problemes peuvent se présenter :
e lnu(x) existe & u(x) >0

e /u(x) existe & u(x) > 0.

1
ey existe & u(x) # 0.
Rédaction
f est définie pour tout x tel que : ......

4

1 3
Exemple 1.1. Si f(x) =In(x+ =) + x

27 x2—-14
f est définie pour tout x tel que :

+v4cos?x —1.

1
x+=- > 0
) 2 (1)
x*—4 # 0
dcos’x—1 > 0
Or:
1
x > 5 x > 5
meld  x £ 2 ey A2 o dn
-1 1
cosx < — ou cosx > 5 x € kLéJZ[*§+2k7T,§+2k7T]U[?+2kT[,?+2k7‘[]
Conclusilon 0 A 0 4
T T L s T T L
Df = |:§, §:| U |:§7T, ?:| kg* (|:§ + 2k7'[, § —+ 2k7'[:| U lig + 2k7'[, ? + 2k7'[:|) .

Ne pas hésiter a construire une droite graduée, surtout lorsque l'ensemble a déterminer est un peu
difficile a visualiser, comme ici :

ud 7
3 3

—1

N —

2. Domaine d’étude.
e Si f est T-périodique, il suffit d’étudier la fonction sur un intervalle de longueur T.
* Si f est paire ou impaire, il suffit d’étudier la fonction sur D¢ NR™.
Le but est bien entendu de trouver l'ensemble d’étude le plus petit possible.

4

Exemple 1.2. f:x — 4sin®x — 3sin(2x).
f est définie sur R. Elle est impaire et 2m-périodique. 1l est donc possible de U'étudier sur [0;7].

3. Dérivabilité- Calcul de la dérivée-Etude du signe de la dérivée sur le domaine d'étude. Calcul des
minima et maxima éventuels.
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4. Etude des limites de f aux bornes du domaine d’étude. Recherche des asymptotes éventuelles. Etude
des branches infinies de la courbe le cas échéant (cf. infra).

5. Construction d'un tableau de variations sur le domaine d’étude.

2 Etude des branches infinies d’'une courbe

limf = +oc0

T

0 L
¢ ¢ ¢ —— n’a pas de
umﬁzo lmﬁz—l—oo umﬁ:a x
+oo X +oo X +oo X limite quandx
a#0 tend vers + oo
l \ 4
direction direction direction
asymptotique asymptotique asymptotique
< vy y=ax
f(x) —ax
n’a pas de limite
k“gg f(x) —ax=>b lim f(x) —ax=+oo | quand xtend vers
+o00
v \ 4 \ 4
branche branche asymptote branche
. . on ne peut
asymptotique asymptotique oblique parabolique pas conclure
xx’ vy’ y=ax+b y =ax
x = Inx X — e 3x%42x—5 X — x+Inx X — X + CcosXx
x =
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3 Exercices corrigés
Exercice 73. Faire l'étude complete des fonctions suivantes :

x2+4

x+2+vVx*+4
e g(x) = sup(—x> +x? + 5%, 2x® + x)

h(x) = /14 cos2x
1+ cosx
e p(x) = tan% + sinx.

e f(x) =

4 Exercices

Faire l'étude complete des fonctions suivantes :

Exercice 74. f(x) =x*+3x—2; gx)=Ix*=2*+2. h(x)=x+|x—1[;

) _2x—3 o x+1—2x CxE 4 Ax+3 X —2x
Exercice 735. f(X) = 3x 1 3 g(X) = W h(X) = m, q)(X) = ~—1
3 — 2 1
Exercice 76. f(x) = m; g(x) = %; h(x) = X3 4~ d(x) =x+vx—1
2 _
Exercice 77. f(x) = <x+ %) \/g; \/ Sl ixj—ll), d(x) X Xf’; +2
2
1
Exercice 78. f(x) =+/|2—x|; g(x)=x*—6x+5  h(x) = [x |:—| j_!:_
/ -1
Exercice 79. f(x) = (1—x)vx+1; g(x) = zz T h(x) = (—1D)E™®) (x — E(x)); d(x) = E(2x) — x;
) 1 1 2x3
Exercice 80. f(x) = ———  g(x) =2x—1+vx—4; h(x) =x+3+ =v6x2 +24x; P(x) = ———-
x — E(x) 2 (2x —1)3
Exercice 81. f(x) = /(x +1)2 + % g(x) = ¥/ (x —1)%(x + 2);
(x) = x4+ /x(2—x%); d(x) = sinx + V3 cosx.
Exercice 82. f(x) =cos’x. g(x) =2cos3x +1; h(x) =3sin2x +2cos3x — 3; P(x) = ﬂ~
1+ cos2x
cos 3x cos® x [1—2sinx cos 2x
E i . = = RS — .
xercice 83. f(x) (cosx —1)2’ 9(x) (cosx —1)2’ hix) = 1+ 2sinx’ sinx
1 .
Exercice 84. f(x) =sin®x —2cosx; g(x) =x—sinx; h(x) = —; = m-
sinx sin 2x
4 _
Exercice 85. f(x) = M; h(x) = cos?x + sinx cosx; ¢(x) = &-
2cosx 1—2sinx

Exercice 86. f(x) = tanx + cosx.
Exercice 87. Résoudre :

1. In(150 — 25x — x%) = 31In(5 — x). 8. ln(x2—1) > In(x—2)+In(x —3).

2. 2In(3x —5) + In(10x — 4) = In(5x — 2). 9 X2 +y? = 4a®

5 Xy+x+y = 2 " | Inx+lny = 2In3a—3In2

' { Inx+1)+Iny—-1 = 1 10. v/Tnx > 2.kk (Inx)* —34(lnx)% — 225 = 0.

4. In(150 — 25x — x?) = 31In(5 — x). 11. 2(Inx)® —3(Inx)®2—3lnx+2=0.

3. Vinx > 2. 12. (Inx)? — (Inx?) =3 =0.

6. In|2x+1| > 1 13 { Sx+4y = 7

7 ([nx)([ny) = —-10 ’ lnx+lny = ln3—-1Ind

’ Inx+1lny = 3 14. xV¥ = (Vx)*x.
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Exercice 88. Trouver les ensembles de définition des fonctions suivantes :

1Lox— 4/ mxil- 2. x = In(In(lnx))).
lnx +1

Exercice 89. Calculer les dérivées des fonctions suivantes aprés avoir donné leurs ensembles de définition :

: h(x)zln’tan(g+g)‘~

f(x) = xlnx; g(x) = ln’tang

Quelles primitives peut-on ainsi trouver ?

Exercice 90. Démontrer : )

vx > 0, x—%<ln(l+x)<x.

Exercice 91. Montrer que pour tout n entier strictement positif :

1 1
—— <In(n+1)—Inn< —.
n+1 n

Aide : On pourra utiliser l'inégalité des accroissements finis.

En déduire que :
: o = 1 o
1. La suite u de terme général u,, = Z X a pour limite +oo.
k=1

2. La suite v de terme général v, = u,, — lnn est minorée et décroissante. En déduire qu'elle converge
vers un réel noté .
Ecrire un algorithme ( avec Algobox ) et le tester pour conjecturer une valeur approchée de y a 0,01
prés.
Cette limite est-elle rationnelle ? (Bon courage.......)

. In2 L
Exercice 92. Démontrer que —— est irrationnel.

Ind
Exercice 93. ]%éterm'mer les limites suivantes :
xlnx Inx —1
. _ 0). i .
er(Y)L+ In(1+ ax) (a#0) 2. lm X—e
1
Exercice 94. Etudier la fonction f définie par : f(x) = ——-
In|x+1]

Exercice 95. Partie A

1. f est une application dérivable de RY dans R; a est un réel strictement positif donné.
Soit gq lapplication de RY dans R définie par :

x — flax) — f(x).

Montrer que g est dérivable sur R et déterminer sa dérivée.

2. On se propose de déterminer l’ensemble § des applications f de R* dans R, dérivables sur R* vérifiant
I’équation fonctionnelle suivante :

V(x,y) € RY x RY, f(xy) =f(x) + fly). (1)

(@) Vérifier que, pour tout réel k, la fonction k.ln appartient a 3.
(b) Si f est un élément de § montrer que f(1)=0.

(c) Sifestun élément de § que peut-on dire de toute fonction g, introduite au 1) ? En déduire que :
Va € RY, af’(a) —f'(1) = 0.
(d) Conclure alors que f est une fonction de la forme :
x — klnx.

(k désignant une constante réelle) puis donner §.
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Partie B Soit A l'ensemble des couples de réels (a, ) oll a est strictement positifs et o« un réel. On définit
une opération % de la facon suivante :

(Cl, (X)*(b) B) = (Clb, aﬁ + bCX)

1. Montrer que A muni de cette opération est un groupe abélien.

\

2. f est une application de R*% dans R . On définit sur R*% a valeurs dans A, lapplication ¢ par :
$(a) = (a,f(a)).
A quelle condition $ sur f cette application ¢ définit-elle un morphisme de groupe de (R%, x) dans

(A, %).

3. (a) f étant de dérivable sur R* et vérifiant §, soit h lapplication de R* dans R définie par :

vx > 0, h(x) = —

Montrer que h est un élément de §.

(b) Montrer que l'ensemble des applications de R’ dans R,dérivable sur R et vérifiant § est l'en-
semble des applications :
x — kxlInx (k € R).

Exercice 96. Soient u et v les suites définies par :

1 n
Uy = (1+ —) et vn = lnuy.
n

1. Démontrer que la suite u converge et déterminer sa limite.
2. En déduire que u converge. Quelle est sa limite ?

Exercice 97. Soit a et b deux réels tels que 0<a<b.
Soit f la fonction définie par :

1. Trouver Uensemble de définition de f.
2. Calculer f'(x).
3. On pose :
g(x) = a(bx + 1) In(bx + 1) —b(ax + 1) In(ax + 1).

Calculer g'(x) et en déduire le sens de variations de f.
4. Démontrer que : In (% + 1) In (g + 1) < (In2)2.
Exercice 98. Démontrer que pour tout entier n supérieur a 8 :
vVt s (n)ve

Exercice 99. Déterminer la limite et le plus grand terme de la suite u définie par : uy, = ¥/mn.

Exercice 100. [83] Soit fq : x — In(x? 4+ a) olt a est un réel donné.

1. Déterminer, suivant les valeurs de a l'ensemble de définition de f, ainsi que les limites de cette fonction
aux bornes de son ensemble de définition.

2. Etudier suivant les valeurs de a les variations de f, sans utiliser la dérivée de cette derniere. Dresser
les différents tableaux de variation de f, suivant les valeurs de a.

3. Montrer que pour tout x positif, fo(x) =Inx% +ln (1 + X%) .

. . f
En déduire lim —=.
Xx—+o00 X

Exercice 101. [Bac C-Lyon 1973]
Résoudre le systeme :

2log,y + 2log, x =)
Xy = e
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Exercice 102. [85 suite] 1
Soit u la suite définie sur N par up =2 et vn e Ny u, 4y =ewn.
1. Soit f l'application de R dans R par f(x) = ex.
(a) Déterminer f’ et .
(b) Etudier le sens de variation de f.
2. Montrer que l’équation f(x) = x admet une solution unique L strictement positive. Justifier que L €] %; 2[.
3. (a) Tracer, dans un repere orthonormé, la courbe représentative C de f.
(b) Représenter graphiquement les premiers termes de la suite u.
4. (a) Montrer que : Vn € N,u, € [3;2].
(b) Montrer que : Vx € [%;2],—%e§ < f'(x) < —i
(¢) En déduire qu’il existe k dans ]0;1[, tel que : Vx € [%;2], [T/ (x)] < k.

[

ez,

(d) Montrer que, pour tout entier naturel n , on a : jupy1 — L] < kjun, — LJ.
(e) Montrer que la suite u converge vers L.

(f) Montrer, en utilisant les variations de f, que les réels u,, .1 —L et u, —L sont de signes contraires.
En déduire que pour tout n entier naturel, L. est compris entre u, et Un1.
En justifiant la méthode utilisée, donner une valeur approchée de L a4 102 prés.

1

Exercice 103 (85 INTEGRALE Somme riemann SUITE). 1. Calculer J xe “dx.
0

n
. k _ -
2. n étant un entier naturel non nul, on pose : S(n) = Z—ze *. Montrer que S(n) a une limite lorsque
n
k=1
l'on fait tendre n vers +oo. Préciser cette limite.

Exercice 104. [dijon sept 1979]

1. (a) Etudier les variations de la fonction f de R* dans R par :

1
fixm— f(x) =—-e*

X
Construire sa courbe dans un repere orthonormé.

(b) Déduire de ’étude précédente, suivant les valeurs du parameétre réel a, le nombre de racines réelles
de 'équation :
1—axe ™ =0.
2. On se propose d’étudier la famille de fonctions g, de la variable réelle x, définies sur ]0; +oo[ dans R

par :

gm X — gm(x) =xTe .

ol m désigne un parametre réel strictement positif.
Le plan est muni d’'un repere orthonormé (on prendra 5 cm en abscisse et 10 cm en ordonnée).
(@) Etudier la limite de g, en O.

(b) Soit la famille de fonctions f,,, de [0;+oo[ dans R définies par :
fm(x) = gm(x) si x>0 et f,(0) = 0.
On désigne par C,, la courbe représentatitve de f,,. Montrer que les fonction f,, sont continues
en 0.

(c) Calculer la limite de f;,, en 4+oco. En déduire que les courbes C;, possédent une asymptote com-
mune.

(d) Etudier les variations de f,.

(e) En considérant la définition de la dérivée a droite, étudier la tangente a C;, en 0 (on sera amené
a distinguer les cas suivants : 0<m<1, m=1 et m>1).

(f) Etudier les cas particulier m=1; m=0,5 et m=2. Tracer les courbes correspondantes. Montrer que
toutes les courbes C,, passent par un point fixe autre que l'origine.

Exercice 105. [ Bac C et E, Amiens 1982]
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1.

2.

Soit ¢ lapplication de R* dans R définie par :
1\ 1
Vx € Rx, d(x) = 1+; ex + 1.

Déduire de l'étude des variations de ¢ dans R*, celle du signe de ¢(x) dans R*.

Soit f l'application de R dans R définie par :

{ Vx € R*, f(x)= X
f(0) = 0

(a) Etudier la continuité et la dérivabilité de f en 0.
(b) Déterminer le tableau de variations complet de f dans R.
(c) Soit C la courbe représentative de f dans un repére orthonormé.
Etudier la limite de f(x) — g quand x tend vers +oco et quand x tend vers —oo.

Montrer que C admet une asymptote et construire C.
Montrer que C se trouve tout entiere au-dessus de son asymptote.

Exercice 106. [Bac C, Caen, 1982, partiel]
Soit A un réel non nul, on considere la fonction fj, définie de R dans R par :

falx) =x+A(x+ e *.

On désigne par C, la courbe représentative de la fonction f) dans un plan affine euclidien rapporté a un
repere orthonormé (O, 1,j).

1.
2.

Déterminer fiet f3 les dérivées premiere et seconde de fj.

Discuter, suivant le réel A, le nombre de solutions de l’équation d’'inconnue x :
fi(x) = 0.

Préciser la position de ces solutions par rapport a 0 et 1 (on distinguera les 4 cas : A<0, 0<A<e, A=e,
A>0).

. Déduire de ce qui précéde, le sens de variations de f) suivant les valeurs du réel A.

4. Etudier les limites de f) en +oo et en —oo.

Préciser les branches infinies de la C,.

. Montrer qu’il existe un unique point commun A a toutes les courbes Cy.

. Soit I, le point de C, dont l'abscisse est 1. Ecrire une équation de la tangente Dya C au point I.

Montrer que les droites D, ont un point commun B.

. On se propose de construire avec précision les courbes C_j, Ce, Cy.

Les courbes seront tracées sur une méme figure sur papier millimétré en prenant 2 cm comme unité.
(@) On prend A = —1. Montrer que l'équation d’inconnue x, f;(x) = 0 n’a qu'une seule solution notée
x1 comprise entre - 0,57 et - 0,56.
Construire la courbe C_;.
(b) Construire la courbe Ce.

(c) Montrer que L'équation d’inconnue X, fi(x) = 0 a deux solutions : x;, comprise entre 0,35 et 0,36
et xo comprise entre 2,15 et 2,16.

Tracer Cy.
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Neuvieme partie
Intégration

Sauf mention contraire, (a,b) désigne un couple de réels tels que a < b. Le plan est muni d’'un repere
orthogonal (O, 1,]).

1 Intégration des fonctions en escalier sur un segment [a; b]

1.1 Fonctions en escalier sur un segment [a;b]

g
Définition 1.1. Soit [a;b] un intervalle de R. On appelle subdivision de [a;b] toute famille finie de réels
0 = (ai)ogign telle que :

a=qyp<a<---<an=>b.

Les réels (ai)ogign sont appelés les points de la subdivision o.
Le segment [a;b] est ainsi découpé en n intervalles [a; ail, [as; aqgl,- -, [an—1;bl.

4

Exemple 1.1. » 0 = (a,b) est une subdivision de [a, b].

*0 = (a,b) est une subdivision de [a;b].

a b
* [a;b] = [0;1]
4
i i i P(U/):E = 1 o’
10 10 10 10
. >
1 1
| 1 o
—
1 2 4 7 1
o L+ 2 3 4 5 6 7 8 9 10_,

= i E i i i E l E g 1) : oest une subdivision a pas constant é aléli
“\P101010°10'10°10°10°10°10° ) “ p S T)

3459
! -
o= <O’ 10’10’10’10’1>

o’ est une subdivision dont le pasp(c’) est défini par p(c’) = O<m§1x l(aiH —ai).
<ign—
4
Ici : p(o’) = —
ci:plo’) 10

o et o/ sont deux subdivisions du méme segment. Tous les points de ¢’ sont des points de o :
la subdivision o est dite plus fine que o’.
e Toute subdivision de [a;b] & pas constant est de la forme o = (ai)ogign avec :

Vie [O;n], aj =a+1
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Définition 1.2. Une fonction f : [a;b] — R est dite en escalier si et seulement s’il existe une subdivision
0 = (ai)o<ign telle que pour tout i de [0;n —1] , f restreinte a lai; ai11l est constante :

Vie [0;n—1],3ci € R, Vx €]lai; ail, f(x) = ci.

(. J
( 1\
i
| Définition 1.3. Une telle division o est dite adaptée a f.
- J

W

Exemple 1.2. Dans cet exemple, il est possible de prendre ¢ = (—2,1,4,6). Dans ce cas : n = 3,
00:*101:3, Co =2.

A
—1 si —2<x<1 *7
3 si 1<x<4
2 si 4<x<6 3+
2,5 si x=4 S O S H
_ i — 2 :
1 si x=6 5 | ; :
‘ ‘ ‘ # ; # j -
-3 -2 -1 0 2 3 4 5 6 7
1 :
91

Bien entendu, toute subdivision de [—2,6] plus fine que o est aussi adaptée a f (par exemple : o/ =
(*2> 1a 2» 3» 4» 6))
Par contre, la subdivision 0 = (—2,0,4,6) n’est pas adaptée car f n’est pas constante sur l'intervalle 10 ;4.

1.1.1 Propriétés

rw N
Propriété 1.1. Soit £ l'ensemble des fonctions en escalier sur un segment [a;b] donné. Alors :
*liq.b) : x — 1 appartient a &.

f+g € €&
. 2
vif,g) €& ,{ fg € £
e VAR, VfeEAfel.
e Vfe & |f| €.

- J

Démonstration . :

o [l suffit de prendre la subdivision ¢ = (a,b).

e Soient 0 = (ai)ogicn € 0’ = (ai)ogicm deux subdivisions adaptées respectivement a f et g. Nous allons
construire une subdivision o’ = (Bi)o<i<p adaptée a f+ g et a fg.

Par définition, il est nécessaire de poser : o = ap = xp = a.

Ensuite il est possible d'ordonner par ordre strictement croissant les valeurs des points des deux subdivisions
o et o’. Cette nouvelle suite de points est finie et permet de définir une nouvelle subdivision o" adaptée a f et
g, et plus fine que o et o’.
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Exemple 1.3.
1Bo; Bil = 10;1[ o
}61;62[ = ]1,2[ I | I |
1Bo; B3l = 12;3[ 1 | | |
BBl = 1340 4 L L g

Sio=(0,1,2,4)eto’ =(0,2,3,4), alorsc” = (0,1,2,3,4).

f et g étant constantes sur les intervalles 1B1; Bi+1[, ot 1 appartient a [0;p — 1], il en est de méme pour les
fonctions f + g et fg qui sont donc des éléments de £.
eToute subdivision 0 = (ai)ogicn adaptée pour f l'est aussi pour Af :

Vie [0;n—1],3ci € R, Vx €lai; aji1l, AMf(x) = Acy.

e Toute subdivision o = (ai)ogign adaptée pour f l'est aussi pour |f| :
Vie [O;Tl — 1]], dk; € R+, Vx E]Cli; Cli+1[, |f(X)| =ki. &

Propriété 1.2. Si f est un élément de € et si [x; ] est inclus dans [a;b], alors f est une fonction en
escalier sur [o; B].

Démonstration . Soit 0 = (ai)ogign une subdivision adaptée a f sur [a;b].
1l faut construire une subdivision o’ adaptée a f sur [x; B]. Il existe une famille finie, éventuellement vide ?
(ai)p<i<q de points de o, telle que :

a<ap <---<aq <P.

La subdivision o’ = («, ap,-- -, ) convient. &

1 Remarque Une fonction en escalier sur [a;b] y posséde un nombre fini de points de discontinuité, lesquels
appartiennent a l’ensemble des points communs a toute subdivision adaptée a f.
De plus, f n’en possede aucun si et seulement si elle est constante sur [a;b].

1.2 Intégrale d’'une fonction en escalier sur un segment [a; b]

1.2.1 Définitions et exemples

( )
>

Définition 1.4. Soit f une fonction en escalier sur [a;b] et soit une subdivision o = (ai)o<ign adaptée
a f telle que :

Vi e [0;n — 1], Vx €lai; ail, f(x) = ci.
n—1 b
e Leréel 1(f) = Z(ai+1 — aq)c; est appelé intégrale de f sur [a; b] et est noté : I(f) = J f(x)dx,
i=0 a
qui se lit : " somme de a a b de f(x)dx" ou " intégrale de a a b de f(x)dx".
* a est la borne inférieure de lintégrale et b est la borne supérieure de lintégrale.

a. Ce qui se produit lorsque o« et B sont compris entre deux points consécutifs de o : o/ =[x; f] convient.
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= Remarques
e x est une variable muette : elle peut étre remplacée par tout autre lettre. Ainsi :

Jb f(x)dx = Jb f(t)dt = Jb fludu=---

a a a

¢ I(f) ne dépend pas des valeurs prises par f en ses points éventuels de discontinuité.

Exemples a connaitre :

« Si f est une fonction nulle sur [a;b] sauf en un nombre fini de points (ai)ogicn de [a;b] en lesquels elle
des valeurs quelconques, alors :

b
J f(x)dx = 0.
a

b
e Si f est constante égale a k sur [a;b], alors J f(x)dx = k(b — a).

a

-1 si —-2<x<1
3 si 1<x<4 Jb

o f(x) = 2 si 4<x<6 f(x)dx =—1x(1—-(-2))+3x (4—1)+2x (6 —4) =10.
2,5 si x=4 a
—1 si x=6

Démonstration . : laissée en exercice.

Interprétation graphique
» Cas d’une fonction positive sur [a;b].

Dans ce cas : Vi € [O;n—1],¢; > 0.
b

De la définition de lintégrale, il vient alors : J f(x)dx > 0.
a
( 1\

b

Propriété 1.3. Lintégrale J f(x)dx est égale a l'aire du domaine (D) compris entre la courbe représen-

a
tative de f, l'axe x'Ox, et les droites d'équations x = a et x = b.
Cette aire est exprimée en unité daire (souvent notée u.a) correspondant a l'aire du rectangle formé par

L les points O,1,] et K de cordonnées (1;1). )

Démonstration . : © est la réunion de n rectangles daires (ait1 — ai)ci. &

» Cas d'une fonction négative sur [a;b]. Dans ce cas : Vi € [O;n —1],¢; < 0.
b

Ceci entraine que lintégrale J f(x)dx est un réel négatif. Cette intégrale correspond a laire algébrique
a
limitée par la courbe représentative de f, l'axe x’Ox, et les droites d’équations x = a et x = b.

» Cas d'une fonction de signe quelconque sur [a;b].
b

L’intégrale J f(x)dx est égale a la somme des aires algébriques (positives ou négatives) des rectangles

(Ri) (1<i<n)-

( 1\
g
Définition 1.5. Soitr f une fonction en escalier sur [a,b]. Par définition :
a
i) J f(x)dx = 0.
a
a b
ii) J f(x)dx = —J f(x)dx.
_ D a J

1.2.2 Propriétés de l'intégrale d’'une fonction en escalier

Rappel : £ désigne l'ensemble des fonctions en escalier sur un segment [a;b] donné.
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E — R

Propriété 1.4. Lapplication : E est linéaire, c’est-a-dire :
B a f — J f(x)dx
a

b b b

f(x)dx —l—J g(x).

a

* Y(f,g) € £2, J

a

f(x) + g(x)dx = J
b b
o Vf e E,VA ER, J Af(x)dx = 7\J f(x)dx.

- J

Démonstration . :
e Il existe une subdivision o = (o )o<ign adaptée simultanément a f, g et a f + g telle que :

Vi€ [0;n—10,3 (i, 8:) € R%, ¥x €lay; il f(x) = yiet g(x) = 8.
o est adaptée a f + g donc :

b b n—1
|| 000+ geiax = | (5+ @)x)ax = Y (oo = an) s+ 84

a i=0

b n—1 n—1
|| -+ gxtax = 3 (o =yt 3 (e - o)t
i=0

a i=0

I Iy
b
f(x)dx, et o est adaptée a g, donc Iy = J g(x)dx.

a

b
Mais o est adaptée a f, donc I; = J

a
e Soit 0 = (ai)ogicn adaptée a f. Elle l'est aussi pour Af :

Vie [0;n—1], 3¢ € R, Vx €]lai; aiyql, Af(x) = Aci.
b n—1 n—1 b
Mixdx = 3 (ai — ade =AY (e~ ades =A | fxdx 0
a i=0 i=0 a

( )

Propriété 1.5. Propriété : Relation de Chasles

Ainsi : J

Soit f un élément de E. Pour tout réel ¢ de [a;b] :

b c b
J f(x)dx = J f(x)dx + J f(x)dx.
\_ a a C )
Démonstration . :
Si c est égal a a ou b, I'égalité est triviale.
Si ¢ €]a;bl

Lemme : Il est possible de construire une subdivision o = (ai)ogign adaptée a f sur [a;b] contenant c,
c’est-a-dire telle que :
3k € [0;n], c = ax.

Démonstration . : laissée en exercice. {

Les points (ai)icick (resp.(ai)k<i<n), forment une subdivision adaptée a f sur [a;c] (resp. sur [c;b]). La suite

de la démonstration est laissée en exercice. >

e w N
Propriété 1.6. Croissance de l'intégrale

Soient f et g deux élément de €. Soient a et b deux réels tels que a < b.
b

e SiVx € [a;b], f(x) > 0, alorsj f(x)dx > 0.

a

e SiVx € [a;b], f(x) < g(x), alorsJ




= Remarque importante : La condition a < b est essentielle pour appliquer ces propriétés.

Démonstration . :

e Ce point a été vu lors de linterprétation graphique de lintégrale.

¢ La fonction ¢ = g — f appartient a £ et est positive sur [a;b].Par linéarité de l'intégrale :
b b b

J ¢(x)dx > 0= J g(x)dx > J f(x)dx. &
a

a a

fw 1\
Propriété 1.7. intégrale et valeur absolue
Pour toute fonction f de £ (avec a < b),

& J

Démonstration . Par propriété de la valeur absolue :

—|f] < f < |f]
La croissance de lintégrale, avec a < b permet ainsi d’écrire :

Jb [f(x)] dx < Jb f(x)dx < J [f(x)[ dx.

a

b b

f(x)dx gj [f(x)] dx.$

Ce qui revient a® : J
a

a

b
Corollaire : Si |f| est majorée par M sur [a;b], alors : J [f(x)] dx < (b —a)M.

a

a. Vous aurez remarqué qu’il est fait aussi usage de la linéarité de lintégrale pour faire apparaitre le signe - devant l'intégrale dans
le premier membre de lintégrale.
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2 Intégrale d’'une fonction continue

Ici commence le programme officiel du cours de TS.

2.1 Intégrale d’'une fonction continue et monotone sur [a;b]

L’intégrale d’une fonction en escalier positive sur [a;b] étant égale a "laire sous la courbe"; l'idée pour
définir lintégrale d’'une fonction continue sur [a;b] est de U'encadrer par une suite de fonctions en escalier
sur [a;b]. Dans ce qui suit, nous supposerons que f est croissante sur [a;b].

2.1.1 Fonctions en escalier minorant f

Soit 0 = (ai)o<i<n une subdivision quelconque du segment [a;b]. Soit g, la fonction en escalier sur [a;b]
définie par :
Vk e [n],vt € [ak—1, axl, go(t) = flax—1) et go(b) = flan—1).

cas d’une subdivision

2000
n 2000
2000

7777777777V 777777777
e
A s
e g
A g
2077777777 777777777

Z

a

a

7

a

Z

a

Z

a

Z

a

Z

a

2

7

a

Z

a

Z

a

Z

a

Z

a

a
PIIIIIII I 777777770 77777777747 i
A T 777
- A R oy 727
A T 777
A A oy 777
A T 777
A e 777
A R 777
A e v 777
A R oy o7
A T 777
A R oy o7
A T 77
A A oy 727
A T 777
A R Y Yy 277
+ A R o i 777
A A o a4 777
A R A A 2077
A A ) oo 4 22777
A R Y A A s
A I o 27777
A R Y s A s
A I o i 20777
A R Y Yy A 22277
O (720777 A T 77777
A A X oy 22277
A R o i 20077
A A o a4 22777
A R A A s
+ A A O 27777
AR AR R Y i A s
A A I o 20077
A A R Y A A s
A A O I A
A A R Y A A
A A A I A
A A R Y Y A
A A R R A A
A A A Y ey g
A A R A A s
A A O I A
A A R Y A A
A A I I A

\

< Propriété 2.1. g, minore f, c’est-a-dire : Vt € [a;b], g (t) < f(t).

Démonstration . La fonction f est croissante sur [a;b], donc a fortiori sur les intervalles [ay—1, axl.
Par conséquent :
vt € [a;bl, Tk € [n], t € [ax_1, aklet : go(ax—1) < flax—1) < f(t).

De plus, gs(b) < f(b). Ceci prouve que f est minorée par gs. ¢

Propriété 2.2. Pour une subdivision donnée o de [a;b], la fonction g, définie précédemment est la
meilleure fonction minorante de f en ce sens :
Si ¢ est une fonction en escalier sur [a;b] pour laquelle o est adaptée. Si de plus, & minore f alors :

¢ < go.
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Démonstration . : laissée en exercice.

Corollaire Avec les notations précédentes :

b b
d(x)dx < | go(x)dx.

a a

Démonstration .
Vx € [a;bl, d(x) < go(x) (1)

L’encadrement cherché est obtenu en utilisant la croissance de lintégrale a (1), qui peut étre appliquée car
a<b.

Propriété 2.3. Quelle que soit la subdivision o adaptée a f :

b
go(x)dx < (b — a)f(b).

a

Démonstration . f étant croissante sur [a;b] : Vx € [q;b], go(x) < f(x) < f(b).
Linégalité voulue est obtenue en utilisant la croissance de lintégrale. <

L s , b . .
Lorsque o parcourt toutes les subdivisions adaptées a f, U'ensemble {[, go(x)dx} forme une partie non vide
et majorée de R : elle posséde donc une borne supérieure, notée 1_.

2.1.2 Fonctions en escalier majorant f

Soit 0 = (ai)o<i<n une subdivision quelconque du segment [a;b]. Il est possible de définir de maniere

analogue la fonction hy en escalier sur [a;b] dont un exemple est représenté ci-dessous :
A

77777777477727777777

T cas d’une subdivision

77
777
77
700007
20007
700007
20007
700007
20007
7 70007
77 20007
77 700007 7
Wy s 20020577
W A ez e
n= 6 Y A R ey
= Y A ez e
s 0000000 00000000000000000007
Y A ez
A A
I Iz
1 R« A o
) A ] 20020577
A G e e
Y A A A
A A U e
Y L o oy
) A A Ay
W A o ey
Wy A A
WY s ey 70000077
Y G Y A
A A o ey
A Y ey
AR A A ey oy
Y A A A A ey
T \vrrrrss/Qr8r777777777 sI122777
A A A A oy iy
Y A A A A s
Y A s o oy
Y A A A A s
h A R R B s 4I122777
o Y A A A A ey
A A P oy e
Y A A A A e
Y A A A P oy
A o o oy
P A A A ey e
> A A A A oy
Y | A A A A s
—+ Y A A e A o oy
Y A A A A A s
A A A o o e
Y A A A A A s
Y O A e A e s
Y A A A A A s
Y A A e A e s
) A A A A o ey
Y A A A A e s
VY L A e oA e s
Y A A A A A s
Y A A o ey e
A A A A A s
A, A g A e oy
+ A A A A A
A A A A e ray
A A A A s s
A A A A e s
I A A A oy ey
A A A A P s
L A A A e s
A A A A A s
I A D oA e
A A A A A s
A A A A e oy
A A A A A s
A A A A e ray
I A A A A s

\4

En adaptant les résultats de la section précédente 2, on obtient le résultat suivant :

a. travail laissé en exercice.
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Théoreme 2.1. Lorsque o parcourt toutes les subdivisions adaptées a f, l'ensemble {fz hs(x)dx} posséde
une borne inférieure, notée 1.

2.1.3 Conclusion et généralisation

¢ Théoreme 2.2. [, =1_

b b

Démonstration . Montrons que pour tout ¢ > 0, il existe o telle que : J he(x)dx fJ go(x)dx < €.

a a

b n b n
Or : | “halx)dx = 3 flu) (v~ xr) et | gulxidx = 3 o) xe —xicr):
a k=1 a k=1
b b n
Par suite : J he(x)dx — J go(x)dx = Z[f(xk) — f(xpe_1).[xe — 1.
a a k=1
Désignons par o, une subdivision telle que : Vk, [xi — xx—1] < m-
b b ¢ n b b
Alors : L he(x)dx — L go(x)dx < o) —fa)’ Z[f(xk) — f(xx_1l, soit : L he(x)dx — L go(x)dx < €.
k=1
le réel ¢ étant arbitrairement petit, [ =1_. {
( 1\
B
b
Définition 2.1. Le nombre 1. = 1_ est lintégrale de f sur [a;b]. Il est noté : J f(x)dx.
\ a J
<

L
b
Propriété 2.4. J f(x)dx correspond a l'aire du domaine du plan, exprimée en unité d’aire, de

a
la partie du plan délimité par la courbe représentative de f, 'axe des abscisses ; et les droites
d’équation x =a et x =Db.

/

Démonstration . admised

Généralisation
Il est possible de reprendre la méthode qui vient d’étre détaillée pour une fonction positive et croissante sur
[a; b] pour toute fonction f continue sur le segment [a;b], ce qui donne la définition suivante :

b

Soit f une fonction continue sur [a;b], le réel noté J f(x)dx est égal a laire algébrique comprise entre la
a
courbe représentative de f et I’axe des abscisses.
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intégrale d'une fonction

positive

La courbe est au-dessus de l'axe des abscifses :
l'aire est comptée positivement

La courbe esf en-dessous de l'axe des abscisses :
laire est cothptée négativement

\

L’intégrale est égale a la somme
des deux aires comptées algébriquement

2.2 Lien entre intégrale et primitive

Soit f une fonction continue, positive et strictement croissante sur un intervalle [a;b] représentée par la
courbe C. Pour t appartenant a [a;b], on note S(t) laire ® du domaine hachuré © sous la courbe.

B
Propriété 2.5. © est la partie du plan délimitée par la courbe représentative de f, 'axe des abscisses,
et les droites déquation x =aetx=">b :

s

a< x <£b
M(X"J)EQ‘:’{ 0< y <flx)
L J
- N
g
| Propriété 2.6. Sifest continue sur [a;b], il en est de méme pour S.
& J

a. aire géométrique - et donc algébrique- car C est au-dessus de l'axe des abscisses.
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¢ Théoreme 2.3. La fonction S est la primitive de f sur [a;b] qui s'annule en a.

Démonstration . (cf. graphiques ci-dessous)

Soit ty un réel fixé dans lintervalle [a;b[. Nous allons montrer que S est dérivable a droite en ty.
Soient Rins le rectangle ABCD et Rqyp le rectangle AB'C'D.

Laire de Rins est égale a (t —1to)f(to) et laire de Rsyp est égale a (t — to)f(t).

Laire S(t) — S(to) est comprise entre les aires de Rins et de Rsyyp, donc :

(t —to)f(to) < S(t) —S(to) < (t —to)f(t).

Par conséquent (t —tg < 0) :

S(t) — S(to)
f(to) < f(t).
(to) < T < A1)
f étant continue en to : lim f(t) = f(tg), donc:
t—t,”
lim S =SCo) _ f(to)

t—tg" t—1o
On démontre de méme que S est dérivable a gauche en to, élément de ]a;b] et que :

S(t) — S(to)
t—1o

lim
t—)t;

= f(to)

Par conséquent : Vto €]a;bl,S](to) = Sé(to).
De plus S est continue sur [a;b]. Par conséquent S est dérivable sur [a;b] et S’ = f.
Pour finir la démonstration, il suffit de remarquer que S(a) =0. $
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Conséquence

( )

Théoreme 2.4. Soit f une fonction continue sur [a,b]. Soit F l'une de ses primitive sur [a;b]. Alors :

b
J f(x)dx = F(b) — F(a).

a

Le réel F(b) — F(a) est souvent noté [F(x)]g (cf. exemples ci-dessous).
G J

Démonstration . Il existe un réel k tel que F = S + k. Par conséquent :
F(b) — F(a) = (S(b) + k) — (S(a) + k) = S(b) car S(a) =0. &

= Remarque
e Cette derniere égalité peut servir de définition a lintégrale d’'une fonction continue sur un segment.
¢ Dans le programme de TS, on ne considere que l'intégrale d'une fonction continue sur un segment.
Exemples :
s
. J sinxdx = [—cosx]jf = —cosmm— (—cos0) =1—(—1) =2.
0
e Le plan est muni d'un repere orthogonal (O,1,j) avec ||i]|=2 cm et ||j||= 3 cm. Déterminer l'aire 2 en cm
de la partie du plan définie par :

2

0< x <2
0< y <e*

Dans un premier temps, il faut déterminer 2 en unité d’aire. La fonction x — e™* étant positive et 0<2 :

2
A= J e Xdx=[-e f=1—e"2
0

Une unité d’aire étant égale a 2 x 3 = 6¢cm?, l'aire recherchée est égale & 6(1 — e 2)cm?.

2.3 Propriétés

Toutes les propriétés prouvées pour les intégrales de fonctions en escalier sont encore vraies.
Dans tout ce qui suit, toutes les fonctions introduites sont continues sur un intervalle I quelconque. F
désigne une primitive quelconque de f sur I, G désigne une primitive quelconque de g sur L.
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Relation de Chasles Pour TOUS réels a, betc de I :

Jb f(x)dx = r f(x)dx + Jb f(x)dx.

a a (4

Démonstration . J

e
g
Propriété 2.7. Linéarité de lintégrale
Pour TOUS réels a, b de 1, pour tous réels « et f :

b b

f(x)dx + ISJ g(x)dx.

a

Jb of(x) + Bg(x)dx = ocj

\ a a

Démonstration . oF + 3G est une primitive sur I de of + 3g donc :
b

«f(x) + Bg(x)dx = (aF(b) — BG(b)) — («xF(a) — PG(a)) = «(F(b) —F(a)) + B(G(b) — G(a))
b

= ocjb f(x)dx + BJ g(x). ¢

a a

-

Propriété 2.8. Positivité de l'intégrale
b

e Si f est positive sur [a;b] et si a < b, alors :J f(x)dx > 0.

a

b
o Si f est négative sur [a;b] et si a < b, alors : J f(x)dx < 0.

a
.
L

b a
Propriété 2.9. e J f(x)dx = —J f(x)dx.

I . J f(x)dx = 0.

AN

b
Démonstration . J f(x)dx = F(b) — F(a) = —(F(a) — F(b)).

. Ja f(x)dx = F(a) —F(a) = 0. $

a

®
Propriété 2.10. Croissance de l'intégrale
e Si a et b sont deux réels tels que a < b;

e SiVx € [a;b], f(x) < g(x);
b

b
alors J f(x)dx < J g(x)dx.

\_ a a
®
Propriété 2.11. Intégrale et valeur absolue
Si a < b, alors pour toute fonction f continue sur [a;b] :

b
< j 1£(x)] dx.

a

Jb f(x)dx

a

AN
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Théoreme 2.5. Théoreme fondamental

X

La fonction définie sur 1:x — J f(t)dt est la primitive de f sur 1 qui s’annule en a.
S ¢ J
- w N

Propriété 2.12. Inégalité de la moyenne

Si f est bornée par met M (e m<f<M)etsia<hb,alors:

b
mb—a) < J f(x)dx < M(b — a).
S a J
Démonstration . Il suffit d'utiliser la croissance de lintégrale sur l'encadrement m < f < M. $
( 1\
i
Définition 2.2. Valeur moyenne de f
Si a < b, la valeur moyenne de la fonction f sur [a;b] est le réel noté u défini par :
1 b
u= J f(x)dx.
b—alg

\ J

Interprétation en physique :

Si f est la vitesse instantanée d’'un mobile en mouvement, on sait que la fonction d : t — d(t) ou d(t) est la
d(b) —d(a)

b—al, b—a
Ce nombre correspond a la vitesse moyenne du mobile sur Uintervalle de temps [a;b], c’est-a-dire la vitesse
constante qu’il faudrait donner au mobile pour qu’il parcoure la méme distance pendant la méme durée.

b
distance parcourue a linstant t, est une primitive de f. Alors le réel J f(t)dt peut s’écrire :

2.4 Intégration par parties

Cette partie n’est plus au programme de la Terminale S depuis la rentrée 2012. Elle l'est tout de méme pour
vous.

2.4.1 Etude d’un exemple

e

Posons : I:J Inxdx.
1
Pour calculer I, il faut trouver une primitive de la fonction In...
De la formule : (FG)’ = fG + Fg, nous pouvons affirmer que FG est une primitive de fG + Fg, ce qui revient

a dire que :
b

b
J f(x)G(x)dx = [(FG)(X)]El —J F(x)g(x)dx

a a

(Ceci est licite car fG et gF sont continues sur [a;b]).

1
Posons donc : f(x) =1 et G(x) = Inx, cela donne : F(x) =x et g(x) = ~ et :

e

1
[=[xInx]f —J x.—dx
1 x

Le miracle se réalise devant nos yeux puisque nous obtenons :

e

[ = [xInx]f —J 1dx
1

Ce qui tout calcul fait nous donne la valeur exacte de [: [ =1.
X

Mieux, en reprenant cette méthode avec I = J Intdt, nous obtenons que la primitive de In sur ]0;4ool
1

sannulant en 1 est x — xInx —x + 1.
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Commentaire : cette méthode, dite d’'intégration par parties, est motivée par le fait qu’il n'existe pas pas
de formule générale donnant les primitives de fg connaissant F et G. Elle permet de trouver beaucoup de
primitives, mais ne fonctionne pas a tout coup car la nouvelle intégrale obtenue n'est pas toujours aussi
agréable que dans cet exemple. Par exemple, elle est inopérante pour la fonction x — e pour laquelle il est
possible de montrer que les primitives ne peuvent pas s’exprimer a l'aide des fonctions classiques que nous
connaissons.

2.4.2 Formule d’intégration par parties

Théoreme 2.6. Si u et v deux fonctions dérivables sur [a;b], et si les fonctions u’ et v’ sont continues
sur [a;bl, alors :

b b
J u(x)v’/(x)dx = [u(x)v(x)® — J u’(x)v(x)dx.

a

Démonstration .

b b b b
J u(x)v’(x)dx +J u (x)v(x)dx = J u(x)v' (x) +u' (x)v(x)dx = J (W)’ (x)dx = [u(x)v(x)]5.

a a

¢

= Remarques

e L’hypothese u, u’, v et v/ continues sur [a;b] est primordiale pour appliquer ce théoréme. Il faut absolument
le mentionner pour pour pouvoir U'appliquer!

e Par contre, l'ordre des bornes d’intégration peut étre quelconque.

2.5 Formule de changement de variables

Théoreme 2.7. Soient u : I — ] une fonction dérivable sur 1 et de dérivée continue sur 1. Soit f une
fonction continue sur J.

b u(b)
f(u(t))u’(t)dt = J f(x)dx.

u(a)

Alors pour tous réels aetbdel: J

a

Démonstration . F(u) est une primitive de u’.f(u) donc....

Exemples :

Exemple 1
e

Calcul de J L
L t+tint

dt
On utilise le changement de variable x =Int. On écrit ? alors dx = *
Pourt=1,x=0etpourt=e, x=1

¢ dt !
On obtient alors : J :J X _ In 2.
1 t+tint ox+1
Exemple 2
Soit f une fonction continue sur [a;b] telle que : Vx € [a;b], f(a +b —x) = f(x).

b b
b
e Montrer que | xf(x)dx = a—; J f(x)dx.

a a
Application (nécessitant la connaissance de la fonction arctan) :
s -
xsinx

¢ En déduire la valeur de lintégrale I = J —
o 14+ cos?x

a. Voir explications en classe
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3 Intégrale généralisée : recherche d’'un équivalent simple d’'une sé-
rie de Riemann

« désigne un réel donné de ]1;4+oo[. Le but de cet exercice est de montrer que la suite S définie par :
mn
1
Sn=) =
k=1

est convergente et de donner un équivalent simple de son reste de rang n.

1. En utilisant la méthode des rectangles, montrer que :

k+1 k
vk > 2, J Egigj dt
Lot ke

2. En déduire que :

™ dt = 1 ™ dt
vn>1vm>n+1, J = < Z k_“<J -
n+l k=n-+1 n
+oo dt
3. Montrer lexistence de l'intégrale :J o
1
+oo 1
4. Montrer que S est croissante et quelle est convergente. Sa limite sera notée Z e
k=1
+oo
5. Justifier l'existence de R,, = Z e appelé reste de la série de rang n, oiv n désigne un entier naturel
k=n+1

donné.
6. Justifier 'encadrement suivant :

+oo +o00
vn > 1, J E<Rn<J at,

X
n+1 t n te

7. En déduire que :
1 1

o —1nx-1

~

n

Rappel : Suites équivalentes. Si la suite v ne s’annule pas a partir d’'un certain rang, alors :

u
Un ~Vp & —4 5 1.
Vn

4 Exercices

Exercice 107. Intégrales de Wallis. Intégrale de Gauss. Formule de Stirling.
Partie A : Intégrales de Wallis

Pour tout entier naturel n, on pose :
e

W, = Jz sin™ tdt.
0

1. Calculer Iy et I;.
2. Montrer que la suite W est décroissante et strictement positive.

3. Montrer que pour tout entier naturel n, on a :

M+ 2)Wnio = (n+ D)W,

4. En déduire que pour tout entier naturel n, on a :

(@)




7.

8.

(b) o)
2p)im
Vp € N, IZ‘p = 22]3+p17(p|)2 et Vp € N, 12P+1 =

2% (p!)?
2p+1)!

Montrer que la suite ( T ) converge et déterminer sa limite.
nenN

Wit

On pose pour tout entier n : u,, = (n+ )W, 1Wy. Montrer que la suite u est constance et déterminer
u, pour tout entier n.

Déduire des questions précédentes la limite de la suite (NW? ), cn, puis celle de (vnWy)nen.

(2"n!)? T

En déduire que lim

notoo (2n)lvan+1 V2

Partie B : Calcul de lintégrale de Gauss

1.

Démontrer que pour tout x de ] —1,+oo[ on a :
In(l1+x) < x.

En déduire que pour tout entier naturel n non nul, on a :

tz n . tz —Tn
vt € [0, v/nl], (1K> <e ' K (HK) .
Montrer que pour tour entier naturel n non nul, on a :

Vv £2\" z
J (l — F) dt = \/EJ sin®™ 1 udu.

0 0
On pourra poser t = y/n cosu.

. Montrer que pour tout entier naturel n non nul, on a :

[SE]

0

Vvn t2 -n
J (1 + F) = \/HJ sin "2 udu.

=3

On pourra poser t = y/n cotanu.

. En déduire que pour tout n non nul, on a :

ﬁ 2
VnWo, 4 < J e U dt < vnWan_o.
0

+oo

2
6. Démontrer la convergence de l'intégrale de Gauss définie par J e ' dt et en donner sa valeur.

0

Partie C : Formule de Stirling

N . o . nl se\n
On considere la suite (a,) définie pour tout n de N* par : ap, = — (—) .

n

N

1. Soient f et g les applications définies sur ]0;1[ par :

f()_Sx—2x371m 14+x . ()—lln I+x) 78
ME3n—ey) 2 M \i—x) I T ) T3

Etudier les variations de f et g sur ]0;1[, ainsi que leur valeur en O.
En déduire que, pour tout x de ]0;1[, on a :

x+X3<lln I+x <x+ X
3 2 1—x 3(1—x2)

2. Démontrer que, pour tout entier naturel non nul n :

T LI I ST (e 1 D (PSR S
ny1/) 2un 1—u, T oan+1

En déduire que, pour tout entier naturel non nul n :

S S— Y (.5 P
2n+1)(n+2) an+1 2nn+1)
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3. Soit (Xxn)n>1 et (Un)n>1 les deux suites définies par :

l ! t l !
Xn=lnhay,—— ¢ =lha, — ———
n " qgn St " 2mD)
Montrer que ces deux suites convergent vers une méme limite

En déduire que la suite (a,) converge vers une limite {.

Montrer que :

. Qgn s I2TL \% 2n
lim —= = lim ———
n—-+oo (1_rL n—-+oo 7T

En déduire que ¢ = 2.

4. En déduire la Formule de Stirling :

n! ~n"e "V2mn.

Exercice 108. Noyau de Dirichlet
Pour tout entier n > 1, on note Dy, le noyau de Dirichlet, défini par :

1 n
vx € R, Dp(x) = 7 + Zcoskx.
k=1

1. Démontrer que, pour tout entier n > 1 et tout réel x # 0271, on a :

a(ld))

. X
sin -
2

| =

Dn(x) =

2

2. Pour tout entier naturel n > 1, on note L, lintégrale :

7T
L. = J xDn (x)dx.
0

us

(@) Calculer lintégrale J x cos(kx)dx pour tout entier k > 1.
0

(b) En déduire que :
2

us
Ln:Zi

— 1 1
k
L
k=1 k=1
3. On note f le prolongement par continuité en 0 de la fonction définie sur lintervalle ]0; 7t par :

—X .
Gy

Démontrer que la fonction f est de classe C! sur lintervalle [0;7].

X =

4. Soit ¢ : [0;71] — R une fonction de classe C! sur lintervalle [0;71]. Démontrer que :

lim Jﬂ d(x) sin(Ax)dx = 0.

A—+o00 Jo
5. Démontrer que : lim L, =0.
n—-+oo

1
Exercice 109 (85 EXP SUITE). 1. Calculer J xe “dx.

0
n
, . k _x
2. n étant un entier naturel non nul, on pose : S(n) = E —e .
n
k=1

Montrer que S(n) a une limite lorsque l'on fait tendre n vers +oo. Préciser cette limite.
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Exercice 110. [85 INTEGRALE] Pour tout entier naturel n on pose :

=3

I dx
n 0 cos2n+ly

1. Montrer qu’il existe des réels a et b tels que :

cosx l—sinx 1+sinx

7(} 1 acosx bcosx
)

Vx € [O,Z

En déduire le calcul de I.

2. Montrer, par une intégration par parties, que :
2T1
vne N 2nl, = (2n—1I1,, 1+ E

En déduire le calcul de Is.

Exercice 111 (83 INTEGRALES). Pour tout entier n strictement positif, on pose :

I ;

— n,s

In = W JO(I —t) ez dt.

1. Calculer I;.
1

2. Démontl’el’ que . VTL € N*, ITL+1 - In - m

n
1
3. En déduire par récurrence que : Vn € N*, /e = Z g + In:
k=0 ’

o 1
4. Montrer qu’il existe une constante A telle que 0 < I,, < —A.

= onnl
( On pourra étudier la fonction t — (1—t)ez sur [0;1]).
- i . W
5. En déduire la limite de la suite u telle que u,, = Z oK
k=0

Exercice 112 (Dijon bac E, 1974). Le but du probleme est la détermination d'un encadrement de 7 en
calculant de deux facons lintégrale :

V3 4x
=, e
Partie A : Méthode donnant la valeur exacte de L.
1. Calculer tan 0 en fonction de tang . En déduire que tan T 2—3.

12
2. Soit f Vapplication de }—g; g [dans R définie par f(x) = tanx. Démontrer que f admet un application

réciproque F de R dans }—g; g [ Dresser le tableau de variations de F.

3. Déterminer F.
En déduire que :

Partie B : Méthode donnant un encadrement de I.
1. (a) Calculer (2—+3)3 et (2— v/3)* en fonction de v/3.

(b) Vérifier que pour tout x réel :

2. Calculer en fonction de v/3 :



3. On désigne par K lintégrale :

dx.

J~2«/§ x4
0 1 + X2
(@) Démontrer que pour tout x réel positif :

x4 X3

<.
1+x2 ~ 2

(b) En déduire que :
7
0<K< % —7V3.

4. Trouver une relation simple entre I, J et K. En déduire :
20 131

4 —— <I< = - .

V3 3 24 3V3

Sachant que 1,73205 < v/3 < 1,73206, déterminer le meilleur encadrement de 7t possible en utilisant

les données du probleme.
b

Exercice 113. Soit f une fonction continue a dérivée continue sur [a;b]. On pose : I = J f(t) sin(nt)dt.
a

Montrer a l'aide d'une intégration par parties que la suite (I,) tend vers 0.

Exercice 114. Liban 1978

X
L’objet de ce probleme est de calculer lim J eVt
x—+00

=13

1. Soit f l'application de R dans R définie par : f:x +— f(x) = J e @t dt.
0
Montrer que : Vx> 0,f(x) < e ™.

Calculer lim f(x).
xX—-+0o0

2. (a) Montrer que pour tout réel b strictement positif :

1
weRx<b=—¢e"—1—x< iebxz.

Montrer que pour tout réel b strictement positif :
X 1 —b, 2
VxeR,x>-b=c¢e —1—x2§e x“.

(b) Montrer que pour tout réel a, il existe une application ¢, de R dans R, continue en a, telle que

$ala) =0, et :
T eiﬁ ‘|

Vx € R, f(x) —f(a) = (x — a) [L md’ﬂr balx)

En déduire que f est dérivable, et donner l'expression de f’.

3. Soit P une primitive sur R de Uapplication u :— e (on ne cherchera pas a la calculer).

—E; T { dans R définie par

A tout réel x, on associe l'application Qy de [ = 975

t:— Qx(t) = P(xtant), ot x est un parametre.
dQx
dt

Montrer que Qy est dérivable sur I, et expliciter sa dérivée, c’est-a-dire

Prouver que :

Z —x*an’t

x e

Vx € R J

2
e ¢ du:xJ
0

o cos’t
4. Soit g lapplication de R dans R telle que : Vx € R, g(x) = f(x?).

Montrer que :
X

Yx €R, g'(x) = —Ze*XZJA e tdt.
0
X 2
Que peut-on dire de la fonction h: R — R définie par : h(x) = g(x) + (J et dt) ?

X
Calculer lim J e Yt
0

X—+00
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XZ
Exercice 115 (exo 7). Soit F(x) = J ﬁdt.

1. Quel est l'ensemble de F?
2

X
1
2. Déterminer lim F(x) en comparant F a H(x) = J —dt.
x—1+ . tint

Exercice 116. Soit la suite numérique (I)nen+ définie pour tout n de N* par :

1
I, = —J (1—x)"e*dx.
n!Jo

1. Calculer I;

2. Par intégration par parties, exprimer [, en fonction de 1,,_; pour n > 2.
n

1
En déduire que : I,, = e — Z ] pour n > 1.
p=0
3. Majorer la fonction x — (1 —x)™e* sur lintervalle [0;1].
En déduire de la suite (I )nen+ €t montrer que :

- P R
€= um, n a2 n )"

Exercice 117. Espagne 87.
Pour tout entier naturel non nul n, on note f,; la fonction définie sur [0;+oo[ par :

x"e *
fn (X) = :

n!

On appelle C, la courbe représentative de f, dans un repere (unités : 2 cm en abscisses et 10 cm en
ordonnées).
Partie A

1. Etablir le tableau de variations de f,, sur [0;+ocol.

2. Pour tout entier n > 2, étudier la position relative de C,, et C,,_1 et vérifier que le point A, (n;f(n))
appartient a C,,_1 .

3. Construire dans un méme repere C; Cy et Cs. On placera les tangentes en O a ces trois courbes.
Partie B Le but de cette partie est d’étudier la suite u définie sur N* par w,, = f(n).
1. (a) En utilisant les résultats de la partie précédente, démontrer que la suite u est décroissante.
(b) Cette suite est-elle convergente ?

2. (a) Soit g la fonction définie sur lintervalle [0;1] par :
2
gty =In(l+t)—t+ 1
En utilisant les variations de g, démontrer que pour tout t de [0;1] on a :
2

t
Inl+t)<t——-
n(l+t) 1

(b) En déduire que pour tout entier naturel n > 0, on a :

3. (a) Démontrer que pour tout entier n >0 on a :

Un+1
Un

< efﬁ.
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(b) En déduire que pour tout entier naturel n > 2, on a :

n—1 1
u, <e k=1 .

4. (a) Démontrer que pour tout entier n > 2, on a :
n n—1
dt 1
< _.
Jl t kZ:l k
(b) En déduire que pour tout entier n > 2, on a :

—1-1
u, <e l—zlnn,

(c) Quelle est la limite de la suite u?
Partie C Pour tout entier n > 0 et pour tout réel a positif ou nul, fixé, on pose :

In(a) = J: fn(t)dt.

—_

. Calculer I;(a).
. Démontrer que pour tout entier n > 0 et tout réel t positif ou nul, on a :

N

En déduire un encadrement de I,(a).
3. (a) Démontrer que pour tout entier n >0, on a :

1 e\"
Loy
n! n
(b) Déterminer alors une nouvelle majoration de I,(a), puis la limite de I,(a) quand n tend vers
+00.

(a) Etablir pour tout entier n > 2 une relation entre I, (a) et Iy (q).

>

(b) En déduire que pour tout entier naturel n > 2 on a :

n ak
In(a)zl—eia <1+Zg> .
k=1

Cette égalité est-elle vraie pour n =17
5. Démontrer que pour tout a de [0;+oo[, on a :
mn
e = lim (1+5+---+a—)-
1! n!

n—-+oo

Exercice 118. Dans tout le probleme, n désigne un entier naturel non nul.
A tout entier n, on associe la fonction f, définie sur ] —1;+oo[ par :

fo(x) =x"In(1+x).

Le probleme est consacré a l'étude de la famille des fonctions f, et a celle d’'une suite liée a ces fonctions
fn.

On désigne par C, la courbe représentative de f, dans le repere orthonormal (O,1,j) d'unités graphique 2
cm.

1. Etude des fonctions fi,.

1. Soit h,, la fonction définie sur ] — 1;+oo[ par :

X
n(x) = 1 —
hn(x) = nln( +x)+1+x

Etudier le sens de variation de h,. En utilisant la valeur de h,,(0), déterminer le signe de h, sur
] =1 400l .
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2. (a) Pour tout x appartenant a ] — 1;+oo[ vérifier que :
fi(x) = ha(x),
et que pour tout n strictement supérieur a 1,
L (x) = x"Thy (x).

(b) On suppose n impair. Pour tout x de appartenant a | —1; +ool justifier que 7 (x) et h,(x) sont de
méme signe.

Dresser alors le tableauw de variations de la fonction f,, lorsque n est impair, en précisant ses
limites en —1 et +o0.

(c) On suppose n pair. Dresser de méme le tableau de variations de f;, en précisant ses limites en —1
et +oo.

3. (a) Etudier la position relative des courbes C; et Cs.
(b) Tracer ces deux courbes.

II. Etude d’'une suite.
Dans cette partie, u désigne la suite définie pour n supérieur ou égal a 1 par :

1
Uy = J x™ In(1+ x)dx.
0

1. Etude de la convergence.

(@) Démontrer que :
In2

n+1

(b) En déduire que la suite u est convergente et donner sa limite.

0<uy <

(c) A laide de l'encadrement obtenu précédemment, déterminer un entier ng tel que pour tout n > ny,

on ait :
In2
<

< —.
S Un & 100
2. Calcul de uy.
(@) En remarquant que pour tout x appartenant a [0;1], on a :
< x—1+4 !
1+x x+1

1 .2
J X dx.
0 1 + X
(b) Calculer u; au moyen d’une intégration par parties.

3. Calcul de u,.
Pour tout x de [0;1] et pour tout . > 2, on pose :

Calculer :

Sn(x)=1—x+ -+ (=1)™x™. (1)

(@) Démontrer que :

1 (_1)T1.+1XT1.+1
=2 elgl, Snx) = ——1 (@
() En déduire que :
n 1 1
(1) J X
2 9 —ln2 — (—1 n+1 Z_ dx.
n ) pZO P +1 n ( ) 0 1+X X

(c) En utilisant une intégration par parties, montrer que :

In2 (=t = (=P
= —_— l 2 - .
T NTL nat | pZO p+1



4. Application
Soit E l'ensemble des points M(x;y) du plan vérifiant :

0<x<1 et falx) <y<fi(x).

Calculer us et en déduire laire de E en cm2.

Exercice 119. [BordeauxC 1991]
Le probleme a pour objet :
e Dans la partie A. d’étudier la fonction f définie sur l'intervalle [0;1] par :

—xZlnx

fle) = 1+x

six #£ 0, etf(0) =0.

1
e Dans la partie B. de calculer une valeur approchée de l'intégrale I = J f(t)dt.
0
e Partic A. Etude et représentation graphique de f. le plan est rapporté au repere orthogonal (O,f, f)
(unités graphiques : 10 cm sur x’x et 20 cm sur y'y)
On désigne par C la courbe représentative de f dans ce repere.
I. Etude d’'une fonction auxiliaire.
Soit u la fonction définie sur ]0;1] par :
(x) = 14+ x
b I
1. Montrer que la fonction u est strictement croissante sur ensemble de définition. Donner son tableau
de variations en précisant la limite en O et la valeur en 1.

+ Inx.

2. En déduire que u s’annule pour un unique nombre réel 3 compris entre O et 1.
Monter que :

0,54 < 3 < 0,55.
II. Etude et représentation graphique de f.
1. (a) Etudier la limite de f en O.
(b) Montrer que la fonction f est continue sur [0;1].
2. (a) Etudier la dérivabilité de f en 0.
(b) Calculer f'(x) pour x > 0 et vérifier que ’(x) et —u(x) ont le méme signe.
3. Donner le tableau de variations de f.
4. Construire la courbe C en précisant les tangentes aux points d’abscisses respectives 0 et 1.

e Partie B. Justifier l'existence de lintégrale I. (On ne cherchera pas a déterminer une primitive de f).
I. Etude d'une intégrale auxiliaire.
Soit n > 1 un entier naturel. On désigne par g, la fonction numérique définie sur [0;1] par :

gn(t)=—t"Int si t>0 et gn(0)=0.

1. Démontrer que g, est continue sur [0;1].

tn+llnt tn+1
Gn(t) = — it>0
n(t) n+1 +(n+1)2 stt=0

2. Soit Gy, la fonction définie sur [0;1] par :

(@) Montrer que G, est une primitive de g, sur [0;1].

(b) En déduire la valeur de lintégrale :

II. Etude de I.
1. Soit t un nombre réel et n un entier naturel supérieur ou égal a 1.

(@) Calculer le produit :
Pat) = (1+t)(1—t+t2 4+ (—D)™t™).
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(b) En déduire que pour tout nombre t différent de 1 :

ey (—1)™t™ + (—1)“+1L+1~
1+t 1+t

(c) Montrer que pour tout réel t de [0;1] :

t
() = galt) — golt) + -+ (~1" g (1) + (-1 2220,
puis que :
[=Ip—Iz+ -+ (D" "y + (D" r In2(t) 4y
= 12 3 n+1 0 t+1

(d) Montrer que :

1
o t+1 (n+ 3)2

2. Soit n > 1 un entier naturel. On pose :

11
32 42

1

Sn = mrae

et (71)n+1

(a) Montrer que lim S, =1.
n—-+oo

(b) Montrer que Sg < I < Sy.
(c) En déduire une valeur approchée de I & 5.1072 prés.

Exercice 120. Pour tout entier naturel n, on pose :

% 2 i 2 .2
an:J cos“™tdt et bn:J t“ cos“™ t dt.
0 0
1. (a) Calculer ag et by et montrer que :
vn eN, ap > 0.

(b) Montrer que :
n+1

n+2

neN an = an-

2. (a) Montrer que :

ﬁe[&g}ﬁxggﬂnt

(b) En déduire que :
(¢) En déduire :

3. (a) Montrer que :

vneN, ap;=(2n+ Z)J tsintcos?™ !t dt.
0

En déduire que :

vneN, I (90 1 )by — (20 + 2)br-
n+1

() En déduire que :

bn bn+1) 1
vneN, 2(—— = .
’ <an Ant1 (n+1)2
4. Prouver que :
+Ooi B 7_[_2
k2 6
k=1



S5 Les intégrales au baccalauréat

Exercice 121. Pondichery avril 2012 On considere les suites (I,,) et (Jn) définies pour tout entier naturel

n par :
1 ,—nx 1 —nx
€ €
Ih, = d t =| ——=d
" LHX x et Jn L(1+x)2 X

1. Sont représentées ci-dessous les fonctions f,, définies sur lintervalle [0 ; 1] par

pour différentes valeurs de n :

+0.1 | 0.1 0.20.3040506 0.7 0.8 0.9 1.0 1
(@) Formuler une conjecture sur le sens de variation de la suite (I,) en expliquant la démarche.
(b) Démontrer cette conjecture.
2. (a) Montrer que pour tout entier n > 0 et pour tout nombre réel x de lintervalle [0 ; 1] :

e*T\.X e*T\.X

0< <
(1+x)2 =~ 1+x

—nXx
<e .

(b) Montrer que les suites (I,) et (Jn) sont convergentes et déterminer leur limite.

3. (a) Montrer, en effectuant une intégration par parties, que pour tout entier n > 1 :
1 e "
e,
n 2

Exercice 122. Amérique du Nord mai 2012
Soit f une fonction définie et dérivable sur [0 ; 1] telle que :

(b) En déduire lim nl,.

n—-+4oo

f(0)=0cet f'(x) =

1
e pour tout x de [0 ; 1].

On ne cherchera pas a déterminer f.
Partie A

1. Déterminer le sens de variation de f sur [0 ; 1].

2. Soit g la fonction définie sur [0 ; g} par g(x) = f (tan(x)).
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(@) Justifier que g est dérivable sur [0 ; q, puis que, pour tout x de {O; ﬂ g(x)=1

4
(b) Montrer que, pour tout x de [0 ; ﬂ g(x) = x, en déduire que f(1) = g
3. Montrer que, pour tout x de [0 ; 1], 0 < f(x) < g

1

1
Partie B Soit (I,,) la suite définie par Iy = J f(x)dx et, pour tout entier naturel n non nul, I,, = J x™Mf(x)dx.
0 0

N , . . . 1
1. Montrer a laide d’'une intégration par parties que, Ip = 13 In(2).
2. (a) Montrer que, pour tout entier naturel non nul n, I, > 0.
. T
(b) Montrer que, pour tout entier naturel non nul n, I, < ——-
4n+1)

(c) En déduire la limite de la suite (In).
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Dixieme partie
Mesures algébriques

1 Définition

4 )
>

e

Définition 1.1. Soient A et B deux points dun axe (O,1). La mesure algébrique du vecteur AB relati-
vement au vecteur unitaire i de cet axe est le réel noté AB défini par :

m:XB*XA.

Ll
I
=i

- J

Exercice 123. Soient (0O, 1) et (O’,1’) deux repéres de la droite (AB). Montrer qu’il existe deux réels « et 3
avec o non nul, tels que tout point M de (AB) d’abscisse x dans le repere (O, 1) a pour abscisse x’ = ax+b
dans le repére (O/,1).

2 Propriétés
A, B et C désignent trois points quelconques d'un méme axe (O,{'). Les démonstrations sont laissées en

exercice (utiliser les abscisses).
( 1\

&
Propriété 2.1.
« BA =-AB
« AB = AB?
e Relation de Chasles : AB +BC = AC
« AB=0B - 0A
* AB est indépendant de l'origine choisie sur l'axe
*cAB=05A=B

e AB=AB1
.y oM
" oI

(.

(@

J\

Propriété 2.2. Quotient de mesures algébriques

AB
Soient A, B, C et D quatre points alignés distincts deux a deux. Alors le quotient D ne dépend pas du

repere choisi sur la droite (AB). )

Démonstration . Soient (O, 1) et (O’,1’) deux reperes de la droite (AB). D’aprés l'exercice précédent, il existe
o et B réels que tout point M de (AB) d’abscisse x dans le repére (O,1) a pour abscisse x’ = ax + b dans le
repére (O',1'). 1l en résulte donc que :

ABo/1) b'—a’ (ab+B)—(xa+B) b—a ABpon

CD(O’,I’) d"—c’ B (CXd—’— [3) - (CXC—’— [3) B d—c B ﬁ(o,l)
¢

Cette derniere propriété est fondamentale pour énoncer le théoréme de Thales (cf. infra)
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3 Barycentres

Dans cette section, nous nous placerons, sauf mention contraire, indifféremment dans le plan ou dans
l’espace qui seront notés E.

3.1 Barycentre d'un systtme de deux points pondérés

3.1.1 Définitions
( N\

Théoreme 3.1. Soit {(A, &), (B, )} un systeme de deux points pondérés tels que o+ 3 # 0. Il existe un
unique point G tel que :

ocﬁ)—i— 6@26.

\ J
- N
i
| Définition 3.1. G est appelé barycentre du systeme {(A, «), (B, )}
. J
Démonstration . Il suffit dutiliser la relation de Chasles :
— e — — —
GA + BGB =0 & (a+ B)GA = PBA & AC = —P__AG.
(x+B)
Cette derniere égalité prouve l'existence et l'unicité de G2.$
e N
i
| Définition 3.2. Si x =3 # 0, G est appelé isobarycentre de A et de B.
= <
< Propriété 3.1. Lisobarycentre de deux points A et B est le milieu du segment [AB].
. J

iz Remarques
1. Si A et B sont confondus et si «+ 3 # 0, alors G existe et est confondu avec A et B.
2. Sia=0et 3 #0, alors G existe et est confondu avec B.
3. St a#0 et 3 =0, alors G existe et est confondu avec A.
4

. Si x+ 3 =0, nous avons dans ce cas :
— — — =
xGA+pBGB=0& aBA = 0.
eSia=0ousiAetB solt) confo_n)dus, I’égalité précédente est équivalente a 0 = 0. Dans ce cas, tout
point M vérifie l'égalité «GA + BGB = 0.
e Si x#0etsiA#B, alors aBA # 0. Dans ce cas, il n'existe aucun point G tel que xGA + 3GB = 0.
3.1.2 Propriétés

Soit {(A, «), (B, )} un systeme de deux points pondérés tels que x +  # 0. Soit G le barycentre de ce
systeme.

Propriété 3.2. Pour tout point M, on a :
aMA + BMB = (x + B)MC.

a. Rappelons cette propriété essentielle, vraie dans le plan et l'espace :

Soit T un vecteur donné et soit A un point quelconque. Il existe alors un unique point B tel que K_B) =u
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e w N
Propriété 3.3. * Si A et B appartiennent a un plan muni d'un repere quelconque, alors :
_ oxa + Bxs xya + Bys

t =
x+f3 € Ye x+f3

*Si A et B appartiennent a l'espace muni dun repere quelconque, alors :

oxa + Pxp oaya + Bys ozA + Pz
X =——F>— et Yy = ——5 — et zg=——-
x+f3 x+f3 x+
xg (reps. yg ; resp zg) est donc la moyenne pondérée des réels xa et xp (resp. de ya et yg ; resp. de za
et zg) affectés des coefficients o et 3.

Propriété 3.4. Position de G

Ici, A et B sont distincts.

e G appartient a la droite (AB)

e Si « et B sont de méme signe, alors G appartient au segment [AB]. Dans ce cas, G est plus prés du
point ayant le plus grand poids en valeur absolue que de l'autre point.

* Si x et B sont de signes contraires, alors G est a l'extérieur de [AB].

Plus précisément :

G appartient a (xA] si |«| > |B] :

-

AN

G appartient a [Bx') si || < |B]:

Propriété 3.5. homogénéité du barycentre
Soit k un réel non nul. Alors G est aussi barycentre du systeme {(A, ko), (B, k3)}.

Exemple : les systemes {(A,—4), (B,—8)}; {(A,4), (B, 8)}; {(A,1),(B,2)} ont le méme barycentre.
fw )
Propriété 3.6. Soient A et B deux points distincts.

e [’ensemble des barycentres des points A et B est la droite (AB).

o Le segment [AB] est l'ensemble des barycentres de A et B affectés de coefficients positifs ou nuls. C'est
aussi l'ensemble des barycentres des systemes {(A,t), (B,1—t)} lorsque t varie dans [0;1].

/
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3.2 Barycentre d’un systeme de trois points pondérés

3.2.1 Définitions
( 1\

Théoreme 3.2. Soit {(A, ), (B, B); (C,y)} un systeme de trois points pondérés tels que o+ 3 +vy # 0.
1l existe un unique point G tel que :

aGA + BGB +vyGC = 0.

\ J
( 1\
i
| G est appelé barycentre du systeme {(A, «), (B, ), (C,v)}
; % <
¢ Définition 3.3. Si x = 3 =v # 0, G est appelé isobarycentre des points A,B et C.
\ J

3.3 Propriétés

Soit {(A, «), (B, B); (C,v)} un systeme de trois points pondérés tels que o« + 3 +vy # 0. Soit G le barycentre

de ce systeme.
( )

% Propriété 3.7. Pour tout point M, on a :

aMA + BME +yMC = (a + B +y)MC.

(. /
-

Propriété 3.8. Si A , B et C appartiennent a un plan muni d'un repere quelconque, alors :

_oxa + PBxg +yxc _ oya + By +vYyc
G = et Y = :
x+pB+vy x+pB+vy

Si A,B et C appartiennent a l'espace muni d'un repere quelconque, alors :

_axa + Bxe +vxc ~ oya + Bys +vyc oza + Bz +vzc
= et Yyg = et 0

7z, =
ot Bty ot Bty N at+B+y

Xg (resp. yg ; resp. zg) est donc la moyenne pondérée des réels xa, xg et xC (resp. de ya, ys et yc;
resp. de za, zg et zc) affectés respectivement des coefficients o3 et y.

\ J
- w N
Propriété 3.9. Position de G
e Si A =B = C, alors G est confondu avec ces trois points.
e Si A,B et C sont alignés, alors G appartient a la droite (AB).
* Si Si A,B et C ne sont alignés, alors G appartient au plan (ABC).
. J
Ce dernier cas -quoique vrai dans le plan- n’a de réel intérét que dans l'espace : A,B,C et G sont coplanaires.
e w N
Propriété 3.10. homogénéité du barycentre
Soit k un réel non nul. Alors G est aussi barycentre du systeme {(A, ko), (B, kB); (C, ky)}.
J
1\

(.
(@
Théoreme 3.3. Théoréeme du barycentre partiel- ou d’associativité du barycentre
Soit {(A, o), (B, B); (C,v)} un systeme de trois points pondérés tels que x+ 3 +vy # 0, de barycentre G.
Si o+ B #£0, et si G’ est le barycentre de {(A, &), (B, )}, alors G est le barycentre du systeme {(G’, o« +

B), (G v}

Conséquence

J
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L’isobarycentre de trois points A,B et C est le centre de gravité du triangle (ABC).

Propriété 3.11. Soient A, B et C trois points non alignés. L'ensemble des barycentres des points A, B
et C est le plan (ABC).

3.4 Barycentre d’'un systeme de n points pondérés
3.4.1 Fonction vectorielle de Leibniz

Soit £ l'ensemble des vecteurs formés par les points de E.

3.4.2 Définition

( )
>

e

Définition 3.4. Soit n un entier supérieur ou égal a 1, et (Ai; &i)i<ign Un systeme de n points pondérés
de E.
La fonction vectorielle de Leibniz f associée au systeme (Ai; oi)i<ign €St Uapplication définie par :

E — €&
. — n
A M = (M= wMAL.
i=1
. J
3.4.3 Propriétés
4 )

Propriété 3.12. ¢ Pour tout couple de points M et M’ , on a :
. ——— o —
f(M) — (M) = [ > o | MM,
i=1

n
e Donc si la somme Z «; est nulle, la fonction f est constante.
i=1
§ Y,
s w N
Théoreme 3.4. Soit n un entier supérieur ou égal a 1, et (Ai; &i)i<ign Un Systeme de n points pondérés
de E.

n
On suppose que la somme Z «; est non nulle.
i=1
La fonction vectorielle de Leibniz f associée au systeme (Ai; &i)i<ign €st une bijection de E sur &, c’est-

a dire :
—
VU € £,IIM e E, f(M] = .
n
En particulier, il existe un unique point G tel que f(G) = 0, cest-a-dire tel que Z xiGAr = 0.
N\ i=1 )
( 1\
B
| Définition 3.5. G est appelé barycentre du systeme (Ai; &i)ici<n
\§ J
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Propriété 3.13.
1 n
VM € E, MC = —— 0 «)MA;

(. /
( )

Propriété 3.14. Si E est muni dun repere dans lequel les points (Ai; &i)icign ont pour coordonnées
(xi;yi) (ou (xi;Yi;zi) si E représente l'espace) ; alors G a pour coordonnées :

n n n

E oiXi E XiYi E KiZi

i—1 =i . i—1

Xg = —(/——— 2 Yy = ——— et éventuellement zg = ———-

> D P

i=1 i=1 i=1
. y,
- ~

Propriété 3.15. Homogénéité du barycentre
Soit n un entier supérieur ou égal a 1, et (Ai; &i)icign Un systeme de n points pondérés de E possédant
un barycentre G. Soit k un réel non nul.

Alors, G est barycentre du systeme (Ai; Kot )i<i<n -
_ J

( )

Propriété 3.16. Associativité du barycentre

Soit n et p des entiers telsquep >3 et2>2p>n—1

Soit (Ai; oi)icign Un systeme de n points pondérés de E possédant un barycentre G.
P

On suppose de plus que la somme Z o est non nulle ; soit G’ le barycentre du systeme (Ai; &i)i<i<p-

i=1

P
Alors G est le barycentre du systeme {(G’, Z )5 (Apgty Xp1); - 5 (A, )l

i=1

3.5 Coordonnées barycentriques
3.5.1 Dans le plan

Donnons-nous trois points A, B et C non alignés dans le plan et rappelons la dernicre propriété du paragraphe
2.2:

Soient A, B et C trois points non alignés. L'ensemble des barycentres des points A, B et C est le plan (ABC).
Ceci signifie que pour tout point M du plan , il existe un triplet (o; 3;y) de R® tel que M est le barycentre
{(A, &), (B, B); (C,¥)}-
(=

e

~

Définition 3.6. Le triplet (o 3;7y) est appelé coordonnées barycentriques de M.
Un point donné possede donc une infinité de coordonnées barycentriques en vertu de la propriété
d’homogénéité du barycentre.

S J
Il est possible de contourner ce probleme grace a la définition suivante :
s )

O
Définition 3.7. Tout point M possede un unique triplet de coordonnées barycentriques dont la somme
est égale a 1. Ces coordonnées sont les coordonnées barycentriques normalisées de M.

J
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3.5.2 Dans lespace

Cette partie est laissée en exercice au lecteur et n'est quune réécriture de ce qui précéde. Il convient de

prendre pour base quatre points A, B, C et D non coplanaires.

3.6 Ensembles de niveau

i
Définition 3.8. Soit f une application de E dans R et k un réel.
On appelle ensemble de niveau k 'ensemble des antécédents de k par f.

3.6.1 Etude de f(M) =Y oMA;’
i=1

Nous reprenons ici les notations de la partie précédente.
Lemme

mn - n -
V(M,M") € E%, (M) = () a)MM”? +2MM’" - (3 asM'A;) + f(M’)
i=1

i=1

Démonstration . Laissée en exercice. Utiliser les égalités suivantes :

AB? — AB% — (AC + CB)? = AC? + 2AC - CB + CB? — AC? + 2AC - CB + CB?

@

n
Théoreme 3.5. Cas Z oy #£0

i=1
Soit G le barycentre du systeme (Ai; &i)i<i<n
L'égalité (2) donne la formule de Leibniz :

YM € E, f(M) = () «i)MG? +f(G).

i=1

Dans le plan :

L’ensemble de niveau k de f est soit I'ensemble vide, soit réduit a {G}, soit un cercle de centre G.
Dans l'espace :

L’ensemble de niveau k de f est soit I'ensemble vide, soit réduit a {G}, soit une sphére de centre G.

\/

n
Théoreme 3.6. Cas Z =0

i=1
e T = . . . .

o Si Z aiM’A; = 0, l'ensemble de niveau k de f est soit I'ensemble vide, soit E .

iT:II .
o Si Z aiM'A; # 0, lensemble de niveau k de f est :

i=1 N

—
dans le plan : une droite orthogonale a Z aM'As;
i=1

D
dans l'espace : un plan orthogonal a Z i M’A;.

i=1

AN

_ MA
~ MB
Soit A et B deux points distincts.

3.6.2 Etude de g(M)
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Théoreme 3.7. 1. Sik<O0

L’ensemble de niveau k de f est vide

2. Sik=1
L’ensemble de niveau k de f est alors :
e dans le plan : la médiatrice de [AB].
e dans l'espace : le plan médiateur de [AB].

3. SikeR—{1}
Soit Gy le barycentre de {(A,1), (B, k)} et Gg le barycentre de {(A,1), (B,—k)}.
L’ensemble de niveau k est alors :
e dans le plan : le cercle de diamétre [G;Ga).

e dans l'espace : la sphere de diamétre [G;Go).

4 Théoreme de Thales

4.1 Enoncé

Si les droites d; et do sont coupées respectivement en A, B, C et en A’, B/, C’ par des droites paralléles,
alors :

AB A'B’
AC A'C’
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Dans le cas ou les droites d; et ds sont sécantes en B, nous pouvons écrire, :

os]

C/

A

O

C/

w|| o
S13
w

>

A

9 Théoreme de Thales et projection

5.1 Définition et propriétés d’'une projection

Soient d; et dz deux droites du plan et soit une direction de droite d, distincte de celle de da. A tout
point M de dj, on peut associer le point M’, intersection de ds avec la droite de direction § passant par M.
Lapplication p : M — M’ est appelée projection de d; sur dy parallelement & & : M’ est appelé le projeté de

M.
s a

Propriété S5.1. ¢ Lorsque d; est de direction b, tous les points de d; ont la méme image par p qui est
lintersection de d; et da. Dans ce cas la projection p est dite constante.

e Lorsque d; n'est pas de direction b, deux points distincts de d; ont des projetés distincts. De plus, tout
point de ds posséde un unique antécédent par p. On dit alors que p réalise une bijection de d; sur dy 3

3.2 Autre version de l'énoncé du théoreme de Thales - réciproque

Pour tout point M de d; et tout point M’ de ds :
—
1. Si M’ est E}projeté de M, l'abscisse de M’ dans le repére (A’;A’B’) est égale a celle de M dans le
repere (A;AB).
2. Réciproquement, si M et M’ ont la méme abscisse dans les repéres respectifs (A’;A’B’) et ( ;/ﬁ),
alors M’ est le projeté de M. En particulier, cela signifie que les droites (AA’), (BB’) et (CC’) sont
paralléles.
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6 Exercices d’application

Exercice 124. Soit ABC et A’B’C’ deux triangles d’'un plan (P) tels que les droites (AA’), (BB’) et (CC’)
soient concourantes en un point I.
On suppose que les droites (BC) et (B’C’) se coupent en Aj, (CA) et (C’A’) en By, (AB) et (A’B’) en Cy.
On se propose de démontrer que les points Aj, By et C; sont alignés.
1. Montrer qu’il existe des couples de coeflicients («, '), (B, ') et (v,v’) tels que I soit le barycentre de :

o {(Aya); (Al o) et o+ =1

* {(Bya);(B',at/)} et B+ B =1

« Gy (Chy ety +v =1

— —
2. Montrer alors que : Bﬁ%—yf =vy'IC'"—B'IB' = (B —y)I—A1>.
En déduire que : (P —y)m +(y— oc)1—15’1> + (o — B)I_Cl) = 6)

3. Conclure.

Exercice 1235. premiere partie

Soit ABC un triangle non isocéle. On appelle (D) la bissectrice intérieure de l’angle A et (Aq) la bissectrice
extérieure de A.

On note I, le point d’intersection de (D) et de (BC), A’ le pied de la hauteur issue de A, Hg et Hc les
projections respectives de 15 sur [AC] et [AB]. On note BC =a, AC=b et AB=c.

1. Exprimer de deux facons différentes les aires des triangles ABI, et ACI,. Montrer que I,B et [C sont
respectivement proportionnelles a ¢ et b dans le méme rapport.

2. Montrer que I, est barycentre des points B et C affectés respectivement des coefficients b et c.

3. Montrer que (A,) coupe (BC) en un point J, extérieur a [BC]. Montrer que J, es barycentre du systeme

{(B,b); (C;—c)}.
Deuxiéme partie

1. Soit (Cq) l’ensemble des points tels que : ;t/l/l—(Bj = %
Montrer que (Cq) est le cercle de diamétre [I,]q], et qu’il passe par A. On notera Q, son centre et on
l'appellera cercle d’Appolonius relatif au sommet A.

2. Montrer la relation suivante : QgB x QqC = Qqla? = QqJd>

3. On définit de méme (Cyp) et (C.). Dans la suite, on suppose que a < b < c.

(@) Montrer que les cercles (Cq) et (Cp) sont sécants. On appelle K et L leurs d’intersection.

(b) Montrer que les points K et L appartiennent a (C.). En déduire que le trois cercles d’Appolonius
sont sécants en K et L.

(c) Montrer alors que Qj, Qg et Q3 sont alignés.

Exercice 126. Dans le plan on considere un triangle ABC rectangle en A. Soit a un réel strictement positif.
On suppose que AB = a et AC = 2a. Soit I le milieu de [AC].

1. Soit J le barycentre de {(A, 3); (C;—1)}. Montrer que A est le milieu de [I]].
2. Déterminer le point G barycentre des points A, B et C affectés des coefficients 3,2 et -1.

3. Déterminer l'ensemble des points tels que :
3AM? + 2BM? — CM? = 6a”.
i On pourra remarquer que I appartient a cet ensemble.

Exercice 127. Résolution mécanique d'une équation du troisiecme degré. Machine de D’Alembert.
Le mécanisme ci-dessus permet de déterminer une valeur approchée de l'équation du troisieme degré

ax®+bx? +ex+d=0,

les coefficients a, b, c et d étant positifs.
Les points A et B sont distants de a . La parallele a l'axe des abscisses passant par A coupe la droite A en
A’ et la droite (A’B) coupe A’ en Aj.

1. Expliquer pourquoi cette solution possede nécessairement une solution réelle.
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2. Montrer que aX =FB
3. Expliquer les constructions des points suivants et montrer en utilisant lalgorithme de Horner que
GD = P(X) avec P(x) = ax® + bx? + cx + d.

4. Réaliser cette figure sur géogebra en testant des valeurs simples des coefficients de cette équation. En

faisant varier la droite A’ vérifier que ce procéder permet de déterminer une solution de l’équation du
troisieme proposée.

A AN
A A’
a=AB .
b= BC F 1 B
c=CD B
d =DE 1 B, c’
c
G o D’
D
L A
/
x =X x =1

§
(e T
.

r
Aty
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Onzieme partie
Suites récurrentes linéaires d’ordre 2

Définition 0.1. Soit (a,b) un couple de R x R*.
Une suite u est récurrente linéaire d'ordre 2 si elle satisfait a la relation de récurrence suivante :

vn € N, Uny2 = auny +buy (E)

Exemple : suite de Fibonacci (cf. cours).

1 Quelques propriétés

Etant donné un couple (a,b) de R x R*, notons U l’ensemble des suites u vérifiant la relation (E).

1. U n’est pas vide.
Preuve : la suite nulle appartient a U qui n'est donc pas vide.

2. La donnée des deux premiers termes ug et u; définit une unique suite de U .

3. U est stable par combinaisons linéaires :
V(,B) e R% (u,v) e U= au+pve U.

4. Une suite géométrique de raison q non nulle appartient a U si et seulement si g est solution de l'équa-
tion x> = ax +b.

Preuve : D’apres la propriété précédente, nous pouvons poser uy = 1.

VneN,q“*z:aq““—i-bq“(:)q“(qz—aq—b):Oqi)éo ¢>—aq—b=0

Définition 1.1. : ['équation x> = ax + b s'appelle équation caractéristique.

2 Expression de u, en fonction de n

Soit A le discriminant de 'équation caractéristique x> = ax + b . Trois cas sont a distinguer :

1. A>0
L’équation caractéristique possede dans ce cas deux solutions réelles distinctes 11 et ro et dans ce cas
u appartient & U si et seulement s'il existe (A, ) € R? tel que :

vn e N, uy =Arf" + pury
2.A=0
L’équation caractéristique possede une solution double notée r. Dans ce cas u appartient a U si et
seulement s'il existe (A, ) € R? tel que :

YneN, uy = (An+p)r"

3. A<O
L’équation caractéristique possede deux solutions complexes conjuguées w et w. Posons r = |w| et
0 = argw. Dans ce cas u appartient a U si et seulement s’il existe (A, 1) € R? tel que :

vn e N, uy = Ar" cos(nd) + pr™ sin(no)

1z Remarque : Dans les trois cas ci-dessus, le couple (A, i) est déterminé a partir des valeurs des deux
premiers termes de la suite u (cf. infra).
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3 Exemples

Etudier les suites suivantes :

L unio=—un+2uy, up=0, 4y =3.
L’équation caractéristique est x> +x — 2 = 0. Elle admet pour solutions les réels 1 et —2.
Par conséquent :
YneN u, =A+u(—2)"™.

En remplacant n par 0 puis par 1, nous obtenons le systéme suivant :

A+ pn=0
A—2u=3

Donc A=1et p=—1
Conclusion : Vn e Nyu,, =1—(—2)™.
2. Upy2 =6Uun1—9uq , up =95, Wy =6.
L’équation caractéristique est x> — 6x + 9 = 0. Elle admet pour solution double le réel 3.
Par conséquent :
vneN, u, = (A+ un)3™.

En remplacant n par 0 puis par 1, nous obtenons le systeme suivant :

A =5
3(A+un)=6
Donc A=5et u=-3.
Conclusion : ¥n € Ny uy, = 3"(—3n +5).

3. Uni2=—"9%uUn , wp =95, =1
L’équation caractéristique est x> + 9 = 0. Elle admet pour solutions 3i et —3i.
Par conséquent :

vn e N, uy, =2A3"cos (n%) + u3" sin (n%)

En remplacant n par 0 puis par 1, nous obtenons le systeme suivant :

A =5
3u=1

Donc A=5et u=

W] =

1
Conclusion : Vn € N, u,, =5- 3™ cos (n%) + 3 3" sin (ng)
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Douzieme partie

Les symboles 2 et T1

1 Définition des notations

ai, - -+, 0y €tant n nombres réels ou complexes, on pose :

n n
E ax =a;+ -+ an et ||ak:a1><---><an.
k=1 k=1

N.B : k est l'indice. Il peut étre remplacé par toute autre lettre non utilisée par ailleurs (on parle d’ indice

muet). Ainsi :
Zak = Zal = Zaj'

j=1

3
Exemple : Z <Ha > = Z ay alz‘ag) = aiagas + a%a%a% + afagag.

k=1 k=1

2 Propriétés

1. Nombres de termes : Soient m et n deux entiers naturels tels que m < n.
mn mn

Les expressions Z ax et H ay possedent n-m+1 termes.
k=m k=m

2. Propriétés calculatoires :
n n

(@) kZ xay) = ocZak et i ay + by) :éaﬁébk
®) (Z ak> (f) 5 (Zakq)

k=1 i=1 k=1

(©) H xay) = cx“Hak et H(akbk) = (H ak> (ku>
k=1 k=1

k=1

(d) nxlmm (ax) <Zak> n x max (ax)

1<k<n

3 Changement d’indice

n

Considérons la somme Z ak et effectuons le changement d’indice q =k + 1.
k=1
k allant de 1 a n, l'indice q prendra toutes les valeurs de 2 & n+l. Puisque k = q — 1, il vient :

De méme, en posant d’une part j =k —1 et i =n —k d’autre part, on obtient les égalités suivantes :
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4 Applications

1. Suites télescopiques

n-+l1

E ak+1*ak—§ Ar+1— E ak—z ak*E ak—E Ak + An41 — E ax — Q1 = Qn4+1 — Qag.

2. Somme des termes d’indices pairs, d’indices impairs

n €(3) £(2r)
Z ax = Z azk + Z Agk+1
k=0 k= K=

—— ———

somme des termes d'indices pairs ~ somme des termes d’indices impairs

3. Calcul de S =) k.

k=1
n

Considérons la somme S’ = Z(k +1)%2 — k2.

k=1
e En développant lU'expression ci-dessus, nous obtenons :

s':i(zkﬂ) :2ik+i1:251+n (1).
k=1

k=1 k=1

e En scindant S’ en deux sommes et en effectuant un changement d’indice, nous obtenons d’autre part :

n n—+1

S/ = K=Y { k? = —1=nn+2) (2.
2 (ki Z Z Z
k=1

En combinant les egalttes (1) et (2) nous obtenons :

1
25+n=n(n+2) soit: S= %
9 Exercices
Exercice 128. Factoriser puis calculer la somme S = Z Z
i=1 j=1
ok
E ice 129. Simplifi —_—
xercice implifier 1:[1 2
n
1)(2 1
Exercice 130. 1. Démontrer que Zkz = n(n+ 23( nt )-
k=1
n
Trouver une formule analogue pour Z K3.
k=1
2. Déduire 'expression en fonction de n des sommes suivantes :
@ Y G+P=) [ D G+»*|. W Y §oo i ) min(ij).
1<i,j<n i=1 \ j=1 I<i<j<n I<i<j<n
P

k!
Exercice 131. On pose pn, = n;'o Montrer que pour tout 1 <k<n—2,on a:

k! 1
n " nn-1)

En déduire un encadrement de p,. Montrer que la suite p converge et déterminer sa limite.
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Exercice 132. Pour tout n entier naturel non nul, on pose :

- 4
tn :kZ:lk(k+1)(k+2)'

1. Ecrire un algorithme permettant de déterminer la valeur de w,, , la valeur de n étant déterminée par
lutilisateur.

2. Trouver trois réels a, b et ¢ tels que :

Wm0, — S ¢, b ¢
ok(k+D(k+2) n o on+l n+2

3. Simplifier Uexpression de w, puis calculer la limite de cette suite.

+oo

. 1
Exercice 133. Calcul de ) -
k=1
n
Le but de cet exercice est de montrer que la suite u définie pour tout n supérieur ou égal a 1 parZ 0 est
k=1
+oo
convergente et de déterminer sa limite, notée Z ok
k=1
Partie A
1. Démontrer que :
. 1 1 1
vn € N¥, — =

nn+1) n o on+l

2. En déduire une expression simple des termes de la suite (vy)nen+ définie par :

n
1
vn € N* vnzzi-
— k(k+1)

(v est un exemple de suite télescopique).

Montrer que v est convergente et déterminer sa limite.
3. (a) Montrer que la suite (u,)nen+ est strictement croissante.
(b) Montrer que :
vn € N iz < #
n nmn+1)

En déduire une majoration de u, pour tout entier naturel strictement positif, puis que (Un)nen=
converge vers un réel [ inférieur ou égal a 2.

Partie B : Détermination de [
1. Soit & un réel appartenant a lintervalle {O; 5} et 1 = 2p + 1 un entier naturel impair.

Calculer sin(no) en fonction de sin(x) et de cos .
En déduire que :

vn € N, nimpair = sin(na) = sin™ « [( 711 )cot“loc— < g )cot“3a+ < g )cot“5oc+---] .

n
2. Démontrer que les racines du polyndome P tel que P(X) = Z < giii ) XP~¥ sont les réels
k=1
9 KT 9 k7T
Xk = cot = cot® —
2p +1 n

avec k € [L;pl.

1
3. En déduire une factorisation de P(X) et montrer que la somme des racines de P est égale a é(n —
(n—2).
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1
4. Sachant que : « € {O; g] = (sina < o < tan «) et <s'm2 =1+ cot? oc) ; montrer que :
x

1 P oon\?2 o1
é(n—l)(n—2><kzl(ﬁ) < gn=Dn+1.

5. Déduire de cette double inégalité que :

k2 6’
k=1
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Treiziecme partie
Exercices de dénombrement

1 Ensembles finis.

Exercice 134. Soit E et F deux ensembles finis non vides disjoints. On pose n= Card E et p= Card F.
Montrer qu'il existe une bijection de EUF sur [1;n + p].
En déduire que Card (EUF) = CardE + CardF.

Exercice 135. Dans une classe de 28 éléves sportifs, 20 pratiquent le football et 13 le rugby. Combien
d’éléves de cette classe pratiquent ces deux sports a la fois?

Exercice 136. Un vendeur de chaines HI FI propose :
e 3 modéles de platines dont une de marque européenne,
e 4 modéles d’ampli-tuner dont 2 de marque européenne,
e 5 modéles d’enceintes dont 2 de marque européenne .

1. En supposant que tous ces matériels sont compatibles, combien de chaines différentes peut-on lui
acheter ?

2. Combien y a-t-il de choix possibles pour un client désirant qu'au moins 2 des 3 composants de sa
chaine soit de marque européenne ?
Exercice 137. Soit lentier n = 2¢3°5¢7¢ avec (a,b,c,d) € (N*).
1. Quel est le nombre des diviseurs de n?
2. Quel est le nombre de diviseurs de 169 047 648 ?

Exercice 138. Soit n un entier naturel donné.
1. Dénombrer le nombre de solutions dans N? de l'équation x+y=n.

2. Méme question pour l'équation x+2y=n (on distinguera les cas n pair et n impair).

2 Applications d’'un ensemble fini dans un autre. Combinaisons, Ar-
rangements.

Exercice 139. Soit E ={x,y,z,t} et E' ={a,e,1,0,u}.
1. Déterminer le nombre d’applications de E dans E’, de E’ dans E’, de E dans E, de E’ dans E.

2. Peut-on définir une surjection de E dans E’, de E’ dans E’, de E dans E, de E’ dans E? Si oui, donner
un exemple.

3. Mémes questions pour une injection.

4. Mémes questions pour une bijection.

Exercice 140. Combien existe-t-il de nombres entiers de quatre chiffres pris parmi 1,2,3,4? Quelle est leur
somme ? Mémes questions pour les nombres entiers formés de quatre chiffres distincts pris parmi 1,2,3,4.

Exercice 141. Une assemblée de vingt personnes doit élire un bureau composé de quatre membres : un
président, une vice-président, un secrétaire et un trésorier. Quel est le nombre de bureaux possibles ?

Exercice 142. Quel est le nombre de mots de 6 lettres que l'ont peut former avec les lettres du mot CHAISE
ayant 6 lettres distinctes, puis au plus 6 lettres distinctes ?

Exercice 143. De combien de manieres peut-on ranger cing objets différents dans 3 boites ? (une boite peut
contenir de 0 a 5 objets).

Exercice 144. Un numéro de téléphone comporte 7 chiffres. Déterminer le nombre de numéros de téléphone
possibles.

Exercice 145. On considere trois personnes voulant manger chacune un gateau. Il y 5 gateaux, combien y
a-t-il de choix possibles ?
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Exercice 146. Quatre garcons et deux filles veulent s’asseoir sur un banc. Sachant que les deux filles veulent
rester Lune a coté de lautre, déterminer le nombre de maniéres de les disposer.

Exercice 147. Quatre filles et trois garcons veulent s’asseoir sur un banc. Déterminer le nombre de dispo-
sitions possibles :

1. si les garcons sont les uns a codtés des autres ainsi que les filles.

2. dans le cas contraire.

Exercice 148. Dix coureurs courent pour trois médailles (or, argent, bronze). De combien de facons peut-on
attribuer ces médailles ?

Exercice 149. Quel est le nombre de poignées de mains échangées lorsque dix personnes se rencontrent et
se saluent?

Exercice 150. De combien de manieres peut-on constituer un comité comprenant 2 femmes et 3 hommes
dans une société contenant 15 femmes et 20 hommes ?
Exercice 151. Une "main" est un ensemble de 8 cartes d'un jeu de 32. Combien existe-t-il de mains :

1. contenant exactement 2 piques ?

2. contenant 3 piques, 2 carreaux, 2 trefles ?

3. contenant 4 valets?

4. contenant au moins 6 coeurs ?

Exercice 152. Combien de nombres distincts de 4 chiffres peut-on former en n’utilisant que 2,4,5,6,8 et 9?
Répondre a cette question en supposant que ces chiffres sont utilisés qu'une seule fois.

Exercice 133. Un jeu de cubes pour enfant comporte 12 cubes permettant de former 6 images.
De combien de facons peut-on disposer ces cubes, en tenant compte de la position de chaque cube, de la
face supérieure et de l'orientation de cette face ?

Exercice 154. Une association sportive compte dix coureurs de 100 m. Combien peut-on former d’équipes
de relais 4x100m ? (Uordre des coureur est a considerer). Combien y a-t-il d’équipe comprenant un coureur
donné?

Exercice 133. 1. Dans un lot de 20 piéces fabriquées, on en préléve 4. De combien de facons différentes
peut-on faire ce prélévement ?

2. On suppose que sur ces 20 piéces, 4 sont mauvaises. De combien de facons différentes peut-on faire le
prélévement dans les cas suivants :

(@) Les 4 piéces sont bonnes;
(b) l'une au moins est mauvaise;

(c) deux au moins sont mauvaises ?

Exercice 156. On considere un jeu de 52 cartes. dénombrer le nombre de mains de 13 cartes :
1. en tout,

comportant les 4 dames,

comportant le valet de carreau et le roi de coeur,

comportant 3 piques dont l’as,

comportant au moins 5 coeurs,

ne comportant aucun trefle et comportant au moins 4 coeurs,

NS Uk wN

comportant 7 coeurs au plus.
Exercice 157. On range n dossiers numérotés 1,2,... ,n dans n tiroirs numérotés aussi de 1 a n (on dispose
un dossier et un seul par tiroir).
1. Dénombrer les différents rangements possibles .
2. Dénombrer les rangements suivants :
(@) le dossier numéroté i est dans le tiroir numéroté i

(b) les dossiers i et j sont respectivement dans les tiroirs i et j (i<j)
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(c) les dossiers 1y, ---,1, sont respectivement dans les tiroirs iy, --- ,i, avec
Lh<ig<- - <in

Exercice 158. Soit un ensemble E de cardinal n (n>2) et a un élément donné de E.

1. On classe les arrangements d’'ordre p de E (I<p<n) selon le critere suivant :
e ceux contenant a
e ceux ne contenant pas a.
. —1
En déduire que AR =pAP |+ AP .
Vérifier cette formule par le calcul.

2. En déduire une méthode de calculs des coefficients AR en construisant le tableau suivant jusqu'a la

ligne 7 :
n p|l] 2 3 4
1 1
2 2| 2
3 3|6 | 6
4 4 112 |24 | 24

Exercice 159. Soit E un ensemble de cardinal n (n > 1), et a et b deux éléments de E. Soit p un entier
naturel tel que 2 < p < n.

On classe les parties de E a p éléments de la facon suivante : celles qui ne contiennent ni a ni b; celles
contenant un et un seul des éléments a et b; celles contenant a et b.

En déduire la relation (7) = (",%) +2(32}) + (023)

Exercice 160. Déterminer le nombre de diagonales d’'un polygone convexe a n cotés (n>3).

. . .. P .
Exercice 161. Soit P,, = Al, + A2 + ... + AT, Montrer que la suite de terme général ﬁ est croissante et
majorée. '

o/ xPH
Exercice 162. Reconnaitre la fonction polynome x — Z ( ) .

= \p/ptl

mn
1
En déduire la somme Z —_— (n)
—p+1\p
p=0
n

Exercice 163. Reconnaitre la fonction polynome x — Z <n) pxP L
p=1

n
En déduire la somme Z P C}l)
p=1

3 Dénombrement et probabilités.

Exercice 164. Une urne contient 5 boules, 3 blanches numérotées 1,2, 3 et 2 noires numérotés 4 et 5. On
tire deux boules.

1. Proposer un univers correspondant a ce probleme et vérifiant ’hypothese d’équiprobabilité.

2. Déterminer les probabilités des événements suivants : A : " les 2 boules sont blanches" , B : "les 2
boules sont noires"”, C :" les deux boules sont de couleurs différente" et D :"les boules sont de méme
couleur".

Exercice 163. Une boite contient 10 piles électriques dont 5 sont défectueuses. On tire au hasard deux
piles. Calculer la probabilité pour que :

1. Aucune pile tirées ne soit défectueuse.
2. Exactement une pile est défectueuse.
3. Au moins une pile est défectueuse.

Exercice 166. Un ascenseur dessert 8 étages. Six personnes prennent cet ascenseur au rez-de-chaussée.
Trouver la probabilité de chacun des événements suivants :
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1. Deux personnes au moins descendent au méme étage.
2. Deux personnes au méme étage, les autres descendent chacun a des étages différents et différents du
précédent.
Exercice 167. On tire cing cartes, au hasard, d'un jeu de 32 cartes. Quelle est la probabilité d’avoir :
1. Vas de coeur
2. un as et un seul.
3. deux as exactement.
4. au moins un as.

Exercice 168. En jouant avec 3 dés discernables, de combien peut-on obtenir une somme de points égale a
77? et & 24? Quelle est la probabilité en jetant 3 dés pour que la somme soit multiple de 7?

Exercice 169. On tire successivement deux boules dans une urne qui contient a boules noires et b boules
blanches. Quelle est la probabilité pour que la seconde boule soit noire ? On envisagera les deux cas ou les
tirages s’operent avec et sans remise.

Exercice 170. D'un jeu de 32 cartes, on tire quatre cartes une a une et on les dispose dans l'ordre ou elle
apparaissent. Quelle est la probabilité pour que la derniere carte et celle-la seulement soit une dame ?

On reprend le tirage de quatre cartes en remettant la carte tirée dans le paquet apres chaque tirage. Quelle
est la probabilité pour que la derniere carte et celle-la seulement soit une dame ?
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Quatorzieme partie
Rédaction

1. Le théoreme des valeurs intermédiaires.

Soit ¢ une fonction définie et dérivable sur R dont les variations sont résumées dans
le tableau suivant :

—4
X —00 ? 1 +00
' (x) + 0 — 0 +

Démontrer que l'équation d(x) = 6 possede une unique solution.

= Penser a utiliser le théoreme des valeurs intermédiaires des que l'énoncé commence
par " Démontrer que l'équation f(x) = --- possede - - - solution(s) sur ---". Cette phrase
sous-entend le plus souvent que L'équation ne peut étre résolue explicitement.

i Dans la plupart des cas, il sera nécessaire d'utiliser le théoreme des valeurs
intermédiaires appliqué aux fonctions strictement monotones, appelé plus sim-
plement théoreme de la bijection

i Mettre une hypothese du théoreme par ligne en la faisant précéder d’ un e .

1. Dapnes le tallean de vaniations de ¢ celtte denmizne admet poun maimum
anaQamSNm]—oo;l]:E’écwah(ynMx):Gme/Pm@dewdgxm&xho/nm
2.« $a fonction ¢ esk déninable dome comtimue aun [1j+ool.
o ¢ esk abnictement croissambe sw [1;+o0ol.
o ¢ < [I;4o00[>= [—1;4+00[ donc 6 wrur«mbwnk b < [1;4o00[>.
Dome dapes le theorome des volewns imbenvmedianes appliqué ance fomctions
sbrickement monotones, Uéquation ¢(x) =6 possede wne umique aclukion aun
[1; 400l
Conclusion : Lequation ¢(x) =6 possde wne unigue sclukion sun R.

2. Le raisonnement par récurrence

Plusieurs rédactions sont possibles. Vous pouvez bien entendu garder celle que vous
avez apprise en lere S.

Il vous est aussi possible d’adopter celle-ci :
Exemple Soit la suite définie par :

uoz
VTL}O,'LLn_H: uﬂ+1

Montrer que la suite u est strictement croissante.

107



Nous allons démontrer par récurrence que la proposition P(n) : "u,;; > u, > 0" est
vérifiée pour tout entier naturel n, ce qui permettra de conclure.

== Un raisonnement par récurrence se fait en deux temps distincts :

e l'initialisation;

YD L4

= Attention a ne pas mettre de quantificateur portant sur n dans la proposition.
Toute récurrence dans laquelle sera posée : P(n) :"Vn---" ne sera pas notée.

En effet, que signifierait cette proposition en remplacant n par 1? Rien du tout!

Une étude préliminaire simple montre que la fonctionf : x — /x 4+ 1 est strictement
croissante sur [0;+ool.

@%, .
w = Vg F1= V2

@qul>uoekdmﬁaW@LéP(n)e&twugiéeanzl.

e Renedite

?Mﬁnmanﬁm%ﬂaqu&uﬂ+l>%>0.
&gmmf%twmmmmm;m[&@@&wlauﬂ
a/ruruw\l’,err\amtdz;etmtermmpﬂe,iﬂwim\t:

f(uns1) > fluy,)

Unt+2 > Unyg
£a@w@3émtdmmwiewu%éemm%n+l.

neN:u, g >u, >0.

. Géométrie dans l’espace

Voici le sujet de Liban 2015. Choisi car elle regroupe les principales questions clas-
siques en géométrie dans l'espace.
ABCDEFGH est un cube.
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F- § i
: L
LA ....................... D
I /
B K C

I est le milieuw du segment [AB], J est le miliew du segment [EH], K est le milieu du
segment [BC] et L est le milieu du segment [CG].

H
On munit l'espace du repere orthonormé (A ; AB, AT3, ﬁ)

(@) . Démontrer que la droite (FD) est orthogonale au plan (IJK).
il. En déduire une équation cartésienne du plan (IJK).
(b) Déterminer une représentation paramétrique de la droite (FD).

(c) Soit M le point d'intersection de la droite (FD) et du plan (IJK). Déterminer les
coordonnées du point M.

(d) Déterminer la nature du triangle IJK et calculer son aire.
(e) Calculer le volume du tétraedre FIJK.
(f) Les droites (IJ) et (KL) sont-elles sécantes ?

Dans la rédaction qui suit, les commentaires sont €crits en gras et ne doivent pas
apparaitre sur une copie.

L’espace est muni d'un repere, il faut donc commencer par donner les coor-

données des points de la figure. A noter que les coordonnées des milieux des
segments peuvent étre données directement sans justifier.

(o) Dams le nepere onthomonmé domme, les poimks de o figune omt les coondommées
ausambes

A(0,0,0)  B(1,0,0) C(1,1,0) D(0,1,0) E(0,0,1) F(L,0,1) G(L,1,1) H(0,1,1)
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Lo drsite (FD) aﬁzmﬂw%wu& au plam (17K) si ek seulement ai som weckeun
dinectewn FD esk & deusc veckeun mom coliméaines de (17K). Les coon-
dommées des vectewns Tf ek TK me somt pas popenbionmelles : ces deuse weckeuns
me sont done pas coliméaines.

Daukre pant
— = 1 1
FD.IJ] = §+§—1
soil
FD.IJ = 0
@em@me:
— = 1 1
FD.IK=—5+5+0
Geit : FD.IK = 0.
Lo droite (FD) esf dome onthogomales & deus droites diskimetes du plam (1K)

sécambes em 1.

Conclusion : Ha dnoite (FD) e&tdmohfp\ogwmge /r\QamI]K
il. £BW@MM&MWM,WW@/PQGH\ (IJK) e&td&Q&@oﬁm\e

—Xx+y—z=k.
Onﬁewlwmkdw/@m,dmwmwmwémg&mtﬂlw
decer,&uku :

—X1+U1+Z1:k

1
— —z+4+-=0.
xty-—z+g

(b).

M(x;y;z) € (FD) & dteR m = tF_D>.

X = xp—1
M(x;y;z) € (FD) & Fte Ry = ye+t

z = zp—t

@W%MTWWWW@QQM(FD)%t
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y =t telR
z = 1—t

©).

x = 1—t
y =t
M(xy;z) € (FD) N (IJK) & 3t e R O
z = 1—
y—2z g — U
)
x = 1—t
y =t
1) &
z = 1—t
—14+t+t—1+t % = 0.

X =
HDey =

z =

n
L
f
f
5

2°2°2

(d). %hQAAmu) de meuvean Ql@or\rw,&mofrx amp/ghque du /[modxut Acaﬂaime damas

@W;£QW&MM<111>.

J.IK =0
@W:geW(HK)e&tW\ﬁﬁeml.
@wdeedét@mWLQ’mdecebuamﬁﬂe

_ xIK
A(IJK) = 5
£erwr\?)mélian¢oflhpwmfmné:
1 1 V6 11 V2
(eeo[ukdmvne:
V62
A(IJK) = 22
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Goik -
A(IJK) = ?

(e).
V(FIJK) = % x A(IJK) x FM.

Clewlons lo Rauteur. FM relabivve & la fase (1JK)

Dowr
v - B B, 1
Soik -
V(FIJK) = =

cantemanmede(UK b‘wwuee/r\necedammant £e/|ﬂmntl_a/ruruof\hankdmwau
/ruﬂam (IJK). £ebdjw¢eb(1]) ek (KL) Md@mc@T\QwW

@Imw,ﬂwmﬁeﬁKmeme&/ﬂm&mmM@nﬁm
Conclusion : Hes droites (IJ) ek (KL) somk aécambes.

4. Un autre exercice de géométrie dans l'espace : Sujet de La B}éunion Septembre
2010 L’espace est rapporté au repere orthonormal (O, T>, T>, k).
On considere les plans P et Q d’équations respectives :

x+y+z=0 et 2x+3y+z—4=0.

(a) Montrer que l'intersection des plans P et Q est la droite D dont une représentation
paramétrique est :

x = —4-2t
y = 44t ou t est un nombre réel.
z = t

(b) Soit A un nombre réel.
On considere le plan Py déquation : (1—A)(x+y+2z) +A(2x+3y+z—4) =0.
i. Vérifier que le vecteur T(1+A; 1427 1) est un vecteur normal du plan P,.

ii. Donner une valeur du nombre réel A pour laquelle les plans P et P, sont
confondus.

iil. Existe-t-il un nombre réel A pour lequel les plans P et P, sont perpendiculaires ?

(c) Déterminer une représentation paramétrique de la droite D’, intersection des plans
P et P_l.

Montrer que les droites D et D’sont confondues.
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(d) Dans cette question, toute trace de recherche, méme incomplete, ou dinitiative
méme non fructueuse, sera prise en compte dans l'évaluation.
On considere le point A(1; 1; 1).
Déterminer la distance du point A a la droite D, c’est-a-dire la distance entre le
point A et son projeté orthogonal sur la droite D.

Rz :
Xx+y+z =0

() M(x 5 y 5 2) €PNQ &= .
2x+3y+z—4 = 0

gm/ruy_\amtzzt,t € R,Qewgbtéjmedauiﬁnt:

x+y = —t 2x+2y = -2t y = 4+t
2x+3y = 44—t 2x+3y = 4—t &1 2x+3y = 4—t
z = t z = t z = t
y = 44+t y = 44t y = 4+t
&4 2x = 4—-1—-12-3t & ¢ 2x = —8—-4t & x = —4—2t out
z = t z = t z = t
@wﬂ%ﬁWWdWMDM&M
(4 ; — 0) ek de veckeur. dineckewr (1 ; s 1),

(B) i M(x; y; 20€Pr &= 1—-A)(x+y+2) +A2x+3y+z—4) =0
1+A)x+(14+2N)y+z—4Ar=0.

%mweot@tﬂmevmance/rmﬂameatﬁ)1+7\' 1+2A 5 1).
M£@MPaPAMWWMaWW¢ les coefflicients de




x+y+z = 0
{ —y+z = —4
Tossmns z =1, uGune[),cmw[ue £embu¢amdm}wnt
x+y+u = 0 x+y = x = —2u—4
—y+u = —4 — y = u+4d y = u+4
z = u z = u z = u

o St M(x; y z)wn/r@mtdeD.OmAaitaﬂo%aruex+y+z:01i
2x+3y+z—4 =0, mais alorw (1—=A)(x+y+z) +A(2x+3y+2z—4)=0+0=0 :
mwmmm¢d¢tm¢4wm¢deD(hmu &J’&(Qaiumqwm¢de
P)\,dofncmqmnblux&mng_l.

Conclusion D est o droite auz plams P et Py,

(d) Soif H e K les pojets othogonaus de A nespectivement aun P et Py
mu&w%%m%WJ@AmmD

bes poimbs A, H, K ek T sont coplamaines : ils appanbiennent an plam
4mmwmmﬂpapwmmMA() MMWwMMMmd
Le quadnilabene AHIK est dome um n&iamék.

1+1+1 3

On o d(A, P)=AH— _LELFU 3 _ =
|—1+1+4] 4

d(A, P_) =AK = T V_ =2V2.

AP = AH?2 + AK2=3+8 =11, donc :
d(A, D) =AI = VIl.
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Quinzieme partie
Exercices avec prise d’initiative

Exercice 171. Dans un repére orthogonal, on note C la courbe représentative sur R* de la fonction x +— x3.
Pour tout nombre réel p, on note (D;,) la droite déquation y = 2p?x — 1.
Déterminer, suivant les valeurs de p, le nombre de points d’intersection de ces deux courbes.

Exercice 172. L’équation xY = y* possede-t-elle des couples solutions formés de nombres irrationnels
distincts ?

Exercice 173. On considere une famille (ai)icigcn de n entiers strictement supérieurs a 2.

Déterminer la plus petite valeur de n afin qu'une table donnant les valeurs a une précision arbitraire des
réels In(ai)icign permette de déterminer grace a une calculatrice "4 opérations” les valeurs approchées de
tous les réels Ink avec 2 < k < 100.

Exercice 174. Déterminer le nombre de tangente a la courbe C d’équation y = xe*"!41 passant par Lorigine
du repere.

Exercice 1735. Une émission de télévision a relayé une étude montrant que certaines marques vendent du
thé contenant une dose de pesticides dépassant les doses maximales autorisées.

Un commercgant sait que cette information va avoir un impact sur les ventes des marques incriminées. Ce
commerc¢ant achete 80% de ses boites chez un fournisseur A et 20% chez un fournisseur B.

10% des boites du fournisseur A et 20% de celles provenant du fournisseur B contiennent une does de
pesticides dépassant les doses maximales autorisées.

Lors du prélevement au hasard d’une boite du stock du grossiste, on considere les événements suivants :

e A : " La boite provient du fournisseur A";

e B : " La boite provient du fournisseur B";

¢ S: " La bolte présente des traces de pesticides".

1. Traduire 'énoncé sous forme d'une arbre pondéré.
2. Que représente l'événement BN S ?

3. Un ami du commercant considéré lui explique que pour 88% des boites de thé qu’il vend, la dose de
pesticides ne dépasse pas les doses maximales autorisées. Justifier ce résultat.

4. Le magasin étant réputé et le stock important, les clients achetent souvent les boites de thé par lots.
Lorsqu'on prend 10 boites de thé au hasard chez ce commercant, on peut assimiler le prélevement a
un tirage aléatoire sans remise compte tenu du stock important.

Quelle est la probabilité que, sur un lot de 10 boites prélevées au hasard, au moins huit ne contiennent
pas une dose de pesticides dépassant les doses maximales autorisées ?

5. A des fins publicitaires, le commercant affiche sur ses plaquettes "97% de notre thé est garanti sans
pesticides". Un inspecteur de la brigade de la répression des fraudes souhaite étudier la validité de
laffirmation. A cette fin, il préleve 200 boites au hasard dans le stock du commercant et en trouve 23
dont la dose de pesticides dépasse les doses maximales autorisées.

Au vu de ces résultats, quelle peut étre la réaction de cet inspecteur ?

Exercice 176. m désigne un parametre réel. Donner le nombre de solution de l'équation e* = mx.
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Seizieme partie
Pot-pourri

Merci & Mathman
94 A
Exercice 177. f:Cw— C,f(z) = IZZ%
1. Déterminer le domaine définition D de f.
2. Montrer que si z est dans D , f(f(z)) = z. déterminer f~! la fonction réciproque de f.
3. Onpose:w=z—1ietr="Ff(z) —1i
Montrer qu’il existe a,b dans Z tels que w.r = a + ib.
4. En déduire que l'image d’'un cercle de centre i de rayon R est un cercle de méme centre de rayon R’ a
déterminer.
Exercice 178. 1. Déterminer les matrices A de M(2,R) telles que pour tout X dans R? | *X.A.X =0 ol
tX est la transposée de X.

2. Méme question avec A dans M(3,R) telles que pour tout X dans R? , *X.A.X = 0.

Exercice 179. Soit la suite X la suite définie par :

1
X(0) =5 et pour tout entier n : X(n+1) = X(n) + —
X(n)

1. Etudier la convergence de la suite (X(n)).
2. Montrer que 45 < X(1000) < 45,1.

Exercice 180. Montrer qu'il existe une infinité d’entiers relatifs (x,y,y,t) tels que : x> +y% + 2z +t3 = 0.

Exercice 181. Pour A et B dans M3R, montrer que : det(A + B) 4+ det(A — B) = 2det(A) + 2det(B).

1—
Exercice 182. "a" désigne un réel non nul. Calculer la limite de f(x) = w quand x tend vers 0.
Exercice 183. n est un entier naturel non nul fixé.
F(x) = g, 1).9(%,2) ... g(x,m) avee g(x,k) = =S
_g b) 'g bl "'g ) g ) - COSZ(X)

Calculer limite de f en g

Exercice 184 ( fonctions convexes). Partie A
Soit f une fonction définie et continue sur un intervalle 1.
On dit que f est convexe sur I si :

2 = 2

1. (a) Montrer que les fonctions f;: x — xZ et f9: x — e* sont des fonctions convexes sur R.
(b) La fonction f3:x — Inx est-elle convexe sur ]0; +oo[ ?

2. On considére la fonction h définie sur [0;7] par h(x) = —sinx.
(@) Montrer que h est convexe sur [0; 7).
(b) Montrer que :

Vixy) e ;3 x #y = h <x+y) < h(x) +h(y),

2 2

3. Soit f une fonction deux fois dérivable sur R vérifiant :
vx € R, f”’(x) > 0.

(@) Soit xp un réel fixé et g la fonction définie sur R par :

L (x+x0 f(x) + f(xo)
ot =1 (22 - [

Montrer que g est dérivable sur R et calculer g’(x).
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(b) Montrer que si x < xg, g’'(x) > 0 et si x > xo, g'(x) < 0.
En déduire que : Vx € R, g(x) < 0, et que f est une fonction convexe sur R.

Partie B
On considere la fonction ¢ définie sur [0;27] par :

e(x) = s'm;—( + 2sin 2

1. Etudier les variations de ¢ sur [0;27].

2. En déduire l'inégalité :

3v3
Vx €R, o(x) < T‘f
Partie C
Soit O un point donné du plan et R un réel strictement positif donné. Soit ' le cercle de centre O et de
rayon R.

Soit A un point fixé de I" et «, (3, v trois réels positifs vérifiant « + 3 +v = 27 .
On désigne par B et C les points de I tels que «, {3, v soient des mesures respectives des angles (OA, (ﬁ),
(0B,0C). (OC,0A).

1. Calculer en fonction de R, « et 3 le périmetre P du triangle ABC.

2. Montrer, en utilisant les parties A et B que :
P < 2Re(a+ B) < 3RV3.

et que si oc # B, P < 3RV3.
3. Pour quelles positions des points B et C le triangle ABC a-t-il un périmetre maximal ?

Exercice 185. Partie A

1. Comment choisir le triplet (a,b,c) de R® pour que P :x — ax?+ bx + ¢ vérifie :
Vx € R, xP’(x) —2P(x) =07?

f
2. Soit f une fonction dérivable sur ]0;+ool et soit g la fonction définie sur ]0;+oo[ par g(x) = %
e Vérifier que g est dérivable sur ]0;+oo[;

e Démontrer que f vérifie la relation :

vx €]0;4-o0[, xf'(x) — 2f(x) = Inx (1

. . . . Inx
si et seulement si g est une primitive de la fonction x — —3 sur 10; +o0l.
X

: N Inx
3. Déterminer toutes les primitives de x — —— sur RY.
X

4. En déduire I’ensemble des fonctions définies et dérivables sur ]0; +oo[ vérifiant la relation (1).
1+In(x?) 1
Linte) Lo

4 4
Etudier la fonction ¢ et construire sa courbe dans un repere orthonormé.

5. On désigne par @ la fonction définie sur ]0;+oo[ par x — —

Partie B
1

1. Soit A un réel strictement positif fixé. Calculer en fonction de A lintégrale I(A) = J ©(x)dx.
A

2. Montrer que lorsque A tend vers 0, I(A) tend vers un réel a préciser.

3. Dans tout ce qui suit, n désigne un entier supérieur ou égal a 2.

Montrer que pour tout entier k tel que 1 <k <n+ 1, et pour tout x tel que

@ (k—ﬂ) e(x) <o (E)
n n

k
n

N
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et :
1

k=2 k=1
En déduire l'encadrement :
1 1 k 1 (1 1
1= — = — — —
SEMIGEUORIC
k=1
- : . (1 ¢& [k o
4. Déduire des questions précédentes que la suite - Z () o admet une limite finie a déterminer.
k=1 n>2

5. (a) Montrer que :

(b) Etablir les égalités suivantes :
nn+1(2n+1)

n
2
Zk_ 6 ’

k=1

> (D) =n (%) .

n
k=1

(c) Utiliser les résultats précédents pour démontrer que les deux suites (un)m>2) €t (Vn)m>2) telles
n

n 1 n . .
que u, = ﬁ et v, = —1In ol convergent. Calculer leurs limites respectives.
n! :
Exercice 186. 1. Calculer, pour tout entier n > 0 :
1 n—1
X
I, = J dx.
o l1+xmn

2. Soit QO ={1,2,3,4,5,6}, soit & un nombre réel, et p Uapplication de QO dans R définie par :
vne Q, p(n) =nlal,.

Déterminer « pour qu’il existe une probabilité P sur (Q,P(w)) telle que, pour tout n de Q, on ait
P({n}) =p(n).

Exercice 187. [Théoreme de Sylvester]

Dans tout ce qui suit, on pose A =1+ V3.
Le but de cet exercice est de montrer que, pour tout entier naturel m, la partie entiére de A2™*! est divisible

par 2m+1,
1. En utilisant la calculatrice, vérifier cette propriété pour A, A% puis pour AS.

2. Ecrire un algorithme permettant de vérifier cette propriété pour tout entier naturel m.

(@) Démontrer quiil existe deux suites (an)n>0 et (bn)n>o & valeurs dans N, définies de maniere

unique, telles que :
vn e N, A" = a, + b V3.

(b) Exprimer, pour tout entier naturel n, an; et b1 en fonction de a,, et by,.
(c) Conjecturer une relation simple entre la partie entiere de A2™*! et agm 1.

4. Soient m et k deux entiers naturels.
Montrer que si agm1 et bam1 sont divisibles par 2%, alors asm,3 et bamis sont divisibles par 251,

5. En déduire que, pour tout entier naturel m, asy;,41 et bgm4q sont divisibles par 2™.
6. Montrer que pour tout entier naturel m, A2™+1 est solution de l'équation :

x% — 2agm1x — 22mFL = 0.

En déduire U'expression de A2™+1 en fonction de agm (1.
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7. Démontrer que :
vm e N, 22" < 2a90 41

8. En déduire que pour tout entier naturel m, la partie entiere de A™+! est égale & 2ag,m 1.
9. Conclure.

Exercice 188. Soit y > 0 un réel fixé. En utilisant une intégration par parties, déterminer les primitives en
x de la fonction f définie par f(x) = ln /x2 +y2.

Exercice 189. Déterminer le parametre m de facon a ce que les quatre racines de l’équation bicarrée
xP—Bm+4)x*+m?=0
soit en progression géométrique (ie qu’ils sont les trois termes consécutifs d'une suite géométrique).

Exercice 190. On consideére E = Z x Z; ses éléments sont les couples (a,b) ol a et b sont des entiers
relatifs. On munit E de la loi, notée «, définie par :

(a,b) * (a’,b’) = (aa’,ab’ + a’b).

1. Cette loi est-elle commutative ? Associative ? Montrer qu'elle posseéde un élément neutre a déterminer.

2. A un élément fixe (a,b) de E, on associe l'application f: E — E définie par :

(x,y) = (a,b) x (x,y).

Montrer que, si a # 0, l'application f est injective.
Montrer que, pour que f soit surjective, il faut et il suffit que a® = 1.

3. (a) On considere l'équation diophantienne :
3x+5y =1

Déterminer tous les couples d’entiers relatifs solutions de cette équation.
(b) On considere l'application f: E — E associée a l’élément (a,b) = (5,3) de E. Pour quelles valeurs
de Uentier o Uélément (x,1) de E est-il l'image par f, d'un élément de E?

Exercice 191. (Dijon 1976-Intégrales et Espaces vectoriels)

Soit F lensemble des fonctions numériques de la variable réelle x, définies sur R** des nombres réels
strictement positifs. Soit £ l'ensemble des fonctions numériques de la variable réelle t, définies et continues
sur [0; 7], ainsi que leur fonction dérivée premiere f’. On rappelle que chacun de ces deux ensembles, muni de
l'addition des fonctions et de la multiplication d'une fonction par un réel, a une structure d’espace vectoriel
sur R.

Partie A

1. Calculer l'intégrale :
s
I(x) = J e~ txdt.

x étant un parametre réel strictement positif.

2. (a) Soit g la fonction numérique de la variable réelle x donnée par :
g(x) =e™ —1—mx.
Etudier le sens de variation de g. En déduire que, pour tout réel x strictement positif, g(x) est

strictement positif.

(b) Etudier les variations de la fonction numérique I de la variable réelle x, définie pour tout x
strictement positif par :

I(x) :J e ™ dt.
0

On ne demande pas de tracer la courbe représentative.
Partie B
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1. Soit f une fonction élément de £. justifier l'existence, pour tout nombre réel x strictement positif, de
l'intégrale :

I(x)= J: e Y f(t)dt.

2. Soit L l'application de £ dans F qui, a tout élément f de £, associe la fonction F définie pour tout x
réel strictement positif par :

F(x) = Jﬁ e Y f(t)dt.

Démontrer que L est une application linéaire.

3. Pour toute fonction f de &£, on pose :
L(f) =F et L(f') =F".
Démontrer que la fonction F* est définie, pour tout réel x strictement positif, par :
F*(x) = e ™ f(mt) — £(0) + xF(x).

Partie C
Soit fi, o et f3 les trois fonctions définies sur [0;71] par fi(t) = 1, fo(t) = cos2t et f3(t) = sin2t. Soit &
l'ensemble des fonctions numériques afy + bfy + cf3 pour tout triplet (a,b,c) de nombres réels.

1. Démontrer que & est un espace vectoriel sur R, dot une base B est (fy, fg, f3).

2. On note L; la restriction de L a &, c’est-a-dire U'application de & dans F définie par :
vfe & Li(f)=L(f) =F

(a) Déterminer les fonctions F; = Li(f1), Fo = L;(f2) et F3 = L;(f3).

(b) Soit f un élément de & exprimé dans la base 5. Calculer F(x) pour tout nombre réel x strictement
positif.

(c) Démontrer que L; est une application injective.
3. (a) Soit f un élément de &. Justifier le fait que f([0;7]) est un intervalle fermé [m; M] avec m < M.
(b) Démontrer que pour tout réel réel x strictement positif, on a :

m—— < | e ™f(t)dt <M
X 0 X

1—e™ ™ J‘7T 1—e ™
(c) x étant donné égal a xo, démontrer qu’il existe au moins un réel to de lintervalle [0;7t] tel que :

1—e ™0

X0

F(xo) = f(to)

Calculer ty dans le cas particulier f = f; 4+ fo 4+ f3 et xo = 2.

Exercice 192. Irrationnalité de 7t Le but de ce probleme est de montrer par l'absurde que 7t est irrationnel.

. . . . ... a p
On suppose donc qu’il existe deux entiers strictement positifs a et b tels que 7w = 5 avec a > b. Etant donné
un entier naturel n non nul, on pose pour tout x réel :

Pn(X) = Xn(an;'b)()n et P()(X) =1

Pour tout entier naturel n on définit l'intégrale :

7T
In :J Pn(x) sinxdx.
0

1. (a) Pour tout entier naturel non nul n, exprimer P}, en fonction de Pn_j.
(b) Calculer supycio./Pn(x)| en fonction de a, b et n.
(c) Démontrer que :

Vn e N, Vx € R, P, (% —x) —P,.(x).
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(d) Démontrer que :

vneN, I, >0.
n Xk
2. En admettant que la suite de terme général S, = Z o converge vers e* (voir Uexercice 117 p. 79).
k=0

) : om (a®\"
pour tout réel x, montrer que la suite de terme général 1\ 15 tend vers 0.

En déduire que la suite (In)nen converge et calculer sa limite.

3. Pour tout entier naturel k, on note Pﬁk) la dérivée d’ordre k de P,.. Par convention Pflo) = P,.
a . . o
Montrer que PT(lk) (0) et Pﬁk) (E) sont des entiers relatifs. On étudieralescas0 <k <n—-1;n <k <2n
et 2n + 1 < k. Pour ce dernier cas, on utilisera la relation entre Pﬁk)(O) et le coefficient de x¥ dans
Pn(x).

4. Démontrer que la suite (In)nen est a valeurs dans N. On utilisera des intégrations par parties succes-
sives.

5. Montrer que 7t est irrationnel.

Exercice 193. Ecricome Eco 2011 On dit qu'une matrice A carrée d’'ordre n est une matrice nilpotente s’il
existe un entier naturel k non nul tel que :

AR £ 0, et AX =0,

ou 0,, représente la carrée nulle d’ordre n.
Soit A une matrice carrée d'ordre n, on dit que le couple de matrices (A,N) est une décomposition de
Dunford de A lorsque :
A est une matrice diagonalisable
N est une matrice nilpotente
AN=NAet A=N+D

() e )=

Vérifier que (A,N) est décomposition de Dunford de A.
Dans toute la suite de l'exercice, on pose :

1. On pose :

3 10 2 0 0
A:(_SZ é _21> N:(g 8 _01>,A= -2 0 0] eteA={0 1 0
0O 0 1 0 0 1
2. (a) Déterminer les valeurs propres de A.
(b) La matrice est-elle diagonalisable ?
1 0 1
3. On consideére les matrices colonnes : Xy = | -1, Xo= (0], Xs=| -2
0 1 0

(@) Calculer les produits AX;, AXg et AXs.

(b) Justifier que la matrice A est diagonalisable et déterminer une matrice P inversible telle que :
P~IAP = D.

(c) Calculer P~1.
4. (a) Etablir que N est une matrice nilpotente.
(b) Vérifier que (A, N) est une décomposition de Dunford de la matrice A.

(c) En utilisant la formule du bindme de Newtow que l'on justifiera, donner lexpression de A™ en
fonction des puissances de A, de N et de n.

(d) Etablir que :
Vk € N*, AKN = N.

(e) Proposer une décomposition de Dunford de A™.
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Exercice 194. On pose D = C — {—i;i}.

Soit f l'application définie sur D par :
z

vz e D, f(z) = 21

1. Résoudre f(z) =

Sl

2. Montrer que :
V(z,z2') e D% f(z) =f(z') & z=2"ou zz/ =1.

3. Déterminer E = {z € C, f(z) € R}.
4. Soit 0 un élément de |—7; [ — {g,—g}
Montrer que f(e'®) est réel et le calculer en fonction de cos 6.
n
3. Soit uy = Z f(e**®). Pour quelles valeur de 0 la suite (i )nen converge-t-elle ?

k=0

Exercice 1935. Concours Général 1990
Soit u la suite définie par :
up = 0 et pour tout n : Ug, = Upn et Ugny1 =1 —Up.

1. Calculer 1990
2. Combien de fois, entre g et wggy la suite u prend-t-elle la valeur 0 ?
3. Soit p un entier naturel quelconque. Calculer w g, ).
Exercice 196. Soit f:[0;1] — R une fonction numérique définie et continue sur [0;1].
7 3
On suppose que f(0) = f(1) = 0 et que pour tout x de lintervalle {0; E}’ f (x + T) % f(x).
1. Démontrer que l'équation f(x) = 0 a au moins sept solutions sur [0;1].

2. Donner un exemple de fonction f vérifiant les hypotheses.

Indication Une fonction continue sur un intervalle ne s’y annulant pas garde un signe constant.
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CORRIGE 1 Si B est le symétrique de A par rapport a I, alors I est le miliew de [AB] , ce qui donne
xA +xB = 2xI et yA +yB = 2yl. Ceci permet alors de déterminer les deux algorithmes demandés.

Variables xA, xB, yA ,yB, sont des réels
Traitement | Saisir xA, yA

xB Prend la valeur (6 —xA)
yB Prend la valeur

(10 —yA)

Sortie Afficher (xB;yB)

Variables xA, xB, yA ,yB, xI, yI sont des réels
Traitement | Saisir xA, yA,xI, ylI

xB Prend la valeur (2xI —xA)

yB Prend la valeur

(2yI —yA)

Sortie Afficher (xB;yB)

CORRIGE 5 1) {—2:—1;4} 2) {—1;1} 3) 0 4) —7/2:—2/3 5) {1} 6) {0; %(1 —13); %(1 + \/E)} 7 ){o; L %} 8)
{1;%} 9) {0;4;8} 10) {1} 11) {1;%;%} 12) {1} 13) {, -, 2, V2}

14) {\/é(@&;\/é(ﬁf))} 15) 0 16) {1}

17) Si m €]2 — 4v/2;2 + 4V/2[, S = {3},

sinon S = {3;1/2(—+/(m? — 4m — 28) + m — 2);1/2(y/(m? — 4m — 28) +m — 2)} avec une solution double si
m e {2 —4v2;2+ 42} (plus précisément : si m =2 —4v2,S ={3;—2v2}, si m =2+ 4v2,S ={3;2v2)})
5\/4m2+25_5+\/4m2+25}

18) Sim#0,S=<0; o o

Sim=0,S={0.

N| Ot
NI

)

[6)

CORRIGE 6 1) ] — 2;1[U]4;4+00[ 2) ] — 2;1/3[ 3) ]3;+oco[ 4) }—oo;é[u]?);—i—oo[ S) ]—oo;—%[u}
] — o0y —4[U] — L 1[
7)1 —3;—1[Ux > 1]1;+oo[ 8) ]0;1{U]12; +oo[ 9) | — 2, —V2[UlV2; +o0]

CORRIGE 7 -1 et 1 sont racines du polynome. P(x) = 2x* —x® +x — 2 = (x — 1)(x + 1)(2x* — x + 2). Donc
S={-11}.

CORRIGE 8 P(x) =2x3 —4x? +4x —2 =2(x —1)(x2> —x +1) Donc S = {1}.
CORRIGE 9 S ={-1}.

CORRIGE 10 1)

X —oc0  3/2 2 400
(3 — 2x)(x — 2)2 + 0 — 0 —
2)
X -0 -5 7/4 3 o
(5+x)(4x —7)(3—x) + 0 —0+ 0 —
3)
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X —00  —2 5 +00
(5 —x%x)3(x + 2) + 0 — 0 —
4)
X —oc0 -1 2 ! +00
3
(2x =T (x +1)3(2 —x) + 0 — 0+ 0 —
X oo 2 0 d +o0
7 5]
5) Ix(7x+9)(6—5%) + 0 —0+ 0 —
6)
X —00 —6 -3 3 4 +00
x“—9
7(x+ 725 + — 0 + 0 - +
7)
x —00 —2/2 V2 0 V2 2V2 +00
x% —2x
— + 0 — 0 + 0 - +
x2—8
8)
X —00 -3 —2 0 2 +00
3?2+ x3
— 0 + — 0 - +
x2—4
9)
1
X —00 -3 0 2 5 400
2 — O + — 0 + — O +
x—1 x+4+2
10)
X —00 —2 1 3 400
2 5
x—1 x+2 i B + 0 B
11)
X —00 2 4 400
S, 9 - 0 - +
4 x—4

1
CORRIGE 11 a) {—1};]—00;—1[U]1;3[. b) Si m = 0 :() et sinon {a; Sim=0:R*sim>0:{—oo0;0[U]0; E[_

Sisim<O0: {]i;O[U]O;—i—oo[[

m
©) {3—VT:3+V7};] — 00;3 — V7IUI3; 3+ VTL.
d) {—2}; ] — o0; —2[U]3; +00]

2Zm—3 —2
CORRIGE 12 1)Si m € {4;9} : 0- S'mon{nT—4}; 2) Si m €{0;4;5} : 0- S'mon{mjt_)}; 3)Sim=4:
2m —3 2m—3
X<3,sim>9:]—o00 (13 4ool- Sid<m<9:]— o032 4 oo
m—4 m—4
11

CORRIGE 13 1) § 2) § 3) —4,54) S ={ (3—1/65); 3(3 ++/65)5) (6) S = {%};7 )S = {4}

34
CORRIGE 14 1)-1/2 2) R —{2}; 3) {5} 4) {~L;1}; 5) {—3:3}
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—-m-—1 1 —2
CORRIGE 15 1) Sim € {235} : (- Sinon [———}: 2 Sim e (015} : - Sinon (22} 3) si
— 4m —17
m = =1 :(}-Sinon : mTS; 4)Si m € {1,—-1/2} : 0- Sinon : {101:17_4;111} sauf si m = 2/5, auquel cas
2 m 1 mx + 1 X—m x—2 mx —1 2x +1
{5} Zs)x—l_x—m’ 6) X —m =3 7)x—3m _ZX—S’ 8) x—1 +mx+1_0’ 9
(x —m) X 1 2 (1+x)
- L 10— — 2 —0, 11 —1-
x? x+2m’ 0)x2—|—2 xZ —m o )mx—i-l
x—2 1 1 2 X a x b x—1 b—1
CORRIGE 16 1) —— =b; 2 = —; ) —+—=—+-— 4 = 3)—
)xfa ’ )xfa—i_xfb x’ )a+x b+x’ )x+a a+b’ ot
a_b, a
x a b

om + 1
CORRIGE 17 1. Sim =0 :R-Si m = —2 :@—Stm;«éZ:{ m+ }

m+ 2
2. (@) me{0;—-1/2}
b) m € {0;1}

3. sm;&z:{o;l*Z;}- Six=2:{0)

x —
CORRIGE 18 1) | — co;—1[U]L;3] 2) ] — oc0;—2[U] — 1;3[ 3) ] —3/2;0[U]2;3[ 4) ] — 00;3/4[U]3/2;+0c0[ 3)

] — 00; —4[U]2; 3[U]4 4 oo 6) ] — oo; —1[U]0; +00[ 7) ] —2;—1[U]0;2[ 8) ] — o0; %[U]G; +ool

CORRIGE 19 1)

3
X — -1 = +
00 7 00
2x—3
+ — 0 +
x+1
2)
2
X - — 3 +
_ , 00 z 00
X —_
— _|_ i
3—x 0
3)
X —00 0 2 +00
2x
+ — +
x—2 0
4)
X —00 —2 2 +00
x—2
+ — 0 +
X+ 2
J)
X —00 -1 0 1 +o00
2x(x — 1) B 4 0 B 0 N
x+1
6)
1 1
(5x —1)(x + 2) B 0 N 0 B n
2x —1
7)
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X —00 —1 0 3 400
2x(3 —x)
8)
X —00 —2 —1 0 3 +00
3(3 _
(x +2)°(3—x) B 0 B L 0
x(x+1)
9
X —00 —1 E +o00
2
I —
x—3 + 0 +
x+1
10)
X —00 -3 —1 1 400
(x +3)(x2—1) — 0 0 — 0 +
11)
o _3 5— V17 5+ V17 oo
4 4
(2x2 — 5x + 1)(x + 3) 0 + 0 - 0
12)
3 5
_ _ 2 2 +
2 X 00 1 0 7 5 00
(2x* —5x)(3 — 2x) N 0 B 0 N 0 B
x+1
13)
X —00 -3 —1/2 0 1/3 400
(3x —21)(2x +1) n 0 n B 0
x* 4+ 3x
14)

126




X —o0 —5/2 1 47 3/4
2
7x*+3x—4 _ i 0 _ 0 n n
8x2 +14x — 15
15)
X —00 ) 0 3/2 3
(2x2 — 6x)(3 — 2x N B 0 n 0 B _
—9+4+2(x—3)
CORRIGE 20 1)
X —0 0 4 +00
x(x — 4) + 0 — 0 +
2)
X —00 —3/2 4 400
(x —4)(3x + 2) + 0 0 +
3)
X —00 —1 1 4 400
(x—=4)(x+1D(x—1) — 0 + 0 - 0 +
4)
X —00 7 “+00
(x —7)(x*+3) — 0 +
5) (2= V2x+1D((2+V2)x +1)
6)
X —00 1—v2 1++2 +oo
+DE—2x—1) | + 0 0 +
7)
X —00 -5 —1 1 V5 +00
(x + 1)(x — 1)(x — V5)(x + V5) + 0 0o + 0 0 +
8)
x o 3 2 vZ V3B 4
(x = V2)(x + V2)(x = V3)(x + V3) + 0 - 0 + 0 - 0 +
CORRIGE 21 1) x > —-12) -3 <x < —-13) x < —-1/34) —4 < x < 3 3) ]— o0;—3[UlL;0[U]L;+00[ 6)
]—2 \é— é_qLoo[ 7Y R—{3} 8 11;2[9) ] — —%[ ]O'; [ 10) ]4/3;2[ 11) ] — oo;—4[U] — 3;0[ 12)] —
Ul1/4;1[ 13) ] —3/2;0[U]7/6;2[ 14) ] 00; —3/2[U]0;5[ 15) 11;3/2[ 16) ] —2;0[ 17) ] — c0; —6[U]4/3; +00]
18) 0 19) [1;2[U]2;3[ 20) [5 (V2—6); 5 f+f} 21) ] — 00;—1/2[U] — 1/2;v/2] U [V/5; +oal.

CORRIGE 22 1) | —2;—1[U] — 3;4[
2)]1-1,-1/2[
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1
CORRIGE 23 Montrer que l'équation s o ¢ a toujours deux racines distinctes, si ¢ # 0, dont

une est comprise entre a et b en supposant que a < b.

CORRIGE 24 . ®=R—{m}

2. 1151
CORRIGE 26 1) ”Z_ 2+ /@) 2)} _6—2V15) g;%(6+2¢ﬁ){3)]4;4[
1) oo;é(lx/g)[U}%(\/gl);iwﬁ)[U]%(EHL\/g)hLOO[

CORRIGE 28 1) {3} 2) {1/2(1—+/5);1/2(vV5—1)} 3) 0 4) {5} 5) {—6;—4;5} 6) 0

CORRIGE 29 1) {5} 2) 0 3) 7? 4) 0 5) 0 6) {10} 7) {4} 8) {2} 9) {—1;2} 10) {0} 11) {g} 12) —1/2;-3 13)

[0;4] 14) ] —4;4[ 15) [-2;2] 16) {0} 17) R 18) {0} 19) [ +oo[ 20) | — ; +oo[ 21) 0 22) {—1,0;1} 23) x < 1

24) x <1 235)]1;5[ 26) ] — o0; 0[U ]g; +ool 27)]—00;—%[ ]g;—i—oo[ 28) ]—oo;—%[u]4;+oo[ 29 R 30) ] —-1;1[
310

CORRIGE 30 Ecrire U'expression sans valeur absolue puis construire son tableau de variations. Le minimum
est égal a 2. Tout m strictement inférieur a 2 convient.

CORRIGE 31 1) 0 2) {3} 3) 0 4) ] — 00; V10[U]V10; +00[ 5) 0

CORRIGE 47 La premiére intégrale est facile a calculer. Ensuite, il faut linéariser sin®x. Tout compte fait :

15t — 44
1152

I=

CORRIGE 48 2571

CORRIGE 60 e La fonction f est déﬁnie sur R qui est symétrique par rapport a 0.

Vx € R, f(—x) = |—x — 3| + |—x + 3| — (—x)%
Or la fonctton valeur absolue est patre donc :
Vx € R, f(—x) = [x + 3| + |x — 3] — x% = f(x).

La fonctLon f est donc paire.

e Vx € R, x| < x, donc :

Vx € R, f(x) <x+3+x—3—x%

Soit :

vx € R, f(x) < 2x — x2.

Or, la fonction trindme x — 2x—x2 est majorée par 1 sur R (Uextremum de la fonction trinome x — ax2+bx+c

. . b
étant atteint pour x = —2—).

a
En conclusion, nous obtenons :

vx € R, f(x) < 1.

La fonction f est donc majorée par 1 sur R.

Vx =3, f(x) = 2x —x2.

Par conséquent : lim = —oo.
X—+00

f n’est donc pas minorée.

x2 44

CORRIGE 73 ¢ f(x) = ——————
() x+2+vVx2+4
Ensemble de définition :

Vx € R, VxZ+4 > Vx% >|x|. Donc :
Yx ERyx+2+ VX2 +4>x+2+|x|>2>0.
f est donc définie sur R. f est dérivable sur R, et :
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(X% +4x — 4)Vx2 + 4+ x5 + 4x
(x+2+Vx2+4)2V/x*+ 4

f'(x) est du signe du numérateur de cette fraction.
flix) 208 (X +4x—4AVx2+4> x(x* +4) & (x* +4x — 4) > —~xVx2 + 4.(1)

Vx € R, f'(x) =

X —00 —2-/8 0 —2+/8 +o0
x* 4+ 4x — 4 + 0 — - 0 +
—xVx% +4 + + 0 - -
signe de f'(x) ? — ? +

Sur ] —oo;—2 — V8] :
1
flix) 208 (X +4x—4)?2 > X2 (x2+4) & x3 + §x274x+2 > 0.
Définissons la fonction ¢ par :
1
Vx € R, d(x) =x% + §x274x+2.

Ses variations sont résumées dans le tableau suivant :

—4
X —00 — 1 +
3
d) ! (X) + 0 — 0 +

M>0 —+
—00 m<0

. . —4
¢ est strictement croissante sur ] — oo;—2 — /8] C }—oo; 3 [

De plus : ¢p(—2 —/8) =—88—-14/8 <0
f'(x) est donc strictement négative sur cet intervalle.
Il reste a étudier linéquation (1) sur [0,—2 + /8].

&0 —(C+4x—4) <xVx2+4 8 (P +4x—4)P <XP(x*+4) & d(x) 0.

Or:
e [0,—2+ /8] C [0;1]
e $(0)=2>0

e(—2+1/8) < 0. Le théoreme de la bijection permet d’afirme que ¢ s'annule une unique fois sur [0, —2++/8]

en un réel oo ~ 0,5983.

343 1 —289 4 1
(Pour les puristes, & = 2¢ 216 cos(§ arccos <%) ?ﬂ) + E)'
f” est donc strictement négative sur [0; [ et strictement positive sur Jo;; —2 + V8l.

Conclusion : f est strictement décroissante sur | — oo; ] et strictement croissante sur [o; +oo[.
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Y

Limite en +o0.
¥x > 2,x + 2 > 2xetyx2 +4 > \/§2 > x .Donc : Vx > 0,vx2+4 < V/x2+4x+4 < x+2 soit : Vx > 0,0 <
X+ 2+ vVx2+4 < 2(x+ 2) et donc par passage a l'inverse :
x2+4
Vx > O,f(X) > m
Par comparaison : f tend vers +oco quand x tend vers +oo.
Limite en —oo :

e g(x) = sup(—x> +x? + 5%, 2x® + x)

4
X3 x4 > 23 +x & x(x+ 1) (x — §) <0
Conclusion :

4
—x34+x2+5x  si x€]—oo—1U {O; —]
glx) =
2x3 +x sinon

\]

Ensuite l'étude est simple. La fonction n’est pas dérivable aux points de raccordement.
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h(x) = /14 cos2x
14 cosx
1 2
h est définie pour tout x tel que % > 0 : elle est donc définie sur R — 7t(2Z + 1).

De plus elle est 2mt-périodique et paire : il est donc suffisant de l'étudier sur un intervalle de longueur 7.
Etudions donc h sur [0, 7t[.
1+ cos2x

Posons : Vx € [0, [, u(x) =
14 cosx
u est dérivable sur [0, 7] et :

, —2sin2x(1+ cosx) — (1+cos2x)(—sinx) —2sinxcosx(2 -+ cosx)
¥x € [0, w'lx) = (14 cosx)? - (1+ cosx)?

Nous obtenons le tableau suivant :

s
X 0 E T

u’(x) 0 - 0 +

1 +00
u(x) \ /
0

On termine en remarquant que u et /u ont les mémes variations.

. . . \ ’ . s_. B z 7-[
Les limites sont faciles a déterminer. Dérivabilité de h en o) :
T

f(x) —f(5)
- 9 2 | cosx |
vx € [0,ml— 1 5 - '
XE[)T[[ {2}’ X—T—[ \/JX—T_{
| | 2 2
cosx . cosx T
lim — = lim — = (COS/)(E) =-1
x—»i 2 X_)§ 2
lim |COS;(T‘ = lim —F = (—cos)(5) =1,
T T T ox—= 2
xa§ 2 XHE 2

La fonction h n’est donc pas dérivable en o car les deux limites trouvées ci-dessus ne sont pas égales. Par

contre, nous venons de démontrer que h est dérivable a droite et a gauche de 5 et plus précisément :

h) (g) —1leth) (g) =1

La courbe représentative de h posséde donc un point anguleux de coordonnées 0 =

e G(x) = tan% + sinx.

¢ est définie sur R — (27 4+ 1) , 27 -périodique (il suffit donc de létudier sur un intervalle
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de longueur 2m) et impaire : il est donc suffisant de l'étudier sur un intervalle de longueur 7.
Etudions donc ¢ sur [0, 7.

X
Vx & [O,T[]) § S [O, §
De méme la fonction sinus est strictement croissante sur [0, 7. La fonction ¢ est donc strictement croissante
sur [0, 7.

lim ¢(x) = 400 : La droite d’équation y = 7 est asymptote verticale a C.
X—T7T
A
6

. . . s
] : la fonction tangente est strictement croissante sur [0, E]'

CORRIGE 178 Soit A = ()z( 1;3) En prenant X = (é) on obtient x = 0 En prenant X = (?
t=0.

En prenant X = <8

) on obtient

) on obtient (a +b)(y +z) = 0. a et b étant quelconques, on obtient A = <Oy g)

CORRIGE 185 Partie A
1. En remplacant P(x) par son expression en fonction de x nous obtenons successivement :
Vx € R, xP’(x) —2P(x) = 0 & Vx € R, x(2ax +b) — 2(ax? + bx +¢) = 0,
puis :
Vx € R, xP’/(x) —2P(x) =0 & ¥x € R, —bx — 2¢ = 0.
Or une fonction affine h:x +— ax+ b est nulle (i.e : ¥x € R, h(x) = 0) si et seulement si les réels a et
b sont nuls.

Ceci permet donc d’obtenir finalement U'équivalence suivante :
vx € R, xP'(x) —2P(x) =0 & b=c=0.

Conclusion : le triplet (a,b,c) doit étre choisi dans R x {0} x {0}.

2. * g est le quotient de la fonction f dérivable sur ]0;4ool et de la fonction x — x2 qui est dérivable sur
10; +o00[ sans s’y annuler.

Par conséquent, g est dérivable sur ]0;+ool, et :
Vx €]0;+o0l, g'(x) =

soit :
Vx €]0;+o0l, g'(x) =

o f vérifie la relation (1) & Vx €]0; +ool, xf’(x) — 2f(x) = lnx
Or : V¥x €]0;+o0[,x # 0, donc :

f vérifie la relation (1) & Vx €]0;+o00[, ————— = —-

CORRIGE 191 Partie A
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2.

@) g'(x) =m(e™ —1)
g est donc décroissante sur ] — co;0] et croissante sur [0;+ool.
Or g(0) =0 donc : ¥x > 0,g(x) > 0.

(b) D’apres la question 1. la fonction I est dérivable sur ]0; +oof et :

xme” ™ —14 e ™ o Xxm—e™+1

VX>0,I/(X): = e - = =

x2 x2

Par conséquent :
vx >0, I'(x) < 0.

La fonction I est donc strictement sur ]0; +ool.
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Fonctions convexes, 105
Formule de Moivre, 23
Formule de Stirling, 74

Injection-Injective, 29, 33, 34, 103, 119
Intégrale de Gauss, 74

Intégrale de Wallis, 74

Involution, 30

Irrationnalité de 7, 120

Leibniz (Fonction vectorielle de), 90
Linéarité de lintégrale, 71

Méthode des rectangles, 74
Morphisme, 56

Noyau de Dirichlet, 76

Prolongement d’'une fonction, 28
Rotation, 32, 33

Subdivision, 59, 60
Surjection-Surjective, 29, 33, 34, 103, 119

Sylvester( théoreme de ), 118

Théoreme de Rolle, 44
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1 notes personnelles
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