Cowns d shithmetigue

Niveau : 2™ Bac Sciences Mathématiques

Prérequis :

Voir cours d’Arithmétique, niveau 1° sciences mathématiques.
Activités :
Soitn € Z

1) Déterminer le pgcd des deux nombres n? + n et 2n + 1.

2) Déterminer les valeurs possibles du pgcd des deux nombres :

2n+4et3n—8
3) Montrer que la fraction % est irréductible.

4) Résoudre dans Z I'équation :x3 + 3x? — 9x — 27 =0

I. Nombres premiers entre eux
1.Définition :
Soienta,b € Z*.

a et b sont premiers entre eux signifiequea A b =1

Exemples :
1) 18 et 35 sont premiers entre eux en effet :
Les diviseurs positifs de 35sont 1;5;7 ;35 ; alors que 18 n'est divisible par aucun
de ces nombres autres que 1. Donc le PGCD de 18 et 35 vaut 1.

2) 6 et 27 ne sont pas premiers entre eux, car le PGCD de 6 et 27 est 3.

2.Théoréeme :
Soient d e N*;a,b € Z*.On a:
anb=do[I(a,f)EZ*a=da; b=dB et anf =1]
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Preuve :
(=) Supposonsa A b = d donc A(a, B) € Z%:a = da; b = dp.
Donc:d =aAb=dandf =d(anp)
DouaAf =1
(€)Sid(a,p) €EZ*:a =da;b = dBeta A B = 1alors
aNb=dandf =d(anp)=d
Exercices d’application :
Résoudre dans N*? I'équation et les systémes suivants :
a) (xvy)—21(xAy)=0
b) {x ANy=x-—Yy

xVy=12
{x/\y=60
) lx vy = 3600
J) {x+y=5664
x ANy =354

3. Théoreme de Bézout :

Va,b€Z*.Ona:aAb=1< (3I(w,v) EZ*au+bv=1)

Preuve :
(=) déja montré en 1¢® année Sc. Maths, d’aprés I'algorithme d’Euclide.
(&) Supposons 3(u, v) € Z?:au + bv = 1 et posonsa A b = d alors
comme d|a et d|b alorsd|au + bv c.a.d.d|1doncd =1
Généralisation :
Dans Z :

a,ANay A..Aa, =1 A(ug,uy,...,u,) € Z%:aju; + auy+...+au, =1

On dit que les entiers ay; a,; ...; a,sont premiers entre eux dans leur ensemble

Preuve : méme méthode.

o
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Exercices d’application :
1) Montrer que pour tout n € Z ona :
nA(n+1)=1;2n+3)ABn+5=1;,n*+1DAn=1
2n?+10n+13)A(n+3) =1
2) Soient a, b € Z* tels que : (a®* + ab — b*)?* = 1.
Montrer que a et b sont premiers entre eux
3) Soit I'équation dans Z: (E): x1° = 1[11]
a- Montrer que 2023est une solution de (E)
b- Démontrer que si x est une solution de (E) alors x et 11 sont premiers
entre eux
4) En utilisant I'algorithme d’Euclide (1" Sc.Maths) trouver deux entiers relatifs
uetvtels que : 368u + 117v = 1. Conclure.
4. Théoréme de Gauss
Pourtousa,b,c € Z*.On a:
Sicdivise ab , et si a et c sont premiers entre eux alors c divise b :

{clab =clb

cha=1

Preuve :
cha=1=3(u,v) €Z* cu+ av = 1. Donc chu + abv = b
Et puisque c|ab et c|cbu alors c|b

Exercices d’application :

1) Résoudre dans Z? les équations :

a) 15x = 20y
b)2(1—x)=5(y+3)
2) Soitn € N*,

a) Montrerque: (n+1)A(2n+1) =1

. 2n+1
b) Vérifier que : C3FL = —C,

c) Endéduire que : n + 1 divise C}.,.

3) Montrer par I'absurde que le nombre logs(2) est un irrationnel.
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5. L’équation diophantienne linéaire : ax + by = ¢
Théoréme :
Soienta, b,c € Z~.
i) (Léquation ax + by = c admet des solutions dans Z) & (a A b divise c)

i) Si (xo; ¥o) est une solution dans Zde I'équation (E): ax + by = c alors

I’ensemble des solutions de (E) dans Z est : S = {(xo + ﬂ;310 - %) /k € Z}

alb

Preuve :
i) (=) SiI’équation (E): ax + by = ¢ admet une solution (x,; y,) dans Z alors
axy + by, =c
Posonsa Ab =d .
Donc d divise a et divise b d’ou d divise ax + by . Donc d divise ¢
(<) Siddivise calors 3k € Z : ¢ = kd
OraAb =ddonc3(u,v) € Z?:d = au + bv d’ou c = auk + bvk d’ou (uk, vk)
est une solution particuliére de (E)
ii) Posons :a Ab = d donc3(a,B) € Z*:a = da;b = dBeta A =1
Ona:
(E) © ax + by = ax, + by,
& alx —xo) = b(yo —¥): (E)
S alx —x) =W —Y)

= Bla(x — xp);0ra Af =1

Th.Gauss
= Bl(x —x0)

D’ot 3k € Z tel que : x — xq = kf5.

En remplacant dans I'équation (E") on obtient :

kaf =By —y)cad ka=y, -y

D’'ou (x,y) = (xg + kB, yo — ka)

Réciproquement on vérifie aisément que les couples (xq + kB, y, — ka) , sont des

solutions de (E)

o
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Exercices d’application :
Résoudre dans Z? les équations :
1) 9x + 4y = 2. (Remarquer que le couple (2; —4) est une solution particuliere)
2) 27x — 56y = 2. (Chercher une solution particuliére en utilisant I'algorithme
d’Euclide)
6.Théoréme :

alc
Pourtousa,b,c € Z*.Ona:ib|c = ab|c
aNb=1

Preuve :

aAb=1>=3(uv) €Z* au+ bv = 1doncauc + bvc = c;
Oralcetb|c;
donc:aA(k; k") € Z%:c = ka;c = k'b
Donc:
auk'b + bvka = ¢ = ab(uk' + vk) =c
d’ou : ab|c

7. Propriétes :

Pourtousa,b,c € Z*.On a:

i.{al\b:lc)a/\bczl

anc=1
ihvneN:aAnb=1aAb" =1
ii. v(m,n) EN*2:aAb=1©am™Ab" =1
Preuve :
i.
(=)Sianb=1letanc=1
alors3(w,u'v,v)E€Z*au+bv=1;au' +cv' =1
Donc en multipliant les deux égalités membre a membre on obtiendra :
au" + bcv" =1

avec:

" !

u" = auu’ + cuv' + bvu' et V"' =vv.

o
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Donc d’apres le théoreme de Bézoutona:a Abc = 1.
(<) SupposonsaAbc =1;

alors 3(u,v) € Z*:au + bcv = 1

donc:

aAb=1letaAc=1 (Th. Bézout)

ii. Par récurrence...

iii. de (i) et (ii)
8.Théoréeme :

Soient a,b,c € Z*etn € N*.Onpose:d =cAnOna:

(ac = bc[n]) & (a =b [g])

Preuve :
d=cAn=3(a,p) €EZ* c =da;n =dfeta A =1
(=) On alors :
ac = bc[n] = Ik €Z:ac — bc = kn
= ada — bda = kdf
= a(a—b) =kp
= Bla(a—>b) ;oraAf =1

Th.Gauss

= pl(a—Db)
—plp="
sa=b|p="]
(¢)  a=b|f|=>3kez:a-b=k:
d d
= ac—bc ="
d

= ac — bc = kan

= ac = bc[n]
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Conséquences :

. (ac = bc[n] _

I){c/\n=1 = a = b[n]

... (ac = bc[p] _

) {p premier et p ne divise pas c = a = blp]

Exercices d’application :

Résoudre dans Z les équations suivantes :
a) 2x =3 [13]
b) 5x2 = 9 [12]

9.l’ensemble Z /pZ avec p premier

Lemme :
Pourtousa,b € Z*etn € N*.Ona:aAn=1 (I3m € Z:am = 1[n])
Preuve :
(=) aAn=1=3I(wv)€EZau+nv=1
sau—1=nv
>au =1 [n]
(€) (Am€E€Z:am=1[n]) = IkE€Z: am—1=kn

= am+ (—k)n=1

Th.Bézout
= aAn=1

Théoréme :
Soit p un nombre entier naturel premier. Ona:
viel/,— {03y et/ ;- {0kxy =1
Cad Vxe€Z:pAx=1= (FyeZ:pAy=1letxy=1 [p])
Preuve :
Soitx € Z tel que x € Z/pZ — {6} c.a.d. p ne divise pas x , comme p est premier
alorsx A\p =1
Donc d’aprés le lemme précédent on a :

dy € Z:xy = 1[p] doncy € Z/pZ — {5} etxy =1

o
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Exercices d’application :
1) Déterminer les éléments inversibles dans Z/ 127 €t preciser leurs inverses, en
déduire les solutions de I’'équation modulaire :
11x =8 [12]
2) Déterminer les inverses de tous les éléments de Z/ 117~ {6}

Il. Théoreme de Fermat :
Enoncé 1:

« si p est un nombre premier positif et si a est un entier relatif, alors aP? - a est

un multiple de p » : aP = al[p]
Enoncé 2 :

« si p est un _entier naturel premier et si a est un entier relatif non divisible par

p,alors a P! - 1 est un multiple de p »

Autrement dit (sous les mémes conditions sur a et p), aP ™! est congrua 1
modulop:a??! =1 [p]
Preuve 1:
- Montrons par récurrence que : Va € N: aP = a[p]
. La propriété est vraie pour a = 0, a = 1 en effet : 0P = 0[p] ; 1P = 1[p]
. Hérédité :
Soit a€ N.
Supposons aP = a[p] et montrons que (a + 1)P = a + 1[p]

D’apres la formule du binbme de Newton on a :

p p—1
(a+ 1P =ZC§ak = 1+aP+ZC£‘ak
k=0 k=1

De plusona : Zz;i Cra* = 0[p] en effet :

p! p (p-1)! P k-
En remarquant que :Vk € {1;2;..;p—1} C¥ = o0 = ke ;Cz',‘_ll

Ona: kCF = pCk={ donc p divise kC}

[Date] n
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ork Ap =1car:pestpremieretk <p
Donc d’apreés le théoreme de Gauss on a p divise CZ’,c
Dot:(a+1)P=1+4+a? =1+ alp]

Donc:Va € N:aP = a[p]

-Si a € Z*" alors —a € N* donc : (—a)P = —a|p]
. Sip>2alors p estimpair donc —a? = —a[p]d’ou aP = a[p]
.Sip=2:alors a’> = a[2]est vraie car 2 divise a* —a = a (a — 1)
(Produit de 2 entiers consécutifs)

-Ona:

p divise aP —a = a(aP~! — 1) doncsia Ap = 1, alors d’apreés le théoréme de Gauss on

a:

p divise (a?~* — 1) donca??! =1 [p]

Preuve 2 : En exercice :

Soit a € Z et p est un nombre premier positif ne divisant pas a.

1) Montrer que :
V(k, k') EN*:ka=k'a[p] © k = K'[p]
2) En déduire que chaque élément de I'’ensemble {a, 2a, 3a, ..., (p — 1)a} est
congrus modulo p a un seul élément de 'ensemble {1;2;3;...; (p — 1)}.
3) En déduire que :
a.2a.3a..(p—1a={p-1)! [p]
4) Montrer que :
p—-DI(1—-aP)=0 [p]
5) En déduire que si p est un nombre premier positif ne divisant pas a, alors

aP? =1 [p]

6) Montrer que si p est un nombre premier positif et si a est un entier relatif

quelconque, alors aP = a [p]

Contre-exemple :

On vérifie que 25 divise7?* — 1 malgré que 25 n’est pas premier.

[Date] n
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Exercices d’application :
1) Quel est le reste dans la division euclidienne du nombre 20252°%% par7 ?
2) Montrer que : ¥n € N: 1212"+1 + 1 = 0[13]
3) Montrer que : ¥n € Z : n” — n est un multiple de 42.
(Remarquer que : 42 = 2 X 3 X 7)
lll. Systémes de numération
Activités :
1) Le systeme sexagésimal : Base 60
Combien y a-t-il de secondes dans 4 heures 25 minutes et 10 secondes ?
2) Retrouver les chiffres du nombre 56078 en effectuant les divisions successives

par 10.
3) On considere les cing cartes suivantes :
A l'aide de ces 5 cartes trouver la ou les combinaison(s) de 2 cartes qui permettent

d'obtenir en les additionnant uniquement les valeurs suivantes : 3;7 ;14 ;27

1-Notion de base :
Propriété et définition :
Soit N un nombre entier naturel non nul.

Il existe une seule et unique décomposition de N sous la forme :

N=)» aqb' =a,b" +a,_b" +...+a,b + a,

n
i=0
Avec a,; a,_q;-..; ay des nombres entiers naturels strictement inférieur a b
appelés chiffreseta,, # 0;c.a.d. a,;a,,_4;...;a, € {0;1;...;b — 1}

On dit alors que I'on a effectué la décomposition de I’entier n en base b et on

note :

N = b N =
= GpQn_1...0g ouencore N = anGy_ ;... Aoy,

o
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Algorithme :
Pour déterminer I’écriture d’'un nombre dans notre systeme de numération
dans un systeme en base b, on effectue des divisions successives de ce
nombre par b. On obtient le nombre en base b, on prenant le dernier quotient
et en remontant tous les restes de ces divisions.

Meéthode pratique de décomposition :

Divisionssuccessivesparb

Quotients Re s tes
N a
a1 a,
a
12 2 T lecture
dn-1 an-1
qn <D ap =qn # 0
0 Arrét

Applications :
» Systeme décimal : base 10 : 10 chiffres : 0;1;2;3;4;5;6;7;8;9
» Systeme binaire :base 2 : 2 bits: 0; 1 (binary digit) utilisé pour représenter le

fonctionnement de I'électronigue numérique utilisée dans les ordinateurs :

2

N =a,2"+a,_ 2" 1+...4a,2 + ay = a,a,_;...d,
Avec a,; ay_1;...;ag € {0; 1}

» Systeme octal : 8 chiffres:0;1;2;3;4;5;6;7

» Systeme duodécimal : base 12 :12 chiffres:0;1;2;3;4;5;6;7;8;9;A;B

» Systeme hexadécimal : base 16
16 chiffres:0;1;2;3;4:;5;6:7:8;9;A;B;C.D;E;F

Exercices d’application :
1. Convertir en décimal les nombres suivants :

11001011, ; 5125 ; ALOF,

2. Convertir le nombre :
a. 44,, en systéme binaire

b. 2024, en hexadécimal

o
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c. FC7,¢ en base octal

3. Comparer les 2 nombres : 43105 et 652,

4. Poser et effectuer 'opération suivante dans la base 3: 21105 et 2212,
5. Refaire 'opération précédente en passant par la base 10.

4. Application: Critéres de divisibilité par 5 ;25 ;3 ;9 ;4 ;11dans le systéeme décimal.

Propriétés :

: . . - ; 10
Soit x € N*écrit dans le systeme décimal : x = Y, ;10" =a,a,,_1...ay ;
Ay; Ap_q;---; Qg sont les chiffres de x. Ona:

i) x=0[5] ©(a;=00uay,=5)

i) x =0[25] & (a;a, € {0;25;50;75})
i) x =0[3] & (Xi,a; = 0[3])

iv) x =0[9] & (Xi,a; =0[9])

v) x =0[4] o (aja, =0[4])

vi) x = 0[11] & (Th(—=Dia; = 0[11])

Démonstrations :
i) Comme 10 = 0[5], alors x = a, [5]
Donc 5 divise x & le chif fre des unités de x est 0 ou 5.
i) 10%2 = 0[25] = x = a;q, [25] ...
i) 10 =1[3]=2x =Y a; [3] ..
iv) 10=1[9]=x=XY",a; [9] ..
v) 102 = 0[4] > x = ajaq [4] ...
iv)10 = —1[11] 2 x = ¥ ,(-1)%a; [11] ...

Exercices d’application :
1) Déterminer les chiffres x et y du nombre 5x07y,, pour que ce nombre soit divisible
par 99.
2) Déterminer les chiffres x et y du nombre 3x3y0,, pour que ce nombre soit

divisible par 60.

o

Cours d’Arithmétique. Niveau : 2°™ Bac Sciences Mathématiques. Pr.OUBIJI



