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INTÉGRALE D'UNE FONCTION CONTINUE  

Niveau : Bac Sciences Mathématiques 

Activités : 

On considère la fonction numérique 𝑓 continue sur le segment [1; 5] et définie par : 

൜
𝑠𝑖 1 ≤ 𝑥 ≤ 3 𝑎𝑙𝑜𝑟𝑠 𝑓(𝑥) = 2

𝑠𝑖 3 < 𝑥 ≤ 5 𝑎𝑙𝑜𝑟𝑠 𝑓(𝑥) = 2𝑥 − 4
 

1) Représenter 𝑓 graphiquement dans un repère orthonormé (𝑂, 𝚤, 𝚥) tel que ‖𝚤‖ = 1𝑐𝑚 

2) Calculer en 𝑐𝑚² l’aire du domaine plan limité par la courbe 𝐶௙, l’axe des abscisses et 

les deux droites d’équations 𝑥 = 1 𝑒𝑡 𝑥 = 5. 

3) Soit la fonction 𝐹  définie sur le segment [1; 5] par : 

൜
𝑠𝑖 1 ≤ 𝑥 ≤ 3 𝑎𝑙𝑜𝑟𝑠 𝐹(𝑥) = 2𝑥 − 9

𝑠𝑖 3 < 𝑥 ≤ 5 𝑎𝑙𝑜𝑟𝑠 𝐹(𝑥) = 𝑥² − 4𝑥
 

a) Montrer que la fonction 𝐹 est une primitive de 𝑓 

b) Calculer 𝐹(5) − 𝐹(1). Que remarquez-vous ? 

I- Intégrale et primitives 

1.Définition : 

Soit f une fonction continue sur un intervalle 𝐼  et 𝑎, 𝑏 deux éléments de I  

Si F est une primitive de f sur 𝐼  alors le réel 𝐹(𝑏) − 𝐹(𝑎) est indépendant de la primitive 

choisie 𝐹 𝑑𝑒 𝑓  et appelé intégrale entre a et b de f et on note : 

න 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
௕

௔

= [𝐹(𝑥)]௔
௕ = 𝐹(𝑏) − 𝐹(𝑎) 
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Remarques : 

Dans la notation ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
௕

௔
la variable x est « muette » et peut être remplacée par toute 

autre variable sans occurrence dans f : 

න 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
௕

௔

= න 𝑓(𝑡)𝑑𝑡
௕

௔

= න 𝑓(𝑢)𝑑𝑢
௕

௔

   … 

Notion d’intégrale indéfinie (sans bornes) : 

Soit f une fonction définie sur un intervalle I admettant des primitives.  

Par abus de langage, la notation  ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 désigne aussi une primitive quelconque de f 

Propriétés : 

 ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
௔

௔
= 0  

 ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
௕

௔
= − ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

௔

௕
 

Exemples : 

Calculer les intégrales : 

∫ ൫𝑥√𝑥 − √𝑥
య

൯𝑑𝑥
ଵ

଴
  

∫ (𝑒ି௫ + 𝑒ଶ௫)𝑑𝑥
௟௡ଶ

଴
 ; ∫

௟௡௫

௫
𝑑𝑥

௘

ଵ
  

∫
ଵ

௫௟௡௫
𝑑𝑥

௘²

௘
 ; ∫

௦௜௡௫

ଶା௖௢௦௫
𝑑𝑥

ഏ

మ
଴

   

 ∫ (cos(2𝑥) + 𝑡𝑎𝑛ଶ𝑥)𝑑𝑥
ഏ

ర
଴

  

 ∫ (𝑡𝑎𝑛𝑥 + tanଷ 𝑥)𝑑𝑥
ഏ

ర
଴

 

 ∫ 𝑥𝑒௫²𝑑𝑥
ଵ

଴
 ; ∫

ଵ

√ଶ௧ାଵ
𝑑𝑡

ସ

଴
  

∫
ଵ

√௫(ଵା௫)
𝑑𝑥

ସ

ଵ
 ;  ∫

௘ೣ

ଵା௘మೣ

ଵ

଴
 ;   
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2.Interprétation graphique : 

Le plan est muni d’un repère orthogonal (𝑂, 𝚤, 𝚥) 

Propriétés : 

- Si 𝑓 est une fonction continue sur [𝑎;  𝑏], 𝑎 < 𝑏, alors l’aire, exprimée en unités 

d’aires, du domaine délimité par la courbe 𝐶௙  , l’axe des abscisses, et les droites 

d’équations 𝑥 =  𝑎 𝑒𝑡 𝑥 =  𝑏 est : ∫ |𝑓(𝑥)|𝑑𝑥
௕

௔
 

- Si 𝑓 𝑒𝑡 𝑔 sont deux fonctions continues sur [𝑎;  𝑏] ,alors l’aire de la surface 

comprise entre les deux courbes 𝐶௙  𝑒𝑡 𝐶௚ et les droites d’équations  𝑥 =  𝑎 𝑒𝑡 𝑥 =

 𝑏  est∫ |𝑓(𝑥) − 𝑔(𝑥)|𝑑𝑥
௕

௔
. (en unités d’aire) 

Remarque :   1 unité d’aire = ‖𝚤‖. ‖𝚥‖ 

Exemples : 

1) Calculer l’aire du domaine plan délimité par la courbe de la fonction 𝑥 ⟼ 𝑒௫ et 

les droites d’équations 𝑦 = 0 ; 𝑥 = 0 𝑒𝑡 𝑥 = 1 

2) Calculer l’aire du domaine plan délimité par la courbe de la fonction 

 𝑥 ⟼
௟௡௫

௫
+ 𝑥 − 1 et les droites d’équations 𝑦 = 𝑥 − 1 ; 𝑥 =

ଵ

௘
 𝑒𝑡 𝑥 = 1 

3.Propriété : 

Si 𝑓 une fonction continue sur un intervalle 𝐼 𝑒𝑡 𝑎 un élément de 𝐼 (𝑎 = 𝑐௧௘) ; alors la 

fonction 𝐺 définie par : 

∀𝑥 ∈ 𝐼: 𝐺(𝑥) = න 𝑓(𝑡)𝑑𝑡
௫

௔

 

, est continue et dérivable sur 𝐼 et est la primitive de 𝑓 qui s’annule au point 𝑎 et on a : 

∀𝑥 ∈ 𝐼: 𝐺′(𝑥) = 𝑓(𝑥) et 𝐺(𝑎) = 0 
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Exemple : 

1) Montrer que la fonction 𝐺 définie par : ∀𝑥 ∈ ℝ: 𝐺(𝑥) = ∫ 𝑒௧²𝑑𝑡
௫

଴
 ; est dérivable et 

calculer sa dérivée. 

2) Calculer les limites : lim
௫→ଵ

ቀ
ଵ

௫ିଵ
 ∫ 𝑒௧²𝑑𝑡

௫

ଵ
ቁ, lim

௫→଴
ቀ

ଵ

௫
 ∫ 𝑙𝑛 (1 + 𝑡ଶ)𝑑𝑡

௫

଴
ቁ 

4. La relation de Chasles 

Propriété : 

 Soient 𝑎, 𝑏, 𝑐 trois éléments d’un intervalle 𝐼 𝑒𝑡 𝑓 une fonction continue sur 𝐼.On a : 

න 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
௕

௔

= න 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
௖

௔

+ න 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
௕

௖

 

Preuve : 

Soit 𝐹 une primitive de 𝑓. On a : 

න 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
௕

௔

= 𝐹(𝑏) − 𝐹(𝑎) = ൫𝐹(𝑐) − 𝐹(𝑎)൯ + ൫𝐹(𝑏) − 𝐹(𝑐)൯      

                              = න 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
௖

௔

+ න 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
௕

௖

 

Exemples : 

Calculer : 

𝐼 = න |𝑒ି௫ − 1|
௟௡ଶ

ି௟௡ଶ

𝑑𝑥 

𝐽 = න
|lnଷ 𝑥|

𝑥

௘

ଵ
௘

𝑑𝑥 

𝐾 = න |𝑥ଶ − 𝑥|𝑑𝑥
ଶ

ିଵ
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5. Linéarité de l’intégrale : 

𝑆𝑜𝑖𝑒𝑛𝑡 𝑓 , 𝑔 deux fonctions continues sur 𝐼. Pour tout 𝜆 ∈ ℝ , et tout(𝑎, 𝑏) ∈ ℝଶ on a : 

 ∫ [𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥)]𝑑𝑥
௕

௔
= ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

௕

௔
+ ∫ 𝑔(𝑥)𝑑𝑥

௕

௔
   

  ∫ 𝜆𝑓(𝑥)𝑑𝑥
௕

௔
= 𝜆 ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

௕

௔
 (𝜆 est une constante réelle) 

 

Preuve :  Utiliser les primitives et la définition de l’intégrale. 

Exemple : 

On pose : 𝐼 = ∫
௖௢௦௫

௖௢௦௫ା௦௜௡௫
𝑑𝑥

ഏ

మ
଴

 et 𝐽 = ∫
௦௜௡௫

௖௢௦௫ା௦௜௡
𝑑𝑥

ഏ

మ
଴

 

Calculer 𝐼 + 𝐽 𝑒𝑡 𝐼 − 𝐽, en déduire les valeurs de 𝐼 𝑒𝑡 𝐽. 

6. L’ordre et l'intégrale : 

Propriétés : 

 Si 𝑓 est une fonction continue et strictement positive sur [𝑎; 𝑏] , 𝒂 < 𝒃, alors  

න 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
௕

௔

> 0 

 Si 𝑓 𝑒𝑡 𝑔 sont deux fonctions continues sur un intervalle 𝐼  et 𝑎, 𝑏 deux éléments de 

I tels que 𝒂 < 𝒃 et si 𝒇 < 𝒈 sur [𝑎; 𝑏] alors 

න 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
௕

௔

< න 𝑔(𝑥)𝑑𝑥
௕

௔

 

 Si 𝑓 est une fonction continue sur [𝑎; 𝑏] , 𝑎 < 𝑏, alors 

ቤන 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
௕

௔

ቤ ≤ න |𝑓(𝑥)|𝑑𝑥
௕

௔
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Exercices d’application : 

1) Etudier le signe de la fonction numérique 𝐹: 𝑥 ⟼ ∫ lnଷ 𝑥 𝑑𝑥
௫

ଵ
 

2) Montrer que ∫ ቚ
௖௢௦௫

௫
ቚ 𝑑𝑥

ଶ

ଵ
≤ 𝑙𝑛2 

3) On pose ∀𝑛 ∈ ℕ∗: 𝑢௡ = ∫
௧೙

௧ାଵ
𝑑𝑥

ଵ

଴
 

a) Calculer 𝑢ଵ et montrer que la suite (𝑢௡) est positive. 

b) Etudier la monotonie de la suite (𝑢௡), en déduire qu’elle converge. 

c)Montrer que ∀𝑛 ∈ ℕ∗:
ଵ

ଶ(௡ା)
≤ 𝑢௡ ≤

ଵ

௡ାଵ
 , en déduire la limite de la suite (𝑢௡) 

7. Valeur moyenne d'une fonction : 

a. Théorèmes et définition : 

Si 𝑓 est une fonction continue sur un intervalle 𝐼 et (𝑎; 𝑏) ∈ 𝐼² alors : 

- Si 𝑎 < 𝑏 , et  𝑚, 𝑀 sont deux nombres réels tels que ∀𝑥 ∈ [𝑎; 𝑏]: 𝑚 ≤ 𝑓(𝑥) ≤ 𝑀, alors :  

𝑚(𝑏 − 𝑎) ≤ න 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
௕

௔

≤ 𝑀(𝑏 − 𝑎) 

- S’il existe un nombre réel positif M tel que |𝑓| ≤ 𝑀 sur I  alors :  

ቤන 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
௕

௔

ቤ ≤ 𝑀|𝑏 − 𝑎| 

- Si 𝑓 est une fonction continue sur un segment [𝑎, 𝑏], alors le nombre réel : 

𝝁[𝒂;𝒃](𝒇) =
𝟏

𝒃 − 𝒂
න 𝒇(𝒙)𝒅𝒙

𝒃

𝒂

 

est appelé valeur moyenne de la fonction f sur [𝑎, 𝑏]. 

- Si 𝑓 est une fonction continue sur un segment [𝑎, 𝑏], alors : 

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 =
௕

௔
(𝑏 − 𝑎)𝑓(𝑐) : Formule de la moyenne. 

Ou encore : 
ଵ

௕ି௔
∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 𝑓(𝑐)

௕

௔
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Interprétation graphique : 

Dans le cas d’une fonction positive, la valeur moyenne d’une fonction continue sur 

[𝑎, 𝑏] est le réel µ tel que l’aire du rectangle de hauteur µ et de base (b-a) soit égal à 

l’aire comprise entre la courbe 𝐶௙, l’axe des abscisses et les droites d’équations 

 𝑥 =  𝑎 𝑒𝑡 𝑥 =  𝑏. (Voir la figure) 

 

 

Exercice d’application : 

Calculer la valeur moyenne de la fonction 𝑓: 𝑥 ⟼
௫ర

ଵା௫మ
 sur lintervalle [0; 2] 

(Remarquer que : 
௫ర

ଵା௫మ
= 𝑥ଶ − 1 +

ଵ

ଵା௫మ
 ) 

8. Encadrement d'une intégrale par la méthode des rectangles 

Théorème : 

Si 𝑓 est une fonction continue sur un segment [𝑎, 𝑏], alors les deux suites (𝑢௡)et (𝑣௡) 

définies par : 

∀𝑛 ∈ ℕ∗: 𝑢௡ =
𝑏 − 𝑎

𝑛
෍ 𝑓 ൬𝑎 + 𝑘

𝑏 − 𝑎

𝑛
൰

௡ିଵ

௞ୀ଴

; 𝑣௡ =
𝑏 − 𝑎

𝑛
෍ 𝑓 ൬𝑎 + 𝑘

𝑏 − 𝑎

𝑛
൰

௡

௞ୀଵ

 

sont convergentes et convergent vers la même limite  ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
௕

௔
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Preuve du théorème dans le cas où f est continue et strictement monotone sur[𝒂, 𝒃] :  

(La démonstration dans le cas général est hors du programme du niveau 2ème Bac Sc.Maths) 

Supposons que f est continue et strictement croissante sur [𝑎, 𝑏] et posons pour tout 

 𝑘 ∈ {0; 1; . . . ; 𝑛 − 1} ∶  𝑥௞ = 𝑎 + 𝑘
௕ି௔

௡
 

On a alors pour tout  𝑘 ∈ {0; 1; . . . ; 𝑛 −} ∶  𝑥௞ = 𝑎 + 𝑘
௕ି௔

௡
 : 

𝑥௞ାଵ − 𝑥௞ = 𝑎 + (𝑘 + 1)
௕ି௔

௡
− ቀ𝑎 + 𝑘

௕ି௔

௡
ቁ =

௕ି௔

௡
  ,  𝑥଴ = 𝑎 et 𝑥௡ = 𝑏 

Comme f est continue et strictement croissante sur [𝑎, 𝑏], alors : 

Pour tout 𝑥 ∈ [𝑥௞; 𝑥௞ାଵ] ∶  

 𝑥௞ ≤ 𝑥 ≤ 𝑥௞ାଵ   ⟹    𝑓(𝑥௞) ≤ 𝑓(𝑥) ≤ 𝑓(𝑥௞ାଵ) 

⟹  𝑓(𝑥௞) ∫ 𝑑𝑥
௫ೖశభ

௫ೖ
≤ ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

௫ೖశభ

௫ೖ
≤ 𝑓(𝑥௞ାଵ) ∫ 𝑑𝑥

௫ೖశభ

௫ೖ
    

⟹  𝑓(𝑥௞)
𝑏 − 𝑎

𝑛
≤ න 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

௫ೖశభ

௫ೖ

≤ 𝑓(𝑥௞ାଵ)
𝑏 − 𝑎

𝑛
 

⟹   
௕ି௔

௡
∑  𝑓(𝑥௞)௡ିଵ

௞ୀ଴ ≤ ∑ ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
௫ೖశభ

௫ೖ

௡ିଵ
௞ୀଵ ≤

௕ି௔

௡
∑  𝑓(𝑥௞ାଵ)௡ିଵ

௞ୀ଴ =
௕ି௔

௡
∑  𝑓(𝑥௞)௡

௞ୀଵ  
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⟹  𝑢௡  ≤  ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 ≤
௕

௔
𝑣௡ .( Relation de Chasles appliquée plusieurs fois) 

⟹   0≤  ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
௕

௔
− 𝑢௡ ≤ 𝑣௡ − 𝑢௡ , 

Or 𝑣௡ − 𝑢௡ =
௕ି௔

௡
ቂ∑ 𝑓 ቀ𝑎 + 𝑘

௕ି௔

௡
ቁ௡

௞ୀଵ − ∑ 𝑓 ቀ𝑎 + 𝑘
௕ି௔

௡
ቁ௡ିଵ

௞ୀ଴ ቃ 

⟹ 𝑣௡ − 𝑢௡ =
௕ି௔

௡
൫𝑓(𝑥௡) − 𝑓(𝑥଴)൯ =

௕ି௔

௡
൫𝑓(𝑏) − 𝑓(𝑎)൯ 

Donc lim
௡→ାஶ

(𝑣௡ − 𝑢௡) = 0 ; d’où la suite (𝑢௡) converge vers ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
௕

௔
 

D’où la suite (𝑣௡) converge aussi vers ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
௕

௔
. 

Cas particulier : 

Si 𝑓 est une fonction continue sur [0; 1], alors les deux suites (𝑢௡)et (𝑣௡) définies par : 

∀𝑛 ∈ ℕ∗: 𝑢௡ =
ଵ

௡
∑ 𝑓 ቀ

௞

௡
ቁ௡ିଵ

௞ୀ଴ ; 𝑣௡ =
ଵ

௡
∑ 𝑓 ቀ

௞

௡
ቁ௡

௞ୀଵ   , sont convergentes et convergent vers 

la même limite  ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
௕

௔
 

Exercice d’application : 

Montrer que la suite numérique définie par : 

𝑢௡ = ෍
1

𝑛 + 𝑘
 

௡

௞ୀଵ

, 𝑝𝑜𝑢𝑟 𝑡𝑜𝑢𝑡 𝑛 ∈ ℕ∗ 

 converge et calculer sa limite. 

II. Calcul de volumes : 

L’espace est muni d’un repère orthogonal ൫𝑂, 𝚤, 𝚥, 𝑘ሬ⃗ ൯ 

1.Théorème : 

Soit (𝑆) un solide délimité par deux plans d'équations 𝑧 = 𝑎 , 𝑧 = 𝑏,𝑎 < 𝑏 et 

(𝑎; 𝑏) ∈ ℝଶ 
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Pour tout 𝑡 ∈ [𝑎; 𝑏]on considère 𝑃(𝑡) le plan d'équation 𝑧 =  𝑡  𝑒𝑡 𝑠(𝑡) l'aire de la 

section du solide (𝑆) avec le plan 𝑃(𝑡).  

Si la fonction 𝑠: 𝑡 ⟼ 𝑠(𝑡) est continue sur [𝑎; 𝑏] alors le volume du solide (𝑆) est 

en unités de volume est :   ∫ 𝑠(𝑡)dt 
௕

௔
 

Remarque : 1 unité de volume = ‖𝚤‖. ‖𝚥‖. ฮ𝑘ሬ⃗ ฮ 

Exemple :  Preuve du volume d'un cône de révolution : 

On considère un cône droit de sommet 𝑂,d de hauteur h 
dont la base a un rayon R. A la hauteur 𝑡 ≤ ℎ, le rayon 
de la section du cône avec un plan horizontal 𝑧 = 𝑡 est tel 
que : 

𝑟(𝑡)

𝑅
=

𝑡

ℎ
 

D’où :𝑟(𝑡) =
ோ௧

௛
. Donc l’aire de cette section est : 

𝑠(𝑡) = 𝜋[𝑟(𝑡)]ଶ = 𝜋𝑅ଶ
𝑡2

ℎ
2
 

D’où le volume du cône : 

𝑉 = න 𝑠(𝑡)dt 
ℎ

଴

=
𝜋𝑅ଶ

ℎଶ
න t²dt 

ℎ

଴

=
𝜋𝑅ଶ

ℎଶ
ቈ
𝑡ଷ

3
቉

଴

௛

=
1

3

𝜋𝑅ଶ

ℎଶ

ℎଷ

3
 

D’où : 𝑉 =
1

3
𝜋𝑅2ℎ 

 

2. Cas particulier : 

Propriété : 

Le volume du solide de révolution engendré par la rotation de la courbe d'une fonction 

𝑓 continue sur un segment [𝑎; 𝑏] autour de l'axe des abscisses un tour complet est : 

𝑉 = 𝜋 ∫ [𝑓(𝑡)]ଶ𝑑𝑡
௕

௔
  u.v 
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Exercice d’application : 

Calculer le volume 𝑉 du solide de révolution engendré par la rotation de la courbe de la 

fonction 𝑓: 𝑥 ⟼ ඥ𝑅ଶ − 𝑥² sur [−𝑅; 𝑅] autour de l'axe des abscisses.( 𝑅 > 0 ) 

Quelle est la nature de ce solide ? (On trouve : 𝑉 =
ସ

ଷ
𝜋𝑅ଷ ) 

III. Techniques d’intégration 

1. Intégration par parties : 

Théorème : 

Si 𝑢 𝑒𝑡 𝑣 sont deux fonctions dérivables sur un intervalle 𝐼,et si leurs dérivées 𝑢’ 𝑒𝑡 𝑣’ 

sont continues sur 𝐼, alors, quels que soient 𝑎 𝑒𝑡 𝑏 éléments de 𝐼 on a: 

න 𝑢′(𝑡)𝑣(𝑡)𝑑𝑡
௕

௔

= [𝑢(𝑡)𝑣(𝑡)]௔
௕ − න 𝑢(𝑡)𝑣′(𝑡)𝑑𝑡

௕

௔

 

Ou encore 

න 𝑢(𝑡)𝑣′(𝑡)𝑑𝑡
௕

௔

= [𝑢(𝑡)𝑣(𝑡)]௔
௕ − න 𝑢′(𝑡)𝑣(𝑡)𝑑𝑡

௕

௔

 

Preuve : 

Utiliser la formule de dérivation : 𝑢ᇱ𝑣 = (𝑢𝑣)ᇱ − 𝑢𝑣′ 

Exercices d’application : 

1) En utilisant la technique d’intégration par parties calculer les intégrales 

suivantes : 

∫ (2𝑥 − 1) 𝑠𝑖𝑛𝑥𝑑𝑥
ഏ

మ
଴

  

∫ 𝑥ଶ𝑒௫𝑑𝑥
௟௡

଴
  

 ∫ 𝑥 𝑙𝑛𝑥 𝑑𝑥
௘

ଵ
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 ∫ 𝑥 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛𝑥 𝑑𝑥
ଵ

଴
 

2) Déterminer la primitive de la fonction 𝑥 ⟼ 𝑙𝑛𝑥 sur l’intervalle ]0, +∞[ qui 

s’annule au point 𝑎 = 1. 

 3) Déterminer la primitive de la fonction 𝑥 ⟼ 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛𝑥 sur l’intervalle ℝ qui 

s’annule au point 𝑎 = 0. 

4) On pose pour tout 𝑛 ∈ ℕ∗ : 

𝑢௡ = ෍
𝑝ଶ

𝑛ଷ
cos ቀ

𝜋𝑝

𝑛
ቁ 

௡

௞ୀଵ

 

Prouver que la suite numérique (𝑢௡)௡ஹଵ converge et calculer la limite. 

2. Intégration par changement de variables (par substitution): 

Théorème :  

Si 𝑓 est une fonction continue sur un intervalle 𝐽 et 𝑢 est une fonction dérivable 

sur un intervalle I telle que 𝑢(𝐼) ⊂ 𝐽 et  𝑢’ soit continue sur 𝐼 ; alors : 

∀(𝛼; 𝛽) ∈ 𝐽ଶ: න 𝑓(𝑢(𝑡))𝑢′(𝑡)𝑑𝑡
ఉ

ఈ

= න 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
௨(ఉ)

௨(ఈ)

 

Et si 𝑢 est une bijection de 𝐼 𝑑𝑎𝑛𝑠 𝐽  , alors : 

∀(𝑎; 𝑏) ∈ 𝐽ଶ: න 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
௕

௔

= න 𝑓(𝑢(𝑡))𝑢′(𝑡)𝑑𝑡
௨షభ(௕)

௨షభ(௔)

 

Preuve : 

Utiliser la formule de dérivation : 𝐹ᇱ൫𝑢(𝑡)൯. 𝑢ᇱ(𝑡) = (𝐹 ∘ 𝑢)′(𝑡) 

Où 𝐹 est une primitive de 𝑓 sur𝐽. 
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Méthode à retenir : 

Pour calculer ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
௕

௔
 : on pose : 𝑥 = 𝑢(𝑡) et on a : 𝑑𝑥 = 𝑢′(𝑡)𝑑𝑡 et on 

change les bornes. 

Si 𝑢 est une bijection on calculera si c’est possible 𝑢ିଵ(𝑥) = 𝑡 … 

Exercices d’application : 

Calculer les intégrales suivantes en appliquant les changements de variable donnés : 

1) ∫ 2𝑥𝑐𝑜𝑠(𝑥ଶ)𝑑𝑥
ഏ

మ
଴

 ; poser 𝑡 = 𝑥ଶ 

2) ∫ 𝑥ଶ√1 + 𝑥ଷ𝑑𝑥
ଵ

଴
 ; poser 𝑧 = 𝑥ଷ 

3) ∫
௘మೣ

௘ೣାଵ
 𝑑𝑥

ଵ

଴
 ; poser 𝑦 = 𝑒௫ 

4) ∫ √𝑒௫ − 1 𝑑𝑥
௟௡ଶ

଴
 ; poser 𝑢 = √𝑒௫ − 1 

5) ∫ cosହ 𝑥 𝑑𝑥
ഏ

మ
଴

 ; poser 𝑡 = 𝑠𝑖𝑛𝑥 

6) ∫
௘ೣ

ଵା௘ೣ
ln(1 + 𝑒௫) 𝑑𝑥

௟௡ଶ

଴
 ; poser 𝑢 = 1 + 𝑒௫ 

 

IV. Fonctions définies par une intégrale de la forme :∫ 𝒇(𝒕)𝒅𝒕
𝒗(𝒙)

𝒖(𝒙)
 

Propriétés : 

Si u et v sont deux fonctions dérivables sur un intervalle 𝐼 et 𝑓 est une fonction 

continue sur un intervalle 𝐽 tel que 𝑢(𝐼) ⊂ 𝐽 et𝑣(𝐼) ⊂ 𝐽 et 𝑎 ∈ 𝐼 ; alors : 

Les fonction 𝜑: 𝑥 ↦ ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡
௨(௫)

௔
 et 𝜓: 𝑥 ↦ ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡

௩(௫)

௨(௫)
 sont dérivables sur 𝐼 et 

on a: 

∀𝑥 ∈ 𝐸: 𝜑′(𝑥) = 𝑢′(𝑥)𝑓(𝑢(𝑥)); 𝜓′(𝑥) = 𝑣′(𝑥)𝑓(𝑣(𝑥)) − 𝑢′(𝑥)𝑓(𝑢(𝑥)) 
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Preuve :  

Remarquer que : 

𝜑 = 𝐹 ∘ 𝑢 et  𝜓 = 𝐹 ∘ 𝑣 − 𝐹 ∘ 𝑢 avec F une primitive de f sur I … 

Exercices d’application : 

1) Montrer que la fonction numérique : 

𝐹: 𝑥 ⟼ න
ln (1 + 𝑡ଶ)

2 + 𝑡²
𝑑𝑡

௘మೣ

௫²

 

Est dérivable sur ℝ et calculer sa dérivée. 

2) Même question pour la fonction : 

𝐺: 𝑥 ⟼ න
sint

1 + 𝑒௧
𝑑𝑡

ଵ

ଶ௫

 

3) Etudier la parité de la fonction numérique : 

𝐹: 𝑥 ⟼ න 𝑒ି௧²𝑑𝑡
ଷ௫

ଶ௫

 

(On posera 𝑡 = −𝑢) 


