Trigonométrie I

Cercle trigonométrique

Lignes trigonométriques

I. Mesures des arcs et des angles géométriques :

1. Le radian :

Le radian est la mesure de I'angle au centre qui intercepte un arc de
longueur 1 dans un cercle de rayon 1.

+0'14lll

Remarques :

e Un radian vaut environ 57,3° ou 57° 18' (360°+2m)
e Unangle ayant son sommet au centre d'un cercle a une mesure d'un

radian s'il intercepte, sur la circonférence de ce cercle, un arc d'une
longueur égale a celle du rayon du cercle.
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e La longueur d'un arc intercepté par un angle 6 mesuré en radians dans
un cercle de rayon R est : R6.

Remarque :

Ne pas confondre entre : longueur d'un arc et mesure d'un arc |

La mesure d'un arc de cercle est égale a la mesure de l'angle au centre
intercepté par cet arc.

2. Relations entre les 3 mesures des angles

Propriété :
Si a, B et y désignent les mesures d'un méme angle (ou d'un arc)
respectivement en radian, degré et le grade, alors :

a B Y

7 180 200

La mesure en radian d'un angle est proportionnelle d sa mesure en degré.

3.Valeurs usuelles :

Mesure en degrés | 0° | 30° | 45° | 60° | 90°

Mesure en radians | 0
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IT. Sens et cercle trigonométriques-angles orientés :

1. Définition :

Le cercle trigonométrique de centre O et d'origine un point I est un
cercle qui a pour rayon 1 et muni du sens direct : le sens inverse des
aiguilles d'une montre.
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2. Définition et propriété :

Soient deux demis droites [0x) et [0y) de méme origine O, de vecteurs
directeurs u et v respectivement.

o Le couple (0x,0y) détermine un angle orienté noté (0x, 0y) ou (4, v)
e Si 6 est une mesure de (0x,0y) ou (i, 7), alors les réels 6 + k2, k € Z
sont des mesures de (i, ) et on note :
(0x,0y) = (@, ) = 6 + k2n
e Il existe une seule mesure de l'angle orienté (Ox, Oy) dans l'intervalle
|-, 7. Celle-ci est appelée la mesure principale de (0x, 0y) ou de

(7,9
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Exercice d'application :

. . , — 2
Construire un angle orienté (Ox,0y) dont — est une mesure.

Calculer une autre mesure positive et une autre mesure négative de cet
angle.

3. Propriétés des angles orientés :

Soient 3 demis droites [0x),[0y) et [0z) de méme origine O Ona:
» (0x,0x) =k2n,k € Z

» (0x,0y) = —(0y,0x) + k2r, k € Z

» (0x,0y) + (0y,0z) = (0Ox,0z) + k2m, k € Z : Relation de Chasles.

Exercice d'application :

Soit un angle (0, 0y) dont une mesure est : =

1) Calculer la mesure principale de (Ox, Oy).

(Donner 2 méthodes différentes)

2) Sachant que : (0x, 0z) = —147” + k27, k € Z, calculer la mesure

principale de (0y, 0z)

IIT. Abscisses curvilignes d'un point sur le cercle trigonométrique :

Dans toute la suite de ce cours, on considére un cercle trigonométrique
(U) de centre O et d'origine un point I, et on considére le point ] de

(U)tel que l'angle orienté (57, 57) soit un angle droit direct, c.a.d.:

—_— — T
(01,0)) =5 +k2m k € Z

Le plan sera muni du repere orthonormé direct (0,7,)).

— —

Oul= Oletj= 0]
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Activité :

Placer sur le cercle (U) les points A,B,C,D,E,F,G et H tels que :

Ouk €Z

Définition :

©® N o O b w N =

(0I,0A) = =+ k2w
(0I,0B) = ——+ k2n
m=:+k2n
(o1,0D) =?+k2n

(0I,0E) = — =+ k2
(0I,0F) = —g + k2w
(01,06) = - Z + k2n

(OI,0H) = = + k2m

Soit x un nombre réel.

Six = 0, on considere le point M sur le cercle (U) tel que la longueur de

l'arc M soit égale & x en parcourant le cercle (U) de I vers M dans le

sens direct.

Six <0, on considere le point M sur le cercle (U) tel que la longueur de

' [ . / \
I'arc IM soit égale a —x en parcourant le cercle (U) de I vers M dans le
sens indirect.

Les réels x + k2m, k € Z s'appellent les abscisses curvilignes du point M
sur le cercle (U).

La mesure principale d'un angle orienté en radian, est |'unique mesure
de cet angle dans I'intervalle |-, ]

Exercice d'application :

Placer sur le cercle (U) les points d'abscisses curvilignes les nombres

suivants :

2023m,2024m ,——,—
Tl’-l T[J 2 ) 2 ) 4

25m 3m 23w 557 291 29t 291

"6 ' 6 ' 5 '8
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Propriété :
Si A et B sont 2 points du cercle trigonométrique d'abscisses curvilignes
a et 8 respectivement alors une des mesures de I'angle orienté (Wf @)

ou de I'arc orienté AB est f — a .

Exercice d'application :

Soient sur le cercle trigonométrique (U) de centre O et d'origine I, les

points A et B tels que (04;0B) = =~ + k2m, k € Z et =" est une abscisse curviligne

de A.
Trouver |'abscisse curviligne de B.

TIV. Rapports trigonométrigues d'un hombre réel

Activité :
Soit M un point de l'arc orienté I] d'abscisse curviligne principale x.
1. Calculer les coordonnées du point M en fonction de x

2. Soit T le point d'intersection de la droite (OM) avec la tangente au
cercle (U) au point I.

Calculer la distance IT en fonction de x

tanfxj

T
| @] cos(x)
1
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1. Définitions :

Soit x un nombre réel et M un point de (U) d'abscisse curviligne x.

+ L'abscisse du point M est notée cos (x) et appelée le cosinus de x
+ L'ordonnée du point M est notée sin (x) et appelée le sinus de x
+ Six #~+km,pour tout k € Z, alors I'ordonnée du point T intersection de

(OM) avec la tangente a (U) en I est notée tan (x) et appelée la tangente
de x

2. Rapports trigonométriques usuels

Activités :

1) Utiliser le cercle trigonométrique (U) de centre O et d'origine I et
déterminer les rapports trigonométriques des réels: 0;2m; = ; +m; —=;
en cas d'existence.

2) Soit E le point de (U) d'abscisse cur‘viligne%

Montrer que le triangle OIE est rectangle et isocele, en déduire les
rapports trigonométriques de -.

3) Soit F le point de (U) d'abscisse curviligne -

Montrer que le triangle OIF est équilatéral, en déduire les rapports
trigonométriques de -.

4) Idem pour =.

Tableau des valeurs usuelles :

T T A T
X (en radians) 0 g Z § E
1
cos (x) 1 \/_§ \/_E - 0
2 2 2
1
sin (x) 0 — \/_E E 1
2 2 2
tan(x) 0 ! 1 V3 N'exist
an(x = existe pas
V3 P
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Remarque :

Utilisation de la calculatrice scientifique :

e Choisir I'unité : radian ou degré
e Appuyer et taper sin(valeur) ou cos(valeur) ou tan(valeur) pour voir
leurs valeurs

e Pour déterminer une valeur (exacte ou approchée de x, sachant par
exemple la valeur y de cos(x) :
o Appuyer sur Shift ou sur 2°™ Fn

o Appuyer sur cos et puis taper y: cos~'(y) puis appuyer sur =

Exercice d'application :

Utiliser une calculatrice scientifique et déterminer :

T . T T
= oS (—) ; sin (—) ;tan (—)
8 12 5

= x sachant que : a) cos(x) = %ﬁ b) sin(x) = _Je+v2

4

c)tan(x) = 2 ++/3

2. Signes de cos(x),sin(x),tan (x) sur ]—m,x]

X (En radions) | —TT e 0 = ™
cos (x) — 0 = 5 + 0 —
sin (x) (0 — — O + + O
tan(x) |0 4 — O -+ = i

3. Relations entre les rapports trigonométriques d'un nombre réel

Propriétés :

Pour tout réel x ona:
» |cos (x)| < 1let|sin(x)| <1
> cos?(x) +sin?(x) =1
> Six # §+ km ,pour tout k € Z, alors :

1
cos?(x)

= 1+ tan?(x) =
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Exercices d'application :

7 7 4
1. Sachant que tan£ = —2 — /3, calculer cos% et sm%

.9 2—2 9 9
2. Sachant que Sln?n = ———, calculer cos?” et tan?n

4. Relations entre les rapports trigonométriques de x ,m + x g + x

tan(x) T tan(x) T
Fd rd
— T M) f T M)
TS ~ M@ A iy M)
/ sinfx) X MV Sin(-x) sin() \
/! | \ i
/ \\ / b Y / \\
/ p / \\ / I 5 P 4 \.\
/ s \ / ' by / \
/ ; | [ N r—x. \
| 74 v I N = Fi
I| A x cos(x) |, II l 1 A |
l'. ol x  cos(x) | cos(m-x) ol cos(x)
\ N | i N, |
\ ! h {
1 % \ IIII'l,l I‘.\ kS % llll'II.
\ % / \ 5 /
X . g8
N s . o3
- sinfx e
x‘"xh_ N ___J_,,—-"’ I'\.-1">_x) i e a k\
A e e , .
M C .
tan(-x) T tan(m-x) P
Propriétés :
Pour tout réel x ona:
% cos(—x) = cos(x) ,sin(—x) = —sinx et tan(—x) = —tan(x) si x # % +kn,ke€Z
% cos(m —x) = —cos(x) ,sin(mr — x) = sinx et tan(m — x) = —tan(x) si x # g +kn,kE€Z
s cos(m+ x) = —cos(x) ,sin(m + x) = —sinx et tan(mw + x) = tan(x) si x # §+ km,k €Z

1
tan(x)

six#km,k€EZ

1
tan(x)

Y . . s s
% cos (; — x) = sin(x) ,sin (E — x) = cosx et tan (; — x) =

X/
L X4

cos(§+x) = —sin(x) ,sin(§+x) = cosx et tan(§+x) = — six#km,k€Z
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Exercices d'application :

Exercice 1:
Calculer (Sans calculatrice) :
T _ T T 2t 27 2T
cos (—5) ; sin (_Z) ; tan (_E)’ cos? ,sm? ,tan?

41 7T 5w

coSs— ;Sin— ;tan—
3 6 4

Exercice 2 :

2442 . 3w . 7T
calculer sin— et sin—

1. Sachant que cos =

5 11
2. Sachant que tanln—2 = 2 — /3 calculer tan£ et tan—-
3m

.2 V10+2v5 ; .
3. Sachant que sin— = ~—=" calculer sin— et sin=

V. Quadrilatere cyclique (ou inscriptible)

Rappels des prérequis en exercice :
Sur la figure ci-dessous, les points E, F, G et H sont sur le cercle (G} de

centre 0. Les droites (FH) et (EG) sont sécantes au point I.

On donne : HOG = 130° et EHF = 40°

.-'"'----- || i .\“--H"'h
/-”#’ | I|I \R.R-"
4 |I \ = .-\\
A I s,
i I 5,
I AN
/ [ / \
IlII I|I I'.I rd i .II
(€) S X |
| /, \
II': r/';( Fd / II': _lIII
ll\'x F f / / I'. .-"ll'l
e \ P

\.H )_.-’f |
1 - _J /

Calculer la mesure de chaque angle du triangle FGI.

. . /
Justifier votre réponse.
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1. Définition et propriété :

> Un quadrilatére ABCD est cyclique (ou inscriptible) est un
quadrilatére dont les sommets se trouvent tous sur un seul et
méme cercle. Les sommets sont dits cocycliques. Le quadrilatére est
dit inscrit dans le cercle, et le cercle, circonscrit au quadrilatére.
> Un quadrilatére ABCD est cyclique si et seulement siona:
CAD + CBD = 180° ou CAD = CBD

Preuve en exercice :

Soit ABCD un quadrilateére convexe et cyclique.

1. Montrer que : BCD = DCA + ADB et DAB = DAC + BDC

2. En déduire que : DAB + BCD = 180° et que sinDAB = sinBCD
3. Prouver que si ABCD est non convexe, alors DAB + BCD

Exercice d'application :

Soient (C;)et (C,) deux cercles qui se coupent en deux points Bet B’ .

Une droite (D) passant par le point B recoupe le cercle (C;) au point A
et le cercle (C,) au point C.

Une droite (D") passant par le point B’ recoupe le cercle (C;) au point A’
et le cercle (C,)au point C ' .

Soit (C3) un cercle passant par les points Cet C'.
(C3) recoupe la droite (D) au point D et la droite (D) au point D" .
1. Construire une figure convenable.
2. Montrer que : AA'B' = 180° — ABB' , ABB' = B'C’C etB'C’C = CDD'
3. En déduire que les points A, A", D et D' sont cocycliques.
Répondre aux 3 questions en envigeant 2 cas :

a. (D)et (D") sont paralleles

b. (D)et (D) sont sécantes

Cercle trigonométrique. Lignes trigonométriques. Tronc commun scientifique. Pr. OUBIJI

( 1
(1 % )




2. Relations dans un triangle quelconque :

Propriétés :
Soit ABC un triangle. On pose BC = a,CA = b et AB = c.

Soient S l'aire du triangle ABC et p son demi périmetre: 2p =a+b +c,
r et R les rayons des cercles inscrit et circonscrit au triangle ABC. On a :

1 oA 1 oA 1 . A
> S =5b.C.SlnA =Ec.a.SLnB =Ea.b.smC

sinA  sinB  sinC 1 25 .. .
> = = = — =— |oi des sinus.
a b c 2R abc
abc
> S =pr

Exercice d'application :

1

Soit ABC un triangle tel que : BAC = =

1. Montrer que : sinBAC = ‘/?g et calculer tanBAC

2. Soit D le projeté orthogonal de B sur (AC) tel que :
AD =1etCD =4
a. En appliquant la loi des sinus dans le triangle ABD, montrer que :
BD =2
b. Calculer BC et AB
c. Calculer l'aire du triangle ABC en utilisant 2 méthodes différentes.

d. En appliquant la loi des sinus dans des triangles bien choisis, calculer
la valeur de sinACB et celle de sinABC.
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