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Exercices & problèmes 

Logarithmes & exponentielles 
 

 

Exercice 1 

Le nombre 𝑛 est un entier naturel tel que 𝑛 ≥ 2.  

Simplifier les sommes et les produits suivants : 

𝑘²   ;   1 −
1

𝑘
 𝑎𝑣𝑒𝑐 𝑛 > 1 ; ln 1 +

1

𝑘
  ; ln 1 +

1

𝑘
  

Exercice 2 

Montrer que : 

 ∀𝑥 ∈ ℝ :
²

≤ 𝑒 − 1 − 𝑥 ≤
²

𝑒  ; en déduire la valeur de 𝑙𝑖𝑚
→ ²

 

(On étudiera les variations des fonctions 𝑓: 𝑥 ↦
²

− 1 𝑒 + 1 + 𝑥 et 

𝑔: 𝑥 ↦
²

+ 1 + 𝑥 − 𝑒 sur ℝ) 

Exercice 3 

1) Etudier les variations de la fonction numérique : 

𝜙: 𝑥 ↦ 2 𝑙𝑛 𝑥 − 𝑥 +    sur    ]0; +∞[ 

2) Vérifier que : 

∀𝑥 > 0 ∶  𝑙𝑛 1 +
1

𝑥
−

1

√𝑥² + 𝑥
= 𝑙𝑛 1 +

1

𝑥
− 1 +

1

𝑥
+

1

1 +
1

𝑥

 

3) En déduire que : ∀𝑥 > 0: 𝑙𝑛 1 + ≤
²
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Exercice 4 

On pose∀𝑛 ∈ ℕ*: 𝑢 = ∑ 𝑒 ² 

1) Calculer 𝑙𝑖𝑚
→

∑ 𝑘² 

2-a) Montrer que ∀𝑛 ∈ ℕ*: 𝑢 ≥ 𝑛𝑒  

   b) En déduire que la suite(𝑢 )  est divergente 

3) Montrer que∀𝑥 ∈ ]−∞; 0]: 1 + 𝑥 ≤ 𝑒 ≤ 1 + 𝑥 + 𝑥²  

4) Vérifier que pour tout (𝑛, 𝑘) ∈ ℕ*  tels que 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛, on a : 

−
𝑛 + 1

𝑛
≤ 𝑢 − 𝑛 ≤ −

𝑛 + 1

𝑛
+

1

2

1

𝑛
𝑘  

5) En déduire que la suite(𝑢 − 𝑛) est convergente et déterminer 

sa limite. 

Exercice 5 

Soit𝑓la fonction définie sur ]−∞; −1] par :  

𝑓(𝑥) = 1 +
1

𝑥
= 𝑒 ; 𝑠𝑖𝑥 < −1

𝑓(−1) = 1

 

1) Montrer que f est continue à gauche en -1 

2)Montrer que 𝑙𝑖𝑚
→

𝑓(𝑥) = 1et 𝑙𝑖𝑚
→

( )
= +∞ 

3-a) Prouver que :  ∀𝑥 < −1: 𝑓'(𝑥) = −
²

𝑓(𝑥) 1 + 𝑙𝑛  

   b) Résoudre :𝑓'(𝑥) = 0puis 𝑓'(𝑥) > 0, en déduire le sens de 

variations de 𝑓 . 
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Exercice 6 

Exercice d’une suite implicite 

Soit 𝑛 ∈ ℕ∗ et 𝑓 : 𝑥 ⟼ 𝑒 − 𝑥  

1) Montrer que l’équation 𝑓 (𝑥) = 0 admet dans ]0, +∞[ une unique 
solution qu’on note 𝑢   

2) Montrer que 0 < 𝑢 < 1  

3) Etudier le signe de 𝑓 (𝑥) − 𝑓 (𝑥) pour tout 𝑥 de ]0, +∞[ 

4) Montrer que la suite (𝑢 ) est croissante, en déduire qu’elle 
converge. 

5) Montrer que ∀𝑛 ∈ ℕ∗ :  ln(𝑢 ) = −   . En déduire la limite de la 
suite (𝑢 ) 

 

Exercice 7 

Soit 𝑛 ∈ ℕ∗ et 𝑓 : ℝ → ℝ définie par : 𝑓 (𝑥) = 𝑛𝑥 − 𝑒  

1. Dresser le tableau de variations de 𝑓 . 

2. Montrer que l’équation 𝑓 (𝑥) = 0 d’inconnue le réel 𝑥 admet une 
unique solution qu’on note 𝑢 . 

3. Montrer que pour tout un entier naturel 𝑛 non nul on a : 0 < 𝑢 <   

4. Montrer que la suite (𝑢 ) converge et préciser sa limite. 

5. Déterminer le signe de 𝑓 (𝑥) − 𝑓 (𝑥) pour tout 𝑥 > 0, en déduire 
la monotonie de la suite (𝑢 ) 

6. Calculer lim
→

(𝑛. 𝑢 ) 
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PROBLÈME 1 

 

On considère la fonction numérique 𝑓 définie par : 

∀𝑥 ≠ 0:  𝑓(𝑥) =
𝒍𝒏( 1 + 𝑥) − 𝑥

𝑥
; 𝑒𝑡  𝑓(0) = −

1

2
 

1) Etudier les branches infinies de la courbe représentative 𝐶 de  𝑓 

2) On pose :  ∀𝑥 > 0: 𝜙(𝑡) = [𝑙𝑛( 1 + 𝑥) − 𝑥]𝑡² − [𝑙𝑛( 1 + 𝑡) − 𝑡]𝑥² 

 En appliquant le théorème de Rolle à la fonction𝜑  prouver que : 

  ∃𝑐 ∈ ]0; 𝑥[: 𝑓(𝑥) =
( )

 ; en déduire la continuité de𝑓 en 0. 

On admet dans ce qui suit que :  𝑓'(0) =  

3)Étudier le signe de la fonction 𝑔: 𝑥 ↦
²

− 2 𝑙𝑛( 1 + 𝑥) 

4)Vérifier que :  ∀𝑥 ∈ ]−1; +∞[\{0}: 𝑓'(𝑥) =
( ) ; et donner le tableau 

de variations de f puis tracer 𝐶   

On admet dans ce qui suit que 𝑓''est strictement négative sur0; +∞[. 

5) a) Montrer que l’équation 𝑓(𝑥) = −𝑥 admet une unique solution𝛼 
dans]−1; +∞[ 

    b) Montrer que la suite (𝑢 ) définie par : 

  𝑢 > −1et∀𝑛 ∈ 𝐼𝑁: 𝑢 = −𝑓(𝑢 ) converge et calculer sa limite 
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PROBLÈME 2 

 

I) On considère la fonction numérique  𝑔définie sur 𝐼𝑅 par : 

∀𝑥 > 0: 𝑔(𝑥) = 1 − 𝑥 𝑙𝑛 𝑥   et    𝑔(0) = 1 

a) Etudier la continuité de 𝑔en 0 à droite et déterminer 
𝑙𝑖𝑚
→

𝑔(𝑥) 

b) Etudier les variations de g et donner son tableau de 
variations 

c)Montrer que :  (∃! 𝛼 > 𝑒 : 𝑔(𝛼) = 0) 

d) Étudier le signe de la fonction g 

II) On considère la fonction numérique 𝑓 définie sur 𝑒 ; +∞[par : 

𝑓(𝑥) = 𝑒
( )

; 𝑥 > 𝑒

𝑓(𝑒 ) = 0
 

1) Etudier la continuité de f à droite au point𝑒  

2)Montrer que la droite (Δ): 𝑦 = 1 est asymptote à 𝐶𝑓 au voisinage de 
+∞et étudier la position relative de 𝐶𝑓 par rapport à (Δ) 

3) a) Montrer que f est dérivable sur]𝑒 ; +∞[ et que : 

∀𝑥 > 𝑒 : 𝑓'(𝑥) =
𝑔(1 + 𝑙𝑛 𝑥)

𝑥²(1 + 𝑙𝑛 𝑥)
𝑓(𝑥) 

b) Résoudre dans ]𝑒 ; +∞[ l’équation :  𝑓'(𝑥) = 0 

4) Montrer que f est dérivable à droite au point 𝑒  et que  

𝑓 ' (𝑒 ) = 0 puis donner le tableau de variations de f 

5) Construire 𝐶𝑓 dans un repère orthonormé (𝑂; 𝚤; 𝚥) tel que : 

‖𝚤‖ = 2𝑐𝑚. 

On admet que𝐶𝑓 admet deux points d’inflexions sur ]𝑒 ; 1[ et sur 
]𝑒 ; +∞[. 

On donne : 𝑒 ≈ 2,2 et 𝑓(𝑒 ) ≈ 1,3. 
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PROBLÈME 3 

      

Pour tout 𝑛 ∈ ℕ∗ et 𝑥 ∈ ℝ, on pose : 

𝑓 (𝑥) = 𝑛𝑥 +
1

1 + 𝑒
 

et on considère (𝐶 ) la courbe représentative de la fonction 𝑓 dans 
un repère orthogonal. 

1. Calculer 𝑓"(𝑥), en déduire que 𝑓  est strictement croissante 

sur ℝ 

2. Déterminer lim
→

𝑓 (𝑥) ainsi que lim
→

𝑓 (𝑥) 

3. Déterminer les coordonnées du seul point d’inflexion, noté 

𝐴 , de (𝐶 ) 

4. Donner l’équation de la tangente (𝑇 ) à la courbe (𝐶 ) en 𝐴  

puis tracer (𝑇 ) ainsi que l’allure de la courbe (𝐶 ) 

5. Montrer que l’équation 𝑓 (𝑥) = 0 d’inconnue le réel 𝑥 admet 

une unique solution notée 𝑢 . 

3. Montrer que pour tout un entier naturel 𝑛 non nul on a : 

−
1

𝑛
< 𝑢 < 0 

4. Montrer que la suite (𝑢 ) converge et préciser sa limite. 
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PROBLÈME 4 

 

Soit (𝑆 ) la suite numérique définie par ∀𝑛 ∈ ℕ*: 𝑆 = ∑  

1) Montrer que ∀𝑛 ∈ ℕ: 𝑆 − 𝑆 ≥  ; en déduire que (𝑆 ) est 
divergente. 

(On dit que la série harmonique ∑  diverge) 

2) Montrer que∀𝑛 ∈ ℕ*: ≤ 𝑙𝑛 ≤  (TAF) 

3) On pose pour tout 𝑛 ∈ ℕ* : 𝑢 = 𝑆 − 𝑙𝑛( 𝑛 + 1) et 𝑣 = 𝑆 − 𝑙𝑛 𝑛 

a) Montrer que∀𝑛 ∈ ℕ*: 𝑢 ≤ 𝑣  

b) Montrer que(𝑢 ) et (𝑣 ) sont adjacentes. 

 

4) On pose pour tout 𝑛 ∈ ℕ* :  𝑇 = 1 − + − +. . . + −  

a) Montrer que :  ∀𝑛 ∈ ℕ*: 𝑇 = + +. . . +  

b) Montrer que :  ∀𝑛 ∈ ℕ*: 𝑙𝑛 ≤ 𝑇 ≤ 𝑙𝑛 2 

c) Montrer que (𝑇 ) converge et déterminer sa limite. 

 


