Exercices & problémes

Logarithmes & exponentielles

Exercice 1

Le nombre n est un entier naturel tel que n > 2.

Simplifier les sommes et les produits suivants :

. . n k=4n-1
nkz 1—[(1 1) >1 Zl <1+1) Z l<1+1>
; —— ) avecn ; n %) n k
2 k “
L 3 k=2 k=2n
Exercice 2
Montrer que :
Vo € R+:x§ <e*—1-x< szex ; en déduire la valeur de lin(’)t ex;—x
X—

(On étudiera les variations des fonctions f:x - (x; — 1) e*+1+x et
g:x |—>x§+ 1+ x —e*sur R)

Exercice 3

1) Etudier les variations de la fonction numérique :
p:x - 21nx—x+% sur ]0; 4oof

2) Vérifier que :

ves0: (10— (0 D) el

X P n(14+-)— =n|\1+—-)-— +—+

X x?+ x X X 1+1
X
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Exercice 4

k
On posevn € N':u, = Y=l e ™

. 1 =
1) Calculer lim = Yk=1k?
n—+oo n*

1

2-a) Montrer que Vn € N:u, > ne™n
b) En déduire que la suite(u,),-, est divergente
3) Montrer quevx € |—0;0]: 1+x <e*<1+x+ %xz

4) Vérifier que pour tout (n, k) EN? telsque 1 <k <n,ona:

n+1 n+1
— <u,-n<-— +——Zk2

n 2n*

5) En déduire que la suite(u, — n),>,est convergente et déterminer

sa limite.

Exercice 5

Soitfla fonction définie sur ]—oo; —1] par :

141
o= (140 200D, e <y
f-1)=1

1) Montrer que f est continue a gauche en -1

2)Montrer que lzm f(x) =let lim 27 = 4o

x—>—1— x+1
3-a) Prouver que : vx < —1:f'(x) = ——f(x) [1 +In (x+1)]

b) Résoudre :f'(x) = Opuis f'(x) > 0, en déduire le sens de

variations de f .
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Exercice 6

Exercice d'une suite implicite
Soitn € N* et f:x +— e™* — x2n71

1) Montrer que I'équation f,,(x) = 0 admet dans ]0, +oo[ une unique
solution qu'on note u,

2) Montrer que 0 < u, <1
3) Etudier le signe de f,,,(x) — f,,(x) pour tout x de ]0, +oo[

4) Montrer que la suite (u,) est croissante, en déduire qu'elle
converge.

5) Montrer que vVn € N*: In(u,) = —=-"- . En déduire la limite de la
suite (u,,)
Exercice 7

Soit n € N* et f,: R —» R définie par : f,(x) = nx —e™*
1. Dresser le tableau de variations de f,,.

2. Montrer que I'équation f,,(x) = 0 d'inconnue le réel x admet une
unique solution qu'on note u,,.

. 1
3. Montrer que pour tout un entier naturel n non nulona: 0 <u, <-

4. Montrer que la suite (u,) converge et préciser sa limite.

5. Déterminer le signe de f,,,(x) — f,,(x) pour tout x > 0, en déduire
la monotonie de la suite (u,)

6. Calculer lim (n.u,)
n-+oo
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PROBLEME 1

On considere la fonction humérique f définie par :

Vx # 0: f(x) = l"(l;x) — Lot £(0) = —%

1) Etudier les branches infinies de la courbe représentative C;de f
2) On pose : Vx > 0:p(t) = [In(1 +x) — x]t* — [In(1 + t) — t]x®

En appliquant le théoréme de Rolle a la fonctionp prouver que :

o &N déduire la continuité def en 0.

Ac € 0;x[: f(x) = 2

On admet dans ce qui suit que : f'(0) = §

2t 2In(1+x)

1+x

3)Etudier le signe de la fonction g: x -

4)Veérifier que : Vx € |—1; +o[\{0}: f'(x) = 909 - o+ donner le tableau

x3

de variations de f puis tracer C;
On admet dans ce qui suit que f"est strictement négative sur0; +ool.

5) a) Montrer que I'équation f(x) = —x admet une unique solutiona
dans]—1; +oo

b) Montrer que la suite (u,) définie par :

uy > —letvn € IN:u,,, = —f(u,) converge et calculer sa limite
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PROBLEME 2

T) On considere la fonction numérique gdéfinie sur IR"par :
Vx>0:g(x)=1—xlnx et g(0)=1

a) Etudier la continuité de gen O a droite et déterminer
lim g0

b) Etudier les variations de g et donner son tableau de
variations

c)Montrer que: (3'a > e t:g(a) = 0)

d) Etudier le signe de la fonction g

IT) On considére la fonction numérique f définie sur e™*; +oo[par :

In(1+inx)
fx)=e x ;x>e?

fle™ =0

1) Etudier la continuité de f a droite au pointe~

1

2)Montrer que la droite (A):y = 1 est asymptote a Cf au voisinage de
+ooet étudier la position relative de Cf par rapport a (A)

3) a) Montrer que f est dérivable sur]e™; +oo[ et que :

g(1+Inx)

Vx> e () = x*(1+ Inx)

f()

b) Résoudre dans ]Je*; +oof[ I'équation : f'(x) = 0

4) Montrer que f est dérivable a droite au point e~* et que

f1(e”) = 0 puis donner le tableau de variations de f

5) Construire Cf dans un repére orthonormé (0;7;)) tel que :
I7]l = 2cm.

On admet queCf admet deux points d'inflexions sur Je™; 1] et sur

le*1; +oo].

Ondonne : e ! =~ 22 et f(e* 1) = 1,3.

Exercices & problemes : Logarithmes & exponentielles Niveau : Terminale bac Sc.Maths. Pr. OUBLJI

( 1
{1 > J




PROBLEME 3

Pour tout n € N* et x € R, on pose :

frn(x) =nx+1+ex

et on considere (C,) la courbe représentative de la fonction f,,dans
un repére orthogonal.

1. Calculer f"(x), en déduire que f; est strictement croissante

sur R
2. Déterminer lim f;,(x) ainsi que im £, (x)
X—>—00 -+ 00

3. Déterminer les coordonnées du seul point d'inflexion, noté

An ’ de (Cn)

4. Donner I'équation de la tangente (T;) a la courbe (C;) en A,

puis tracer (T;) ainsi que l'allure de la courbe (C;)

5. Montrer que I'équation f,,(x) = 0 d'inconnue le réel x admet

une unique solution notée u,,.

3. Montrer que pour tout un entier naturel n non nulona:
! <u, <0
——<u
n n

4. Montrer que la suite (u,) converge et préciser sa limite.
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PROBLEME 4

Soit (Sy) la suite numérique définie par vn € N": S, = Tp_, -

1) Montrer que vn € N:S,,, — S, >

N | =

; en déduire que (S,,) est

divergente.,
(On dit que la série harmonique Z;;fl% diverge)
* 1 n+1 1
2) Montrer quevn € N e <lIn (T) < - (TAF)
3) On pose pour tout neN":u, =S, —In(n+ 1) etv, =S, —Inn
a) Montrer quevn € N:u,, < v,

b) Montrer que(u,) et (v,) sont adjacentes.

4)Onposepour‘rou‘rneN*:Tn=1—1+1—1+...+ L=
2 3 4 2n-1 2n

a) Montrer que : Vn € N: T, = 4+

n+1 n+2 2n

b) Montrer que : Vn € N: In (2::

)< T, <In2

c) Montrer que (T;,) converge et déterminer sa limite.
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