Dérivabilite,
Théoréme de Rolle, T.A.F,
Primitives,

Etude de fonctions

Exercices :

Exercice 1 :
Soit f:x = sin(xvx)
a. Etudier la dérivabilité defa droite en O

b. Montrer que f est dérivable sur R*et définir sa
fonction dérivée.

Exercice 2 :

Déterminer le domaine D’ de dérivation de f puis calculer
f'(x) pour tout x de D’, dans chacun des cas suivants :

a) f(x) = tani + tan(3x)
b) f(x) = cos(sin(2mx))
c) f(x) = cos (Zx + g) - sin(% — 3x)
d) FOO) = x5 — VE+ (22 + 1)5
e) f(x) =xV1—x2
Exercice 3 :
Onpose f(x) =Y3—2x—2Y2—x etg(x)=(-2x+1)?' -1
1) Calculerf'(x)et g'(x) pour tout x < %

3 5
2) En déduire la valeur de la limite : lim >—2X=2¥Y2~%

x-1 (—2x+1)21-1

Exercice 4 :

1) Montrer que la fonction f:x — 2x — x* est une bijection de
]1; + o[ vers un intervalle | a déterminer.

2) Montrer que sa réciproque f~! est dérivable sur J
3) Calculer f(2) et calculer (f71)'(0)
4) Calculer (f 1)'(-3)
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Exercice 5 :

Vérifier que les hypothéses du théoréme de Rolle
s‘appliquent a la fonction f:x v x3 — x sur [—1; 1] puis
trouver le point ¢ qui satisfait a la conclusion.

Exercice 6 :

f est une fonction continue sur[0 ;1] dérivable sur]O ;1[telle
que: f(0)=0etf(1)=1
Montrer que : 3c €]0;1[: f ' (¢) = ﬁz

Exercice 7 :
Soit P la fonction polynémiale définie par :
P(x) = 3x*-11x3+12x*-4x+2
Montrer que P’ s'annule au moins une fois sur ]O, 1[.
Exercice 8 :

1- appliquer le TAF a la fonction f : x — arctanx sur [0 ; x] ou
x > 0.

arctanx arctanx

2-En déduire la valeur de : lim

puis celle de lim
x—0+ X x—0

X

Exercice 9 :
1) appliquer le TAF a f:x » ix — sin Yxsur [0; t3]od t>0

t-sint
t3

2) En déduire la valeur de : lim

t—>0*
Exercice 10 :
Soit la fonction f: x » xsinx
1) Vérifier que :vx € 10; 10[: |f'(x)| < 11
Montrer que :
V(x,y) € ]0;10[?: |[xsinx — y siny| < 11|x — y]|
Exercice 11 :

Soita,b des réels tels que : 0 < a < b.

—-a

b_
< arctanb — arctana < az .

b
Montrer que — T

/ . . ¢ _
En déduire la valeur de : llm%

x—0
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Exercice 12 :
Montrer que : ¥(x,y) € IR?: |sinx — siny| < |x —y]
Exercice 13 :

Soit f la fonction numérique définie sur R par :

1 1

F_\/__x+F+1 six < —1
=) s P x> —1

2x+3)* 2x +3 =

1) Montrer que f admet des primitives sur R

2) Déterminer toutes les primitives de f sur R

3) Quelle est la primitive G de f qui s'‘annule au point —1 ?
Exercice 14 :

Déterminer toutes les primitives de f sur l'intervalle I dans les
cas suivants :

1) f(x) = x21+1 + x::-l . I=R
2) f(x) = (x+11)2+1 R
3) f()=——— : I=R

x2—4x+5

Exercice 15 :

Déterminer toutes les primitives de f sur l'intervalle I dans les
cas suivants :

1) f(x) =cos(2x) +sin(3x) . =R

2) f(x) =tan®*x ;I

3) f(x) =sin?x ; I=R

4) f(x) =sin3x ; I

5) f(x) =cos*x; I =R
Exercice 16 :

Déterminer toutes les primitives de f sur l'intervalle I dans les
cas suivants :
1 . 3 . —
1) f(x) = Ecos(4x) — sin (Zx — 5) ;. I=R
2) f(x) =tan®*x ; I = ]—E'E[

2’2
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3) f(x) =sin?x ;I

4) f(x)=sin3x ; I=R
5) f(x) =cos*x; I=R

6) f(x) = xcos(x?) — x*sin (x3); I =R

Exercice 17 :

Déterminer toutes les primitives de f sur l'intervalle I dans les
cas suivants :

X

1) FGO) = VE+x0 =g ¢ 1 =10, 4]
2) f(@) = ey 1=R

3 1 . _
3)f(x):\/x+1—m ; 1 =10,+00]

D f(x)=xvx+1 ; I=]0+0]

5)f(x)=(1+7)4,' I =R
Exercice 18 :

est une

1) Montrer que la fonction: F:x = 2Arctan

1
- sur R™™ .
1+x

Vi1+xi-1
X

primitive de la fonction f:x -
2) En déduire une expression simplifiée de F(x)
Exercice 19 :

On considere la fonction humérique f définie sur l'intervalle I =
10, +oo[ par :

1) Déterminer les nombres réels a,b, ¢ tels que :

a N bx +c
14+ x%2 (1+x2)2 x?

vx el f(x) =

2) En déduire la primitive F de f qui s'annule au point 1.

Exercice 20 :

Soient f une fonction continue sur [a, b] ,(0 < a < b), dérivable
sur]a, b[.En appliquant le théoréme de Rolle a une fonction h
convenable montrer que :

JMB) - f@ _ f()

dc € |a, b[: 3~ 302
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Exercice 21 :

Soit fix & e
1) Vérifier que vVx € Ri 5—— = 2 ——
xZ+x+1 3(1“1)2“
V3T 4B

2) En déduire la primitive F de f qui s'annule au point 1
Exercice 22 :

Soitf la fonction numérique définie surR par :
f@) =Vx? = (x-1)°?

1) Montrer que le point I G 0) est un centre de symétrie pour(Cy)

2-a) Etudier la dérivabilité de f en 1 et interpréter le résultat
graphiquement.

b) Montrer que f est dérivable sur I = E 1[e‘r surl'=1]1;+[ et
étudier les variations de f sur I et sur I’

3-a) Etudier la convexité de(C;) ; en déduire que I(%; 0) est un
point d'inflexion pour (Cy)

b) Etudier la branche infinie de(C;) au voisinage de +o°
c) Tracer (Cy).

Exercice 23 :

Soit f:x » arctan x — Vx + 1 définie sur R*.

1)Montrer que f est dérivable sur R™* et que :

Vx> 0:f'(x) = —

1
3(1+3¥x)
2) En utilisant le théoréme de accroissements finis montrer que :

Vx > 0,3c, €10, x[: f(x) — f(0) = —

X
3(1+ ¢, ?)
3)En déduire que f est dérivable & droite en O et calculer £,(0)

4)a) Ecrire I'équation de la demi-tangente a la courbe de f au point
d'abscisse 0.

Exercices : La dérivabilité, Théoréme de Rolle, T.A.F, Primitives, Etude de fonctions. Pr. OUBIJI

( 1
{1 > )




b) Etudier la branche infinie de Cf et tracer Cf dans un repére
orthonormé.

5) Montrer que I'équation f(x) = x admet dans ]0; 1[une seule
solutiona

6) Soit (u,) la suite réelle définie par :
O<uy<letvnelN:u,,; = f(u,)
a) Montrer que : vneN:0 < u, <1
b) Montrer que :vx € ]0; 1[: |f'(x)| < %
c) En déduire que : Vn € IN: |u,yq — | < %lun —a| (I.A.F)

d) Démontrer par récurrence que :

n

1
vn € IN: |u,, — a| < <§> la — uy|

, en déduire que la suite (u,) converge et préciser sa limite.
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