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Exercices : 

Dérivabilité,  

Théorème de Rolle, T.A.F, 

Primitives, 

Etude de fonctions 

 

Exercice 1 : 

Soit 𝑓: 𝑥 ↦ 𝑠𝑖𝑛( 𝑥√𝑥) 

a. Etudier la dérivabilité de𝑓à droite en 0 

b. Montrer que 𝑓 est dérivable sur ℝ et définir sa 
fonction dérivée. 

Exercice 2 : 

 Déterminer le domaine 𝐷’ de dérivation de 𝑓 puis calculer 
𝑓′(𝑥) pour tout 𝑥 𝑑𝑒 𝐷’, dans chacun des cas suivants : 

a) 𝑓(𝑥) = 𝑡𝑎𝑛 + tan(3𝑥)    

b)  𝑓(𝑥) = 𝑐𝑜𝑠( 𝑠𝑖𝑛( 2𝜋𝑥)) 

c)  𝑓(𝑥) =  𝑐𝑜𝑠 2𝑥 + − 𝑠𝑖𝑛( − 3𝑥) 

d)   𝑓(𝑥) = 𝑥 − √𝑥 + (𝑥 + 1)  

e) 𝑓(𝑥) = 𝑥 √1 − 𝑥  

Exercice 3 : 

On pose 𝑓(𝑥) = √3 − 2𝑥 − 2√2 − 𝑥   et 𝑔(𝑥) = (−2𝑥 + 1) − 1 

1) Calculer𝑓 (𝑥)𝑒𝑡 𝑔 (𝑥) pour tout 𝑥 <  

2) En déduire la valeur de la limite : 𝑙𝑖𝑚
→

√ √

( )
 

Exercice 4 : 

1) Montrer que la fonction 𝑓: 𝑥 ⟼ 2𝑥 − 𝑥² est une bijection de 
]1; +∞[ vers un intervalle 𝐽 à déterminer. 

2) Montrer que sa réciproque 𝑓  est dérivable sur 𝐽 

3) Calculer 𝑓(2) et calculer (𝑓 )′(0) 

4) Calculer (𝑓 )′(−3) 
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Exercice 5 : 

Vérifier que les hypothèses du théorème de Rolle 
s’appliquent à la fonction 𝑓: 𝑥 ↦ 𝑥 − 𝑥 sur [−1; 1] puis 
trouver le point c qui satisfait à la conclusion. 

Exercice 6 : 

 f est une fonction continue sur[0 ;1] dérivable sur]0 ;1[telle 
que :   𝑓(0) = 0 𝑒𝑡 𝑓(1) = 1 

 Montrer que : ∃𝑐 ∈]0 ;1[ :  f ' (𝑐) =
√

 

Exercice 7 :  

Soit P la fonction polynômiale définie par :  
𝑃(𝑥) = 3x -11x +12x -4x+2 

Montrer que P’ s’annule au moins une fois sur ]0, 1[. 

Exercice 8 : 

1- appliquer le TAF à la fonction 𝑓 : 𝑥 → 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛𝑥 sur [0 ; x] où 
𝑥 > 0. 

2-En déduire la valeur de : 𝑙𝑖𝑚
→

arctanx puis celle de 𝑙𝑖𝑚
→

arctanx 

Exercice 9 : 

1) appliquer le TAF à 𝑓: 𝑥 ↦ √𝑥 − 𝑠𝑖𝑛 √𝑥sur [0; 𝑡 ]𝑜ù t>0 

2) En déduire la valeur de : 𝑙𝑖𝑚
→

t-sint 

Exercice 10 : 

Soit la fonction 𝑓: 𝑥 ↦ 𝑥𝑠𝑖𝑛𝑥 

1) Vérifier que :∀𝑥 ∈ ]0; 10[: |𝑓′(𝑥)| ≤ 11 

Montrer que : 
∀(𝑥, 𝑦) ∈ ]0; 10[ : |𝑥 𝑠𝑖𝑛 𝑥 − 𝑦 𝑠𝑖𝑛 𝑦| ≤ 11|𝑥 − 𝑦| 

Exercice 11 : 

Soit 𝑎, 𝑏 des réels tels que : 0 ≤ 𝑎 < 𝑏. 

Montrer que 
²

< 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑏 − 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑎 <
²
 .  

En déduire la valeur de : 𝑙𝑖𝑚
→ ²
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Exercice 12 : 

Montrer que : ∀(𝑥, 𝑦)  ∈ 𝐼𝑅² : |𝑠𝑖𝑛𝑥 − 𝑠𝑖𝑛𝑦|  ≤  |𝑥 − 𝑦| 

Exercice 13 : 

Soit 𝑓 la fonction numérique définie sur ℝ par : 

𝑓(𝑥) =

1

𝑥
− √−𝑥 +

1

𝑥
+ 1                               𝑠𝑖 𝑥 < −1

1

(2𝑥 + 3)²
+

1

√2𝑥 + 3
                            𝑠𝑖 𝑥 ≥ −1

 

1) Montrer que 𝑓 admet des primitives sur ℝ 

2) Déterminer toutes les primitives de 𝑓 sur ℝ 

3) Quelle est la primitive 𝐺 de 𝑓 qui s’annule au point −1 ? 

Exercice 14 : 

Déterminer toutes les primitives de 𝑓 sur l’intervalle 𝐼 dans les 
cas suivants : 

1) 𝑓(𝑥) = +    ;  𝐼 = ℝ 
2) 𝑓(𝑥) =

( )
   ;  𝐼 = ℝ 

3) 𝑓(𝑥) =    ;  𝐼 = ℝ 

Exercice 15 : 

Déterminer toutes les primitives de 𝑓 sur l’intervalle 𝐼 dans les 
cas suivants : 

1) 𝑓(𝑥) = cos(2𝑥) + sin (3𝑥)   ;  𝐼 = ℝ 
2) 𝑓(𝑥) = 𝑡𝑎𝑛²𝑥   ;  𝐼 = − ;  
3) 𝑓(𝑥) = sin 𝑥   ;  𝐼 = ℝ 
4) 𝑓(𝑥) = sin 𝑥   ;  𝐼 = ℝ 
5) 𝑓(𝑥) = cos 𝑥 ;  𝐼 = ℝ 

Exercice 16 : 

Déterminer toutes les primitives de 𝑓 sur l’intervalle 𝐼 dans les 
cas suivants : 

1) 𝑓(𝑥) = cos(4𝑥) − sin 2𝑥 −    ;  𝐼 = ℝ 

2) 𝑓(𝑥) = 𝑡𝑎𝑛²𝑥   ;  𝐼 = − ;  
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3) 𝑓(𝑥) = sin 𝑥   ;  𝐼 = ℝ 
4) 𝑓(𝑥) = sin 𝑥   ;  𝐼 = ℝ 
5) 𝑓(𝑥) = cos 𝑥 ;  𝐼 = ℝ 
6) 𝑓(𝑥) = 𝑥𝑐𝑜𝑠(𝑥 ) − 𝑥²sin (𝑥 ) ;  𝐼 = ℝ 

Exercice 17 : 

Déterminer toutes les primitives de 𝑓 sur l’intervalle 𝐼 dans les 
cas suivants : 

1) 𝑓(𝑥) = √𝑥 + 𝑥 −
√

  ;  𝐼 = ]0, +∞[ 

2) 𝑓(𝑥) =
√

;  𝐼 = ℝ 
3) 𝑓(𝑥) = √𝑥 + 1 −

√
   ;  𝐼 = [0, +∞[ 

4) 𝑓(𝑥) = 𝑥√𝑥 + 1   ;  𝐼 = [0, +∞[ 
5) 𝑓(𝑥) =

( )
 ;  𝐼 = ℝ 

Exercice 18 : 

1) Montrer que la fonction :  𝐹: 𝑥 ↦ 2𝐴𝑟𝑐 𝑡𝑎𝑛
²   est une 

primitive de la fonction 𝑓: 𝑥 ↦
²
 sur ℝ ∗ . 

2) En déduire une expression simplifiée de 𝐹(𝑥) 

Exercice 19 : 

On considère la fonction numérique f définie sur l’intervalle 𝐼 =

]0, +∞[ par : 

𝑓(𝑥) =
𝑥 + 𝑥 + 1

𝑥²(1+𝑥 )²
 

1) Déterminer les nombres réels a , b , c tels que : 

∀𝑥 ∈ 𝐼: 𝑓(𝑥) =
𝑎

1 + 𝑥
+

𝑏𝑥

(1 + 𝑥 )
+

𝑐

𝑥
 

2) En déduire la primitive F de 𝑓 qui s’annule au point 1. 

Exercice 20 : 

Soient f une fonction continue sur [𝑎, 𝑏] ,(0 < 𝑎 < 𝑏), dérivable 
sur]𝑎, 𝑏[.En appliquant le théorème de Rolle à une fonction h 
convenable montrer que : 

∃𝑐 ∈ ]𝑎, 𝑏[:
𝑓(𝑏) − 𝑓(𝑎)

𝑏 − 𝑎
=

𝑓′(𝑐)

3𝑐²
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Exercice 21 : 

Soit 𝑓: 𝑥 ↦
²

 

1) Vérifier que ∀𝑥 ∈ ℝ:
²

=
√ √

 

2) En déduire la primitive 𝐹 de 𝑓 qui s’annule au point 1 

Exercice 22 : 

Soit𝑓 la fonction numérique définie surℝ par : 

𝑓(𝑥) = 𝑥² − (𝑥 − 1)² 

1) Montrer que le point 𝐼 ; 0  est un centre de symétrie pour(𝐶 ) 
2-a) Etudier la dérivabilité de  𝑓 en 1 et interpréter le résultat 
graphiquement. 

   b) Montrer que f est dérivable sur 𝐼 = ; 1 et sur 𝐼′ = ]1; +∞[ et 
étudier les variations de f sur I et sur I’ 

3-a) Etudier la convexité de(𝐶 ) ; en déduire que 𝐼( ; 0) est un 
point d’inflexion pour (𝐶 ) 

    b) Etudier la branche infinie de(𝐶 ) au voisinage de +∞ 

         c) Tracer (𝐶 ). 

Exercice 23 : 

Soit 𝑓: 𝑥 ↦ 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 √𝑥 − √𝑥 + 1 définie sur ℝ . 

1)Montrer que f est dérivable sur ℝ∗  et que : 

∀𝑥 > 0: 𝑓′(𝑥) = −
1

3 1 + √𝑥
 

2) En utilisant le théorème de accroissements finis montrer que : 

∀𝑥 > 0, ∃𝑐 ∈ ]0, 𝑥[: 𝑓(𝑥) − 𝑓(0) = −
𝑥

3(1 + 𝑐 ²)
 

3)En déduire que f est dérivable à droite en 0 et calculer 𝑓 ′ (0) 

4)a) Ecrire l’équation de la demi-tangente à la courbe de f au point 
d’abscisse 0. 
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   b) Etudier la branche infinie de Cf et tracer Cf dans un repère 
orthonormé. 

5) Montrer que l’équation 𝑓(𝑥) = 𝑥 admet dans ]0; 1[une seule 
solution𝛼 

6) Soit (𝑢 ) la suite réelle définie par : 

0 < 𝑢 < 1 et ∀𝑛 ∈ 𝐼𝑁: 𝑢 = 𝑓(𝑢 ) 

   a) Montrer que :  ∀𝑛 ∈ ℕ: 0 < 𝑢 < 1 

   b) Montrer que :∀𝑥 ∈ ]0; 1[: |𝑓′(𝑥)| ≤  

   c) En déduire que :  ∀𝑛 ∈ 𝐼𝑁: |𝑢 − 𝛼| ≤ |𝑢 − 𝛼|  (I.A.F) 

   d) Démontrer par récurrence que : 

∀𝑛 ∈ 𝐼𝑁: |𝑢 − 𝛼| ≤
1

3
|𝛼 − 𝑢 | 

, en déduire que la suite (𝑢 ) converge et préciser sa limite. 

 

 

 


