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Problème : ( 14 pts ) 

Soit la fonction numérique 𝑓 définie sur ℝ par : 

 𝑓(0) = 1 𝑒𝑡  ∀𝑥 ∈ ℝ∗: 𝑓(𝑥) =
௫௘ೣ

௘ೣିଵ
 et 𝐶௙ sa courbe représentative dans un repère orthonormé. 

1) Montrer que f est continue en 0 

2) Vérifier que lim
௫→ିஶ

𝑓(𝑥) = 0 et  lim
௫→ାஶ

𝑓(𝑥) = +∞ et lim
௫→ାஶ

(𝑓(𝑥) − 𝑥) = 0 et interpréter ces résultats.  

3.a) On pose : 

∀𝑥 ∈ ℝ∗: 𝜑(𝑡) = [𝑒ି௫ + 𝑥 − 1]𝑡² − [𝑒ି௧ + 𝑡 − 1]𝑥² En appliquant le théorème de Rolle à la fonction 𝜑  

prouver qu’il existe un réel 𝑐 compris strictement entre 0 𝑒𝑡 𝑥 tel que :௘షೣା௫ିଵ

௫మ
= −

௘ష೎ିଵ

ଶ௖
 

  b) En déduire que lim
௫→଴

௘షೣା௫ିଵ

௫మ
=

ଵ

ଶ
 

4.a) Vérifier que ∀𝑥 ∈ ℝ∗:
௙(௫)ିଵ

௫
=

௘షೣା௫ିଵ

௫మ
𝑓(𝑥) 

  b) En déduire que 𝑓 est dérivable en 0 et calculer 𝑓′(0) 

5.a) Montrer que f est dérivable en tout point de ℝ∗ et que ∀𝑥 ∈ ℝ∗: 𝑓′(𝑥) =
௘ೣ(௘ೣିଵି௫)

(௘ೣିଵ)²
 

   b) Montrer que ∀𝑥 ∈ ℝ∗: e୶ − 1 − 𝑥 > 0  ; en déduire le sens de variation de 𝑓 et tracer la courbe 𝐶௙. 

6) Soit (𝑢௡) la suite numérique définie par : 

𝑢଴ > 0  𝑒𝑡 ∀𝑛 ∈ ℕ :  𝑢௡ାଵ = ln൫𝑓(𝑢௡)൯ 

a) Montrer que ∀𝑛 ∈ ℕ ∶ 𝑢௡ > 0 

b) Montrer que ∀𝑥 ∈ ℝ∗ା: ln ቀ
௫௘ೣ

௘ೣିଵ
ቁ < 𝑥. (Utiliser 5.b)) 

c) Déterminer la monotonie de la suite (𝑢௡). 

d) Montrer que la suite (𝑢௡) converge et préciser sa limite 

Exercice  : ( 6 pts ) 

1) Montrer que : ∀𝑥 > 0:
ଵ

ଵା௫
< 𝑙𝑛 ቀ

ଵା௫

௫
ቁ <

ଵ

௫
   

2) On pose : ∀𝑛 ∈ ℕ∗: 𝑆௡ = ∑
ଵ

௞
௡
௞ୀଵ  

Montrer que ∀𝑛 ∈ ℕ: 𝑆௡ ≥ ln (𝑛 + 1) ; en déduire que (𝑆௡) est divergente. 

3) Soit (𝑢௡) la suite numérique définie par : 

  ∀𝑛 ∈ ℕ∗: 𝑢௡ =  ∑
ଵ

௞
ଶ௡
௞ୀ௡ାଵ =

ଵ

௡ାଵ
+

ଵ

௡ାଶ
+ ⋯ +

ଵ

ଶ௡
 

a) Montrer que :  ∀𝑛 ∈ ℕ∗: ln ቀ
ଶ௡ାଵ

௡ାଵ
ቁ  ≤ 𝑢௡ ≤ 𝑙𝑛2  

b) En déduire que la suite (𝑢௡) converge et calculer sa limite. 

 


