T.S. Eléments de correction du D.N.S n°8 du 13 décembre 2016

Probabilités et suites

On considére deux urnes U, et U,.

L’urne U; contient 17 boules rouges et 3 boules noires indiscernables au toucher.
L’urne U, contient 1 boule rouge et 19 boules noires indiscernables au toucher.
On réalise des tirages en procédant de la maniére suivante :

Etape 1 : On tire au hasard une boule dans 'urne U; on note sa couleur et on la remet dans U,

Etape 2 :
o sila boule tirée a I'étape 1 est rouge, on tire au hasard une boule dans 'urne U; on note sa

couleur et on la remetdans U,
e sila boule tirée a I'étape 1 est noire, on tire au hasard une boule dans I'urne U,, on note sa
couleur et on la remetdans U,

On note A; 'événement « on a obtenu une boule rouge au premier tirage»
A, 'événement « on a obtenu une boule rouge au second tirage»

1. Préciser lavaleur de p(A;)) p(Ay) = % =0,85

Faire un arbre pondéré et montrer que p(A;) = 0,73

0,85 Az

0'85 / )
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Les événements A; et A; forment une partition de ’univers,

donc d’apreés la formule des probabilités totales :

P(A2) = P(A1 N Ay) + P(A1 N Az) = P(A1) x Pai(Az) + P(A7) x Par(An)
P(A;) =0,85 x 0,85 + 0,15 x 0,05 = 0,7225+ 0,0075 = 0,73



De fagon générale
Etapen (n=2):

e silaboule tirée a I'étape (n — 1) est rouge, on tire au hasard une boule dans I'urne U;, on

note sa couleur et on la remetdans U;

e silaboule tirée a I'étape (n — 1) est noire, on tire au hasard une boule dans 'urne U, on

note sa couleur et on la remetdans U,

On note A, 'événement « on obtient une boule rouge au n*™ tirage » et p, sa probabilité.

2. Compléter I'arbre pondéré ci-contre

1 - pn An+l
(0,05
An (0,95)
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3. a) Montrer alors que, pour tout n entier naturel non nul, p,+; = 0,8 p, + 0,05

Pr+1 = P(Ant1) = P(An N Ans) + P(A_\n N Ans1) = P(An) X Pan(Ans1) + P(lKn) X Pan(An+1)
Pn+1 = Pnx 0,85+ (1 —pn) x 0,05=0,85p, +0,056-0,05 p, =0,8 p, +0,05

b) Calculer p; p1=P(A;) =0,85
P2= P(Az) = 0,73
p3=0,8 p> + 0,05=0,8 x0,73 + 0,05 = 0,634

On souhaite déterminer la limite de la suite (p,).
4. Premiere méthode :

a) Démontrer par récurrence que, pour tout n entier naturel non nul, p, > 0,25

Soit P, la propriété : p, > 0,25
Premiére étape : Initialisation

Montrons que la propriété est vraie au rang initial n=1, ¢’est-a-dire p; > 0,25
Or p;=0,85
Comme 0,85 >0,25 onadonc p; >0,25

Seconde étape : Hérédité

On suppose que la propriété est vraie pour un certain rang k, ¢’est-a-dire px > 0,25 .
Montrons qu’alors la propriété est vraie au rang suivant k+1, ¢’est-a-dire pxs1 > 0,25

(hypothése de récurrence) px > 0,25

0,8xpx >0,8x0,25 (ORDRE CONSERVE car on a multipliée tous les
membres de I’inégalité précédente par un réel
strictement positif)
0,8ka >0,2
0,8xpk + 0,05 > 0,2 + 0,05 (ORDRE CONSERVE car on a ajouté un méme

réel a tous les membres de 1’inégalité précédente)
pk+1 > 0125

Conclusion : On a montré que la propriété est vraie pour n =1 et qu’elle est héréditaire
donc, par récurrence, elle est vraie pour tout entier naturel supérieur ou égal a 1.

Donc pour tout entier naturel n non nulona: p, > 0,25



b) En déduire que la suite (p,) est décroissante

Pour cela, étudions le signe de pn+1— Pn
pour tout entier naturel n non nulona: pn+1—pn =0,8 pn + 0,05- p,,
Pn+1—Pn=0,05-0,2 pn
Or, on a montré précédemment que, pour tout entier naturel n non nul on a :
pn > 0,25

-0,2pn <-0,2 x 0,25 (ORDRE INVERSE car on a multiplié tous les membres de
I’inégalité précédente par un réel strictement négatif)
-0,2pn <-0,05

0,05-0,2 p, <-0,05+ 0,05 (ORDRE CONSERVE car on a ajouté un méme reel a tous
les membres de 1’inégalité précédente)
0,05-02pn, <0

pn+1—pn< 0

donc la suite (pn) est strictement décroissante
¢) On admet qu’une suite décroissante minorée converge donc la suite (p,) converge vers un réel
noté €. Justifier que ce réel ¢ vérifie 'équation €=0,8 ¢ + 0,05.
Pour tout entier n>1, pp+1 = 0,8 py + 0,05

On a admis que la suite (p,) converge versédonc  lim ppa=  lim pp=¢€
n — +oo n — +oo
Donc Ilim ppaqg=08x lim p, +0,05
n— +oo n— +oo
¢=0,8¢+0,05

En déduire la valeur de €. Interpréter cette limite.

¢=0,8¢+0,05

0,2¢=0,05

0,05
(= E

¢=0,25 Sur un trés grand nombre de tirages, la probabilité d’obtenir une boule rouge au
dernier tirage sera proche de 0,25

. Seconde méthode :

Soit la suite (u,) définie pour tout n, entier naturel non nul, par u, = p, — 0,25
a) Montrer que la suite (u,) est géométrique de raison 0,8
Pour tout entier naturel n non nul, par : U+ = pn+1— 0,25
Un+1 = (0,8 pn + 0,05) — 0,25
Un+s1 = 0,8 pn = 0,2
(*) Uns1= 0,8(pn —0,25)
Un+1 = 0,8up
autre méthode : (*) on sait que up = pn— 0,25 donc p, =un+ 0,25
donc un+ =08p, -0,2=0,8 (uy+0,25) -0,2=0,8u, +0,2 —0,2=0,8un
On a donc prouvé que la suite (up) est une suite géométrique de raison 0,8
De plus son premier terme est : u; = p; — 0,25=0,85-0,25=0,6

b) Exprimer u, puis p, en fonction de n.
la suite (up) est une suite géométrique de raison 0,8 et de premier terme est : u; = 0,6
donc pour tout entier natureln > 1, u,= ulxq“‘1 =0,6 x 0,8“‘1
De plus, up= pnr - 0,25 donc p,=un+ 0,25
Pn=0,6x0,8""+0,25



c) Déterminer alors la limite de la suite (py).

~1<0,8<1ldonc lim 08%'=0dou Ilim (06x0,8"')=0
n — +oo n — +oo

Etdonc lim (0,6 x0,8™'+0,25)=0,25
n — +oo

Onen déduitque lim p,=0,25
n— +oo



