Generalites sur les fonctions

Chapitre 1
Classe de seconde



|- Les ensembles de nombres

1- Les réels

L’ensemble de tous les nombres connus en classe de seconde est appelé
ensemble des réels. Il se note R.

La droite numérique est une droite graduée a laquelle on associe une
origine O correspondant au nombre zéro.

B CID ¢ C A
-54,&5 0 7|r 160

A chaque nombre réel il correspond un unique point sur la droite numérique

Réciproquement, a chaque point de la droite, il correspond un unique

‘)MMZ
Par exemple : 102&'1&; -54,25 ¢ R; 7ek,; il %t Q/( QQTSW A)i C

Remarque : 100 est [’abscisse du point A. -5 Ltj 19 b et /0// J/;W

Theh F= 0O FE=98 T e



|- Les ensembles de nombres

2- Les entiers IN o« N

a) L’ensemble des nombres entiers positifs ou nuls, appelés entiers naturels,

se note N. M{_pb,m o\u;ﬁgww(' S Wv@‘@

AinsiN={0;1;2;3; ...... }/

Attention : les accolades indiquent un ensemble de valeurs; les valeurs
sont séparées par des points-virgules.

b) L'ensemble des nombres entiers , appelés entiers relatifs , se note Z.

AinsiZ ={..... -3;-2;-1,0; 1; 2; 3; ...... }

Par exemple : -124 € Z; 3,4 ¢ Z;



|- Les ensembles de nombres

3- Les intervalles

Sur la droite numérique, les intervalles sont les parties de R qui
correspondent a un segment, une demi-droite, ou la droite toute entiere.

Ce sont les parties « d’un seul tenant », ou encore « sans trou ».

Soient a et b deux réels tels que a<b :

., . eu lensemble lest represente se| - estlensemb[e‘i;fi’_ est représenté sur

Z;-;l-_--l-_r_vter’valle d i o ;-L.mte_rval_le des el l _:__;_

note es reelsxtels .u e r0| e gra uee ?'hoizé..;." - : ”x e s )

' - _que ‘ pa_r_un segment - que
[a,b] - as<x<b 3_; ” [a;+oo[ a < x ; 1
lasb]-] a<x<b ?; bC = la;+oof g o :; ¥
[a;b] sgxeh |73 5 e x < b 0T
Ja;b] a<x<b |2 Y| | -ooub] x<b el

Remarque : — &P (« moins 'infini ») et po(« plus Uinfini ») ne désignent pas
des nombres réels; ainsi les crochets sont toujours ouverts en -~<bou 4 oo.



SV == Décrire un ensemble en utilisant

la notation sous forme d’intervalle

€ la courbe est
On considére les courbes ci-contre, en 1 irnitde vrs
précisant dans les bulles des conventions la gauche, s
graphiques : . iy
Pour chaque courbe, identifier l'ensemble BRS: x= 11 . ¥y i3 5 A o v o et s
des abscisses de ses points. Ce poink endrfoe. | u T
n‘appartient | L et 5
|_ pasalacourbe. | . .

Solution rédigée Points méthade

&) On colorie sur l'axe
horizontal l'ensemble des

| abscisses de tous les points
- Nég. de la courbe.

T —— - 3 On traduit sous la forme
L ' ! ' 4 N d'un intervalle ou d'une
\/ i réunion d'intervalles
~— | 'ensemble colorié.

— w A chaque borne, on met un
L'ensemble des abscisses L'ensemble des abscisses crochet ouvert ou fermé
est [—5;3][. est |—oc; 3], en se référant
aux conventions graphiques

sur |'appartenance ou non
d'un point & une courbe.

Pour chaque courbe, on lit ['ensemble des abscisses sur I'axe horizontal.

Conventions graphiques

= Le point naté par une « encoche » & I'extrémité n'appartient pas 4 la courbe.

e— Le point naté par un point de la couleur de la courbe a 'extrémité appartient a la
courbe.

-+ Le point noté par un point noir est connu avec précision,




|- Les ensembles de nombres

4- Intersection ou reunion
a- deéfinition
Soient | et J deux ensembles.

L’intersection de l et J, notée | N J est ’ensemble des éléments
appartenant a la foisa | ET a J.

La réunion de | et J, notée | LJJ est ’ensemble des éléments
appartenant a | OU a J, c’est-a-dire a [’un au moins de ces deux ensembles.

On dit alors que le « OU » est non exclusif.
ILE]

J



|- Les ensembles de nombres

4- Intersection ou reunion
b- vocabulaire

Pour désigner ’ensemble des réels x vérifiant : x <-3 OU x>4, on écrira:
] — 0, —3]D]4; +00[ Cet ensemble n’est pas un intervalle, car il n’est pas

« d’un seul tenant ». H/Mﬂu_p/ﬁeb&
-3

c- méthode

Pour déterminer la réunion ou l’intersection de deux intervalles, on les
représente graphiquement de deux couleurs différentes sur la droite
numeérique. Si on cherche U'intersection, il s’agit d’identifier la partie coloriée
deux fois, si en revanche on cherche la réunion, il s’agit d’identifier les
segments coloriées.

d- exemples
- Déterminer la réunion puis ’intersection des intervalles | et J suivants :

| =[-29 J=[0;+o
| =[~4-2 3 =[L+



|I- Notion de fonction

1- Définitions
a- vocabulaire des fonctions

Soit un ensemble de nombre 2 de R. On définit une fonction f sur D lorsqu’a
chaque réel x de 2, on associe un unique réel y.

On note f: x> youy = f(x).

D est appelé ensemble de définition de la fonction f; x est la variable.

f(x) est ’image de x par f.

Quand on sait que y= f(x), on dit que x est un antécédent de y par f.

b- courbe représentative

Soit un repere du plan. On appelle courbe représentative C; de la fonction f,
l’ensemble des points M de coordonnées (x;y) ou : xt2

y=1(x)



axe des ) § ?

ordonnées
axe des

images = f (x)p -4\ M F(x))

V<

i

axe des
abscisses

@
axe des
antécédents

Remarques :

1- chaque réel x de 2 a une seule image.

2- Chaque réel y peut avoir plusieurs antécédents, ou ne
pas avoir d’antécédent.

3- Une fonction f définie sur 22 peut étre donnée de trois
facons:



@ parune formule ouuneexpression |  par un nuage de points : ® par un tableau de valeurs :

algébrique. LAY |
Exemple: f(x) = x* — 2x + 4, - |
@ par un programme de calcul. i o
= | & f F | X
i i R %
- [ A2 L]
| ShE T

® par un algorithme.
Exemple :

@ par une courbe représentative :

@ a l'aide de la calculatrice s

o 1
[EDIT B-CoH [G-FLT

Un nuage de points ou un tableau de valeurs ne peut décrire complétement une fonction que si l'ensemble de définition
est fini.



|I- Notion de fonction

2- Résolution graphique d’équations - recherche
d’antécédents

Soit f une fonction et k un réel. On note ¢; la courbe représentative de f dans
un repere.

Résoudre graphiquement U’équation f(x) = k revient a déterminer les
antécédents de k par la fonction f, cela revient donc a trouver les abscisses de
tous les points de la courbe ayant une ordonnée égale a k.

Méthode :

Pour cela, on trace la droite horizontale 2, , dequation y=k
c’est une droite parallele a ’axe des abscisses ; Vi

il y a autant d’antécédents (ou de solutions de r
l’équation) que de points d’intersection entre la \ ,fﬂ.;ff;f
courbe et la droite : k I\ ’/ D, Y =k

les solutions de U’équation f(x) = k sont les
abscisses des points d’intersection entre £ et 7).

A
. |

¥

|

Sur le graphique ci-contre, ’ensemble des 0

solutions de ’equation f(x) = kest S = { X, ; X,} e



Exemple :

m La courbe représente une fonction f. = Y A. ‘@_s, [ ‘:3) é—]

1. Quel est son ensemble de définition ?

2. Quel est le nombre de solutions de chaque
éqguation ?

a) f(x) =-

b)fix)=1;

) Tl =2

d) f(x) =

(On ne demande pas de trouver les solutions,

seulement de préciser leur nombre, qui peut étre
7ér0.)



|I- Notion de fonction

3- Tableau de signes d’une fonction

Dresser le tableau de signe d’une fonction consiste a résumer dans un tableau
les intervalles sur lesquels la fonction est positive, nulle ou négative.

% L’axe des abscisses est la droite d’équationy = 0

< Lorsque la courbe est située au dessus de l’axe
des abscisses les images sont positives donc on a
f(x) >0

<+ Lorsque la courbe rencontre |’axe des abscisses,
les images sont nulles donc on a f(X)=0

< Lorsque la courbe est située en dessous de ’axe
des abscisses, les images sont negatives donc

on a f(x)<0
»Sur le graphique ci-contre, on peut lire que :

la fonction f est positive sur [-3;2,5]
ensuite, f(-2,5)=0,

puis f est négative sur ]-2,5;-0,25[;
ensuite f(-0,25)=0;

puis f est positive sur [-0,25;4]

:

.ne V.
b

S ST —

-3

_ 1

PN

_25\-0f50'i
-

Tableau de signes de la fonction f

X

-3 -2,5 -0,25

4

(%)

+?—(

)




Exemple :

© Mise en pratique

% est la représentation graphique d’'une
fonction fdéfinie sur [-5 ; 4].

¥
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m La courbe représente une fonction f.
y A




m La courbe est la représentation graphique | [EXI) Lafonction freprésentée est définie sur R,

d'une fcr_1ctiorj f. 7 -
10 =
| %R

X
+ W v

] |"'i 5 T* G x — o 3,2 -1 +o0

x| + —_

4) 4 0 A | - 6 + o 4+




l1l- Résolution graphigue d ’'équations ou

d’in équations

1- Equation du type f(x)=g(x)

Soit f et g deux fonctions dont les courbes

représentatives dans un  repere  sont I

respectivement C; et C,.

»Résoudre graphiquement une équation du type \%\\ #\
; .

f(x)=g(x) consiste a déterminer les abscisses des

oS
F—y

. \ - >
points communs a C; et C,. ! a0 [} \
>Il y a autant de solutions a ’équation que de */ \ /
points d’intersection entre les deux courbes : les o i

solutions sont les abscisses de ces points.

On rédige de la facon suivante : f(X)=9g(x) : S={-3;-1,25;2}
ouencore f(X)=g(x) = xXO {-3;-1,25;2}



l1l- Résolution graphigue d ’'équations ou
d’in équations

2- Inéquation du type f(x)<g(x) ou f(x)>g(x)

>Résoudre graphiquement une inéquation du
type f(xX)<g(x) (resp. f(X)>g(x) )consiste a
déterminer les abscisses des points de C; qui sont

situes en dessous de C, (resp. au dessus) /.\

Comme l’inégalité est stricte, les points communs \;\\
sont exclus de ’ensemble des solutions.

"
g
L @
B
En revanche, si ’inégalité est large, les abscisses . D /
35 [-1 > 4

des points d’intersection font partie de : \ i
’ensemble des solutions. /

On rédige de la facon suivante :
g(X)>f(x) : S=1-3;-1,25[ U ]2;4] f(x) > g(xX) : S=[-3,5;-3]U [-1,25; 2 ]

ouencore g(X)>f(x) = xO]-3;-1,25[U]2;4[ ouencore f(x) 2 g(x) = XU [-3,5;-3]U[-1,25; 2]



l1l- Résolution graphigue d ’'équations ou
d’in équations

3- Cas particulier : inéquation du type f(x)<k ou f(x)>k

>Résoudre graphiquement une inéquation du
type f(x)<k (resp. f(x)>k )consiste a déterminer les |
abscisses des points de C; qui sont situés en

dessous (resp. au dessus) de la droite horizontale
d’équation y=k.

Comme l’inégalité est stricte, les points communs
sont exclus de ’ensemble des solutions.

En revanche, si ’inégalité est large, les abscisses
des points d’intersection font partie de
’ensemble des solutions.

On rédige de la facon suivante :
fx)>1: S=]-1;0[ U]2;3] f(xX)<1:S=[2;-1]U [0; 2]



V- Sens de variation d 'une fonction

1- fonction croissante

Dire qu’une fonction est croissante sur un intervalle | signifie que lorsque la
variable augmente dans Uintervalle |, I’image augmente aussi.

Définition : La fonction f est croissante sur
l’intervalle | lorsque pour tous réels x, et x, de | : 5 = F(¥3)

e

Si X, < X, alors f(x;) <f(x,) y1 = Fxq)|----- |

: X
o) X1 X% 1

On dit que la fonction f conserve ’ordre:

les réels de ’ensemble | et leurs images par f . .
’ N La courbe représentative de f « monte »
sont ranges dans le méme ordre de la gauche vers la droite.



V- Sens de variation d 'une fonction

2- fonction décroissante

Dire qu’une fonction est décroissante sur un intervalle | signifie que lorsque
la variable augmente dans ’intervalle |, l'image diminue.

Définition : La fonction f est décroissante sur
l’intervalle | lorsque pour tous réels x, et x, de | :

Si X, < X, alors f(x;) >f(x,) ; : j: g; ;

On dit que la fonction f change ’ordre:

, . o x XIz I N
les reels de ’ensemble | et leurs images par f

sont rangés dans un ordre contraire. La courbe représentative de f « descend »
de la gauche vers la droite.



3- Tableau de variation

V- Sens de variation d 'une fonction

On résume le sens de variation d’une fonction par un tableau de variation.

Exemple : f est définie sur [-3;4] par :

Le tableau de variation de f est :

Ensemble de définition et réels
ou la fonction f change de sens
de variation (abscisses, rangées

~ dans l'ordre).

W *Une fléeche montante quand
" la fonction f est croissante.

» Une fléche descendante quand
la fonction f est décroissante.

* En bout de fléches : les
images associées (ordonnées).



m Attribuez a chaque courbe son tableau de
variation.,




m Voici deux tableaux de variation trouvés

dans des copies d'éleves.

Ils ont commis des erreurs, Retrouvez-les.

b)

x |1 3 5

1o

/m);##/"\;’-/v-

1,5

)

z | -2 %2 X '5/2 &
= 26




Le tableau de variation de fest :

Ensemble de définition et réels
ol la fonction f change de sens
de variation (abscisses, rangées
dans l'ordre).

v *Une fléche montante quand
la fonction f est croissante.
b * Une fléche descendante quand
la fonction f est décroissante.
* En bout de fléches: les
images associées (ordonnées).




V- Sens de variation d 'une fonction

4- Extrema

Un extremum est une valeur localement maximale ou minimale.

eLe maximum d’une fonction f sur un intervalle
|, s’il existe, est la plus grande valeur possible
des images, atteinte par un réel ade I.

Ainsi pour tout réel x de |, on a: f(x) < f(a)

eLe minimum d’une fonction f sur un intervalle
|, s’il existe, est la plus petite valeur possible
des images, atteinte par un réel b de I.

Ainsi pour tout réel x de |, on a: f(x) > f(b)

Dans l’exemple précédent, le maximum de f est 3; il est atteint pour x=1 (ou « en 1 »)
le minimum de f est -2; il est atteint en -1.



BL) < est 1a représentation graphique d’une KD « est la représentation graphique d'une
fonction f définie sur [-5 ; 4]. fonction h définie sur R.
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EED La courbe représente une fonction £ ET) La courbe est la représentation graphique  [EAI La fonction freprésentée est définie sur R.
d'une fonction f.

3_3’
. /J.//!/-\.\ L y=1
“3 0] 1 | 34\ [X % =0 L
""""" & \
12 35BN ER R 1
Résolvez linéquation f{x) = 1, puis l'inéquation 1. Résolvez I'inéquation f(x) = 10.
f(x) <0, 2. Résolvez la double inéquation : 0 < f(x) < 10.
pun [F9567) fg alkennk ) 5aexe (~2;3) N (3910 & xe [0y +
' = -\ . . ! 10
e e IR
(C’W&M /‘\J\JJ’\ I:b) t‘glﬂgdu J.(/;...,Bﬂ\z _3 “ S J-l./}\cgl\(
£€ L Ohaan ,Lg U‘Jk L\ ‘&bﬁl #’ - | =0 -"'Ld;g_ %".L +p
M_m - ‘ ) - = =
MRemk eom ~MNLS i PR Lo st o, 2| & c i:|
=% Al y 6 \J /'\ 3

/3 . ok uwwuw-ﬁmﬁqu—ﬁ]uc Acnsmpornts s C25]
)] B 1 Y SRR, S WY W A P
D PO X atre Ak 3/rwm x=Z



m La fonction f représentée est définie sur [R.

1. Résolvez lI'inéquatjon f(x) = 10.
2. Résolvez la doubld inéquation : 0 = f(x} < 10.

xe[-u-f]

Lol hean Lk voriabio ,,L\J}! %MWM Jw;-?,)gj

X

s oAE ok sun (-4 +a2(C

4%

A Aienomarts
/\‘ / LE%::’Z o= :
s [_q*,oj% e sen
A BN }4,10 e~ O -

Nok‘aol}m Mafx,»g, —AD 4~ O .
-y a")



V- Sens de variation d 'une fonction

5- Monotonie

Une fonction est dite monotone sur un intervalle I, si son sens de variation est
unique sur U'intervalle I.

»Par exemple, la fonction dont le graphique a

eté présenté précédemment n’est pas
monotone sur [-3;4] :

en effet,

f est décroissante sur [-3;-1] et sur [1;4] ;

f est croissante sur [-1;1]

Le sens de variation de f sur [-3;4] est donc
multiple : f n’est pas monotone sur cet intervalle.



m f est une fonction définie sur l'intervalle
I=[-10;25].
Son tableau de variation est :

x |[=10-2.0 & 11 20 25
L35

f____ 40{?2) %12/]5__\_*&

1. Précisez le minimum et le maximum de fsur .

2. Précisez le minimum et le maximum de fsur
[-10;11].

3. Complétez le plus précisément possible les
inégalités :

a) mA9=f(-2)<19..

b) .. AL<F2)=<25..

A‘MI:E-"‘U‘ngj Ma..?(% = 36 e~ 0

(-40425 )
Man - — 63 foowr X = 25
C_a0725)
o . Man~ =-40 ¢n - A0 r’\d\x% =35 e~ O
C-100a4 ) [~A0%)

D %S oK WM-J::MA [‘401'Dj demc Q/!ﬂ{
oDl A7 o dna MC—--"\D}D.J
/t.m,\kwt “ 1o x {0

o a A < (o)

~bo < '%(("‘) {3s

b STk €M

4> 4605 3
35 > -3(137,42
22 <)<



m Le tableau de variation d'une fonction f
définie sur [ est :

X |- -1 2 8 15 22 4|
3 '\:3“‘-.‘ .

£l 0~ 0
L e 10~ \\I

1. a) Quel est le maximum de £ sur l'intervalle
J-=8]?

b) Quel est le signe de f(¥) sur cetintervalle ?

2. a) Six = 22, que peut-on dire du signe de f(x) ?
b) Quel est le maximum de fsur R 7

Déduisez-en que I'équation f{x) = 2 n'a pas de
solution.

1a) Maxf =0 b) %{11@1‘“‘ Aok
J-;4] X €)% )

20) poun kouk X220 A(x)¢D

L) MQL% :\ré
J-+02C

Le tableau de variation d'une fonction fest :

x | -3 -2 1 3 4

L)

1. Alice affirme : « D'aprés ce tableau de variation,
f3)=0x

Alice a tort. Justifiez pourguoi.

2. Est-il vrai que la courbe représentative de f
rencontre I'axe des abscisses en daux points ?
Justifiez votre réponse,

m Le tableau de variation de la fonction fest

donné ci-dessous:

x -9 2,10 19 3 4|
-3 : b 2

\—5 ‘éfﬂ]\ {h) A \‘*L. |

f

1. Combien 4 a-t-il d'antécedents par 7

2. Complétez les inégalités suivantes le plus
précisément possible:

a.=l =f2<.%.

b .2 <f-1=<=A

3. Existe-t-il un nombre de l'intervalle [-9 ; -2]
dont I''mage est-17

4. Résolvez |'inéquation fix) = -1.
Cok A f(x)= 4@

3) me%a -3 MCT"‘”\’Z'NL‘
C-34-2)
x é(-ﬁ;-ﬂ L) <=3 13
Lo —Anln o &l antlibeat pin f;
dorcs 2=

4. J&x) (roxe(-9lu B



