Partir d’un bon pied

A) 0CM - Lire graphiqguement

Pour chaque question, indiquer la seule bonne réponse.
La courbe rouge %, ci-contre est celle d'une fonction de
colit total f, en euro, définie pour toute quantité xde 0 a
100 objets.

3 Par lecture graphique, ona:

a. f(30)=50. b. f(50)=30.
F Léquation f(x)=x posséde:
a. aucune solution. b. une solution. ¢. deux solutions.
[E] Le cotit moyen d'un objet, pour une production de 30, est:
a. le coefficient directeur de (OM).

b. 50.

€. 5,3

c. f(30)=0.

B ) Vrai ou faux ? — Calculer une dérivée,

Préciser si les affirmations suivantes sont vraies ou fausses.

Voir corrigés en fin de manuel

Voir AP page 61

déterminer la variation
Voir cours page 44

EBsi f(x)=—0,2x+6x% + 3, définie sur R, alors la dérivée est :

a. f(x)=—02x*+12x+3.
Hsi fix)=—

x2+1'
1 1— x2

(X = b. f'(x)=
a. f'(x) TERIY

b.f(x)=—6x(0,2x—-2).

définiesur[0; 101, alors sa dérivée est:

- (x2+1)2 ‘

e F(x)=0,6x(—x+20).

w5, =l
c f( )ﬁ(x2+1)2'

EJ La fonction f, dérivable sur [-8;3 ], est connue par quelques - | _g

&léments de son tableau de variations ci-contre. La fonction fest:
b. positive sur[—8;3].

a. croissantesur[1;4].
c. nulleen 2.

f'(x)
f(x)

C) OCM - Lire des propriétés de tangence

Pour chaque question, indiguer la seule bonne réponse.
Une fonction f, dérivable sur [ -3 ; 4], est connue par

sa courbe représentative ‘6 ci-contre, ainsi que quelques
tangentes tracées.

El on peut lire :

B (2)=3: b.f(0)=05. ¢ f(=1)=0.

ﬂ La tangente a la courbe % au point d'abscisse 1

a pour équation réduite :
a.y=4x+1. b.y=4x-3.

B Pour tout réel a de l'intervalle [-3; 1], la tangente
ala courbe ¢ au point d'abscisse a est:

a. toujours située en dessous de la courbe.

b. toujours située au-dessus de la courbe.

¢. traverse la courbe pour une valeur de a.

1
. y=—x-3.
=4

CHAPITRE

Continuité et convexité

D’hier & aujaurd’hud

Lentilles et miroirs, convexes et concaves

n utilise I'énergie du soleil en concentrant ses rayons
O depuis trés longtemps, a l'aide de lentilles ou de miroirs.

Dans la comédie grecque, Les Nudes, écrites en 423 av. J-C,,
le poéte Aristophane évoque un conflit entre le vieil athénien
Strepsiade et son fils dépensier. Dans une des scénes, le pére
expose 4 Socrate un moyen qu’il utiliserait pour ne pas payer ses
dettes, sil était condamné : A l'aide d'une « pierre diaphane » et
ronde exposée au soleil, il ferait fondre les assignations, écrites
par le greffier sur de la cire.
La légende raconte aussi quArchiméde, vers 210 av. J-C., a concentré
les rayons lumineux a l'aide d'un miroir concave pour enflammer
les voiles des navires romains qui attaquaient Syracuse.
La focalisation de la lumiére en un point ne s’arréte pas a des
utilisations « destructrices ». Ainsi, on utilise dés le Xv® siécle
av. J.-C. des « cailloux de verre » arrondis, polis et transparents,
pour grossir une image. Dans son encyclopédie Histoire naturelle,
Pline I'Ancien (23-79) fait référence a une émeraude utilisée par

Hugues de Provence (1352), par Barisini Tomasso.
C'est le plus ancien portrait connu d’un personnage
portant des « lorgnons ».

l'empereur Néron pour regarder les combats de gladiateurs, corrigeant ainsi sa myopie.
Pourtant, les premiéres lunettes utilisant des lentilles pour aider 4 la vue ne datent que de la fin du x111° siécle.

ujourd’hui, on ne compte plus les appli-
A cations des lentilles et miroirs dans notre
quotidien.
Les lunettes de vue utilisent des lentilles selon
le défaut de l'ceil & corriger : verres concaves
pour la myopie, convexes pour I'hypermétropie.
Clest le méme principe qui est utilisé dans les
microscopes ou les lunettes astronomiques et
qui a permis de grandes avancées scientifiques.
Lutilisation de miroirs est courante pour élargir
notre champ de vision : miroirs de carrefour,
rétroviseurs, etc. Concaves ou convexes, on choisit
la forme adaptée au besoin que l'on a. Ainsi, les
fours solaires et les phares paraboliques de voi-

Cest €pouvantable!.. .|
Que m'est-if arrivél. ..

Vous vous regardez sim
| plement dans unmiroir
concavelff en voici vnaulre]

Extrait des Aventures de Tintin,
Le Trésor de Rackham le Rouge (1944), Hergé.

tures utilisent des miroirs concaves, les uns pour concentrer l'énergie lumineuse sur l'aliment a réchauffer, les
autres pour orienter la lumiére 4 30 métres (feux de croisement) ou 100 métres (feux de route) devant le véhicule.

Il est des esprits semblables a ces miroirs convexes ou concaves qui représentent
les objets tels qu'ils les regoivent, mais qui ne les regoivent jamais tels qu'ils sont.

Joseph Joubert (1754-1824)
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=) Découvrir

I¥™E) Raccorder deux parties

Le cot de production de la noix de muscade demande des codts fixes
importants pour lancer la production des muscadiers. Des investissements

supplémentaires sont nécessaires en début de production pour lutter contre

les champignons.

On a modélisé une production par la fonction de codt f, ol x est la quantité

variant de 0 3 9 tonnes. Le colt f(x) est exprimé en millier d'euros.

En début de production, de 0 & 3 tonnes compris, f(x)=05x2+4.
Aprés traitement des champignons, de 3 a 9 tonnes, F(x)=5+3/x .
Kl a. Calculer les colts fixes. Calculer le colt total pour une production
de 2 tonnes, puis pour une production de 5,29 tonnes.

b. Calculer le cotit de 3 tonnes avant le traitement et le codt de 3 tonnes apres

le traitement. Chiffrer le cout du traitement.
1 On suppose que l'on peut réduire le colit de traitement.
Ainsi, pour 3<x=9, f(x)=5+ 3./x +c, ol cestunnombre négatif.

On a représenté le colt total a I'aide d'un logiciel dynamique, avec curseur pour

le nombre c:
TI-Nspire™ Geogebra
¥ R e 0eT PR IoRapnieL | St we e e
Ty - Cbijets libres 18 /I
(% 1= B ol ) 20=(0,0) e
flx)=0.5x"+4 2 x)=5+3x +c sc=-04 16 7
] - sfl{x) = 0.5%° +4 - /
c=0. -Objets dépendants
= L= (4, 106) 12
= sd:y = 2.65x
2. 2. '(x)_{0.5x2+4 0<x<3 10
Tl 543vx—-04 :(3<x<9) 8
A4(2’6) af2(x) =5+3v%x—04 6
- flx),0<x=3 4
y=3X f3(_x‘):'- F ),
1 f2‘x)._3<x§9 2
ol/
01 F9u1 33 4 567 8 8

M est un point mobile sur la courbe bleue représentant la fonction f.

a. Que représente économiguement le coefficient directeur de la droite (OM) ?

Fx)

b. On définit la fonction g telle que g(x)= , surl0;9].

A I'aide de la dérivée, étudier les variations de cette fonction sur]0;3],puissur]3;91].

Pour retrouver ce sens de variation a l'aide du logiciel, que faut-il regarder sur la copie d'écran ?
¢. A quelle valeur de ¢ faut-il placer le curseur pour que la fonction de colit total soit d'un seul trait continu ?
Donner l'expression de f(x) obtenue dans ce cas. Que devient la fonction g dans ce cas ?

Résoudre (presque) une équation

Voir AP page 61

On désire résoudre I'équation x3+3xZ—1=0. MR+ 3Hz-1 J{
Hélas, aucune méthode algébrique n'est possible avec les outils de Premiere ES.

Kl a. D'aprés la représentation ci-contre, quel est le nombre de solutions de cette équation? [\ I
b. A I'aide des fonctionnalités de la calculatrice, donner les solutions indiquées par

la calculatrice. Arrondir @ 1073 prés. Ry
EJ Etudier les variations de la fonction f1x—>x*+3x*—1. o s

Dresser le tableau des variations de fet indiquer sur ce tableau les valeurs ol la fonction

s'annule. Donner les solutions arrondies @ 0,1 prés.
El a. Préciser les valeurs de la fonction lorsque sa dérivée s'annule.
b. Soit k un réel quelconque entre f(=2) et f(0).

Voir pages 344 et 348

Quel est le nombre de solutions de '¢quation f(x) =k, dans R suivant les valeurs de k ?
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EEE) Déterminer le signe d'une fonction du 3¢ degré

Une fonction fest définie sur B par f(x)=x3+ax?+ bx+c, ol g, b et c sont des nombres réels.
On pourra utiliser au maximum la calculatrice et ses fonctionnalités ou un logiciel dynamique.

[l On suppose dans cette question que a=0.
i e i i - P> a=o S
a.Lorsque b=2 et c=-1, étudier le sens de variation g
de cette fonction. <> b=o0.
Vérifier graphiquement que lI'équation f(x) =0 posséde une unique B e=0.
solution o En donner une valeur arrondie & 0,1 preés. 1
Etudier, dans ce cas, le signe de f(x). + X

b. Lorsque b est un nombre positif et ¢ est un nombre quelconque, e 1 10

faire une conjecture sur le nombre de solutions de I"¥quation

f(x)=0.

: 5 - 2

c. Si b est un nombre négatif, donner un exemple otl I'équation = y=x>+axlibxte
f(x)=0 posséde trois solutions, x; , x, €t x; dans cet ordre. » 16.5

Dresser le tableau de signes de f(x) .

F1 On suppose que a est de signe quelconque.

a. Calculer f'(x), ol f'est la dérivée.

A quelle condition sur a et b I'équation f'(x)=0 admet-elle deux solutions ?

b. On suppose que a=-3,75 et b=3.

Vérifier que, dans ce cas, la dérivée s'annule deux fois.

Choisir un nombre ¢ pour que l'équation f(x)=0 posséde une seule solution o
Dresser alors le tableau de signes de la fonction f.

El On suppose quec=0.

a. Résoudre algébriquement Iéquation x3—3x2+2x=0.

b. A quelle condition sur a et b I'équation x3 —ax2+ bx=0 a-t-elle trois solutions ?

Jeened.) Positionner une courbe et ses tangentes '

EJ On considére la fonction carré f:x— x? et % sa courbe représentative.  [Graphique EE|
a. Justifier qu'en tout point de la parabole @ , il existe une tangente a % . | 8 /N
b. Si a est un réel quelconque, montrer que |'équation réduite \ /
de latangente T a % au point d'abscisse aest y=2axx—a”’. y=+ d ee’f
¢. On pose t(x)=2ax—a?. \ ¢  a=2
Exprimer la différence d(x)=f(x)—t(x) enfonctiondexetdea. - \ s T
Démontrer que cette différence est toujours positive, ou nulle,en x=a. \ 4 24
d. Que peut-on en déduire pour la position de la parabole & par rapport s
a ses tangentes 7 Voir AP page 62 \ 2 /
B3 En utilisant un logiciel dynamique, saisir une autre fonction f. \ 4 /A
Par exemple : a.f(x):-—:L; b.f(x)=(x—33+x+2,sur[0;+eo[. .-"‘: .
- . Cox241 5 4 3 2 [0 2 3 45
Choisir un point mobile sur la courbe %€ de cette fonction et tracer 1/
la tangente en ce point. -2 ‘J
Visualiser la position de la courbe % par rapport a sa tangente.
[E1 on considére la fonction cube f:x+>x? et @ sa courbe représentative, T
ci-contre a I'écran d’une calculatrice. -If
a. En imaginant la tangente en différents points de la courbe €, indiquer les positions j

possibles de la courbe 6 par rapport a la tangente.

b. Calculer la dérivée de la fonction cube. Soit g cette fonction.

Expliquer pourquoi la fonction cube n'a pas d'extremum alors que sa dérivée s'annule.

<. Calculer la dérivée de g, c'est-a-dire la dérivée de la dérivée de f. Etudier son signe.
Lorsque g’(x) est positive, quel est le sens de variation de g 7 Quelle est alors la position
de la courbe % par rapport a sa tangente ? Mémes recherches lorsque g’(x) est négative.

=z ¥=H
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>) Cours

ED Sens de variation et dérivées

B) Lien entre sens de variation et dérivée

Théoréme admis

' Soit fune fonction définie et dérivable sur un intervalle I .
* D Sila dérivée est strictement positive sur lintervalle T,

: alors la fonction est strictement croissante sur I .

> D Sila dérivée est strictement négative sur l'intervalle I,

. alors la fonction est strictement décroissante sur | .

! D Sila dérivée est nulle en toute valeur de l'intervalle I,

b Ces notions ont été vues \|
en 1™ ES.

| De l'étude du signe de la dérivée,

| ondéduit le sens de variation

| d’une fonction.

| Réciproquement, le sens

|| de variation d'une fonction

| dérivable indique le signe de

|| sadérivée.

D) Savoir faire

© Etudier le sens de variation d'une fonction

Exercice corrigé

Enoncé )
Le taux d'équipement en lave-vaisselle en France peut
&tre modélisé par la fonction fdéfinie sur [0 ;35 ] par:

3x+10
X)="""—,

o 5x+50
ol x désigne le temps, en année, écoulé depuis début
1980.
Lacourbe € estlareprésentation de cette modélisation.

El Calculer la fonction y
dérivée f’ et en déduire 0,5
le sens de variations de f
sur[0;35].

H a. Calculer le nombre
f'(10) . Interpréter 91
en termes de rythme 0l 5 | 35 X
de croissance.

f croissante < f’ positive.
| fdécroissante <> f'négative. |

b. Déterminer I'équation réduite de la droite & ,
tangente a la courbe %€ au point d'abscisse 10.

alors la fonction est constante surl .

¢ Lerythme de croissance de ce taux a 'année x est
:  assimilé au nombre dérivé f'(x) . '

Points méthode

@ Lorsque l'on a x au numérateur
- etaudénominateur d'un quotient,
i . onappligue:

REMARQUE
5i |a dérivée s'annule en une seule valeur sur l'intervalle, mais garde un

a signe constant, la fonction reste strictement monotone.

Clest le cas de la fonction cube définie sur R par f(x)=x3. Alors f'(x) = 3x%.
La dérivée est positive sur R, ou nulle en O, et la fonction cube est
strictement croissante sur [R.

Solution

Kl La fonction f est une fonction rationnelle, dérivable sur son ensemble

de définition [0;35].

f(x) est le quotient de 3x+ 10, de dérivée 3, par 5x + 50, de dérivée 5:

=3><(5x+50)—5x(3x+10)#15x+150g15x-—50_ 100
(5x +50)2 (5x +50)2 C (5x+50)2

Comme la dérivée est strictement positive sur[0; 35 ], la fonction f est

. u , uU'xv—-v'xu
si f=—, alors F=———«——_ | f'(x)

3 Dérivées usuelles v (v)2

Dans la dérivée d'un quotient,

Teo me admis _ : ¢ le dénominateur est un carré, strictement croissante sur[0;35].
! Fonction Fonction dérivée Remarques | :  toujours strictement positif sur Ela. On calcule le nombre dérivé de fen 10
f(x)=k f'(x)=0 x est |a variable réelle et k est un nombre donné. : ! |ntervalle.don.ne. . ' 100 100 1
Goke . llestdonc inutile de le développer. f'(10) = = =——=10,01,
f(x)=x (x)=1 ) ) ) - : R g (5x10+50)2 1002 100
Fx) = x> f(x)=2x La dérivée est moins « puissante » que |a fonction. : : @ Le nombre dérivé d'une fonction f Ainsi, en 1980 + 10, c'est-a-dire en 1990, le taux d'équipement en lave-
F(x) = x3 F(x) = 3x2 i engestle coefﬁaent directeur vaisselle avait un rythme de croissance de 0,01, soit une augmentation
fx)=x" fi{x)=nx"" n est un entier naturel. : delatangenteala courbe % de 1 point de pourcentage par an.
= ¢ représentant la fonction f. . .
f(x):l R =it xestunréelde]—co;0[oude]0;+eel. : 5 i Siie b. La droite & est la tangente au point A d'abscisse a=10.
X x2 Dans la dérivée d’'un quotient, un signe — apparait. (i redm:re de la tangente L'ordonnée de A est :
T : : a‘%aupointAd'abscisse a est: - 3%104+10 40
_ : xestunréelde]0;+eo . : < A () =r{0)=r— e = e = 0.4
Flx) =/x f’(x):T f(x)=+/x nest pas dérivable en 0. : Sl b=l i) . g 2 2 x 10400 100
. Il n’y a pas de signe — dans la dérivée de la racine carrée. J : Son coefficient directeur est f*(a)=f(10)=0,01.
: Dol I'équationde @ :  y=F'(10)x(x—10)+f(10)

, < y=0,01(x-10)+04 << y=0,01x+03.

Théoremes EEIIEM Soit u et v deux fonctions dérivables sur le méme intervalle.

" D La dérivée d'une somme de deux fonctions est la somme des dérivées de ces fonctions:

: si f=u+v, alors f'=u"+Vv!

) La dérivée du produit d’une fonction par un nombre k est e produit par k de la dérivée de la fonction : .
: si f=kxu, alors f'=kxu’. : m Soit la fonction f

© D La dérivée du produit de deux fonctions u et v est telle que: définie sur[0;8] par:

: si f=uxv, alors F=u'Xv+v'XU. s flx)=x3-9x2+15x+33.
: « La dérivée du premier facteur que l'on multiplie par le second plus la dérivée du second facteur que fon ¢ Onatracé ci-contre

.............................................. NP’ ) Voir exercices 28 a 35

xercices d’application

El a. Montrer que la droite %, a pour équation :
y=-12x+60.
b. Déterminer une équation de la droite %, .

. multiplie par le premier. »

: B Si, de plus, v(x) est non nul sur l'intervalle, la dérivée du quotient de deux fonctions est telle que:

: u L U= vixu
si f=—, alors fi'=————
v (v)?

'« La dérivée du haut multipliée par le bas, moins la dérivée du bas multiplié par le haut, sur le bas au carré. »
- D Toute fonction polynéme ou rationnelle est dérivable sur l'intervalle ou elle est définie.
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¢ points d'abscisses 3 et 7.

¢ la courbe représentative
¢ G def,ainsique
: les tangentes @, et %, aux

50

¢ Kl Calculer /(x). 10

¢ B Dresser le tableau de T O 5
e - 0 |

* Variations de fsur[0;8]. } \( —

@ Soit la fonction g définie sur [0; 4] par:
g(x)=2x/;7x.
X Montrer que pour tout réel xde10;4],0na:
g0=1" Vx
=
F1En déduire le tableau de variationsde g sur[0;4].
Vérifier a l'aide de la calculatrice.
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> Cours D) Savoir faire

P) Continuité et équation © Exploiter un tableau de variations

B Notion intuitive de continuitée- B erciccchitic
Une fonction est continue sur un intervalle I si elle est définie J Enoncé |
: sur cet intervalle et si sa courbe 6 se trace d'un « trait continu », sans :  Une entreprise fabrique entre 1 000 et 7 000 cogues H 5oit la fonction g définie sur R par:
: lever le crayon. . detéléphones portables, par jour. Le bénéfice, g(x)=—3+12x-1.
: —— :  encentaine d'euros, réalisé par la fabrication a. Etudier les variations de g sur R..
EXEMPLES ET CONTRE- :  etlavente de x milliers de coques est modélisé par : b. Montrer que 'équation g(x)=0 admet
D Fonctions continues sur[0;6] P Fonctions non continues sur[0; 6] L e —x3 +6x2 —x o] une unique solution c.sur [ 1;7 ] et en déduire
brisée en 2 avecun sauten 2 avec un « trou»en 2 : 2x+4 3. 2 lesignedeg(x)sur[1;7].
D ouxe[1:7]. X "’"‘2".3# Déterminer un encadrement de o d'amplitude 1073
y ' Par un calcul formel, Blfactoriser(deriver(B(x)) Fl a. D'apreés I'étude précédente, dresser le tableau
4 T on a obtenu la dérivée 3 de variationsde Bsur[1;7].
| de la fonction B: on % b. En déduire le nombre de coques a fabriquer par
: ' I'utilisera sans justifier. (x+2) jour pour réaliser un bénéfice maximum.
= T T T 1 & X Points méthode .
FPEIEER 6 X Solution|
@ Lorsque le signe d'une expression

Ha. g'(x)=-3x%+12, quis'annule en -2 et 2.

e : T ne peut étre obtenu de facon 7 A =) 2
QEVTEIOEER LI » Une fonction obtenue par opérations sur les fonc- 3 : P dirgcte g souventgune Boticon | os | e[ 2e e | gt st fantive,

i lles est continue sur chaque intervalle ou elle est définie. conHnue i pag e OyRbIc : T ey donc la fonction g est décroissante. Et sur [—2;2], e e R

: tions usuelles est continue q > o ¥ : ici, la fonction f est continue en 2, : font:tlc'r;i at.:mhalre g : e becsull el el A

TP : - ionnelles et irrationnelles son - i e =2 ; ,donca '

: Ainsi, les fonctions polynomes, rationng mals.nest pas denvablg en2. 8 (o} es variations de g B e e " ‘ 1 5 4 7

- on appligue la propriété des
valeurs intermédiaires sur un

intervalle [a; b1 pour prouver
I'existence de la solution o de
I'équation g(x)=0sur[a;b]l;

: continues sur tout intervalle de leur ensemble de définition.

degsur[1;7].
* D Toute fonction dérivable sur un intervalle est continue sur cet intervalle.

Sur[1;:21,le minimum est 10 g(x)‘m/w\“o‘-*,zﬁg
Donc g(x)=0 n‘a pas de solution.

Mais sur[2;7], g est continue et strictement décroissante et elle passe
de g(2)=15 a g(7)=-260.Donc g prend une seule fois la valeur

CONSEQUENCE
Lorsqu'une fonction fest définie par morceaux, sur deuxintervalles[a;b]

et]b;c], il est nécessaire de regat;der ce qui SefatSZiiﬂ?la bommel: O! 13| 5 X | 'g(;r;?[b;'?g']( i siane de [ fonction intermédiaire 0, donc l'équation g(x)=0 admet une unique solution o
A-t-on une ligne brisée ou un sau - j : : ol. ; sur[1:7]. 5 m
. sdiai . . e :  Lemploi de la calculatrice, ou Ainsi, sur[ 1; o[, g(x) est strictement positif ; ETET

g Proprlete des valeurs intermediaires ::al‘l;glluot?;cr:el, permet d'encadrer il e e o e X R L ]
Dans le cas d’une fonction continue sur un intervalle [a; b1, . g9(@)=0.0n Ol;tf;t Ijr;cid;e‘gf;nt dec.: 058 | chERe

© toutes les valeurs intermédiaires entre f(a) et f(b) sont prises au moins ' i @ lesignedela déri.vé.e deB By conie (X; 2)2est stric'éeme'nt posifsr EEE : msg

- une fois (fig. @). En particulier, si f(a) et f(b) sont de signes contralr_es donne le sens de va‘natlon deB. [1:71, la dérivée B'(x) a le m&me signe que son TiE o+l 2n—1

© 0 est une valeur intermédiaire. Donc léquation f(x) =0 admetau moins : do’n conclut le probleme numérateur g (x) . D'ot le tableau ci-dessous :

: une solution o dans l'intervalle [ a; b1 (fig. @). : 0pt|m|sat|?n. . x |1 o 7

: ¢ Par calcul d Images, on choisit b(3_421) 2.468332276

D v @ 3 ¥ ¢ laborne de I'encadrement qui B'(x) + 0 -

b = ¢ donne le bénéfice maximum. B(x) 7 Bla)~ b(3.422) 2.468332401
(,Z T ¢ Cenfestpas toujours la valeur B(1) B(7)
f(a& ! 5 7 *  arrondie. b. Le bénéfice est maximum en o= 3,422, soit 3 422 coques par jour.
T T - }
Ola (’N X f(a) :
fb} ----------- ! BT o dapplicat J——
OI a { rclces app lcatlon ........... B Eees NI s NI EIsEsIsESIEsEsEsORESRREESEEROEES © Voir exercices 513 57
Soit f une fonction continue et strictement crois- : : o[n pe:t not?r I_a dér;ma]rcche Soit la fonction fdeﬁnle sur[0;7]par: n Soit la fonction g définie sur [ 1; 101 par:
| sur

- sante (ou décroissante) sur un intervalle [a; bl et kun nombre entre :’?r:tl:rf::ﬁ;?z .E]V:arlatlons e ! Flx) =x3— 9x?+15x +3. G(X) = 0,5%% — 452+ 12x—12.

i f(a) etf(b) (fig. @ et@) . Alors I'équation f(x)=k admet une unique x |a ! & b ] E Dresser le tableau des variations de la fonction f sur [Ell Dresser le tableau des variationsde g sur[1;10].

 solution o:située dans l'ntervalle [a;b]. fla) —_* | { lintervalle[0;71. El En déduire que équation g(x)=0 posséde une unique

:- Par convention, les flaches du tableau de variations indiquent la f(x) TPy fb) | ¢ B D'apres ce tableau, donner le nombre de solutions de solutionctsur [1;10].

ek ' T ik : Chacune des équations. En donner une valeur arrondie & 0,1 prés.

S ORI : s a.f(x)=5 b. f(x)=—4 c. f(x)=2 El Dresser le tableau de signes de g (x) .
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D) Savoir faire

) Cours

B Convexité et inflexion © Reconnaitre un point d'inflexion

B) Convexité

Soit f une fonction dérivable sur un
intervalle I, représentée par la courbe € .
o » La fonction f est dite convexe sur I lorsque sa
© courbe @ est située entierement au-dessus de
- chacune de ses tangentes.
[ > D La fonction f est dite concave sur I lorsque sa
> courbe % est située entiérement en dessous de
* chacune de sestangentes.

F

Exercice corrigé

convexe g . P
El a. Calculer la dérivée C’(q) , puis la dérivée

de la dérivée C"(q) .

En déduire le tableau de variations de la dérivée C’'sur
l'intervalle[0;7].

b. Démontrer les conjectures émises a la question El.
El On admet que la tangente % a la courbe 6,

en millier deuros, au point d'abscisse 3, a pour équation y=0,3g+4,7 .

| © pour la fabrication [ On a effectué les calculs ci-dessous, sur un logiciel

‘ concave © deqmilliers [ | de calcul formel :

Enoncé |
Une entreprise fabrique
des bouteilles en verre,
au maximum 7 000 par
maois.
Le colttotal C(qg),

| T T T T T ¥
‘ de bouteilles est 191 11 | 5 | VICJ‘ 3 5 Termring
EXEMPLES | modélisé par: clg)=0.14"-0.94%+3g+2
La fonction carré x+— x? est convexesur R. ! C(g)=0,1g°-0,992+3g+2, ouge [0;7]. dlg):=clg)-(0.3-g+4.7) Termingé
1 : Onnote € la courbe représentative du cot total C. factorldlg)) "
La fonction inverse x+—> — est convexe sur] 0;+ee[ : [l Par lecture graphique, sur quel intervalle q 0.1(g-3.)
et concave sur]—eo;0[. ¢ lafonction C semble-t-elle convexe ? concave ? En déduire la position relative de la courbe ‘6 par
T = N s —t- i " P 7 5 f
LIl » Une fonction fest convexe sur un intervalle [ | : La courbe % a-t-elle un point d'inflexion ? rapport a la droite 9 .
> si, et seulement si, la dérivée ' est croissante sur I. | X ¢ b BN Foints méthode Solution)
> ) Une fonction f est concave sur un intervalle [ Lo L 0 - ; : < . A
g | = . our étudie i i
\ & et seulement si, la dérivée f est décroissante sur 1. 1 ‘3 : lo k) rgraphiquement I;I La tangente en un p_om’t_de la Fourbe ‘% semble en dessous de ‘¢ tant que
g ﬂ f(x) / \ } ‘ Ia :o:;ex,te, on 1If1n39lne i I'abscisse du point est inférieure a 3, donc la fonction semble concave sur
i : a tangente en chaque poin l'intervalle [0; 3], puis convexesur[3;7].
CONSEQUENCE | convexitéconvexe concave | :  delacourbe et on applique En 3, la courbe semble avoir un point d'inflexion
f"1a dérivée seconde de la fonction f, ® j : e : p :
On note | def ‘ :  ladéfinition. Ha. C(q)=03q?
Clest-a-dire la dérivée de la dérivée de f. o« ' - - e : ac:”( ( )q) i q 1;3 1,8g+3 q 0 3 7
. Si la dérivé iti alors la fonction est convexe sur 1. - : St & q)=06g-138. ” E
S{ a do.-er-nn?e sieghile <5t p?sm?re Al R la foncti : —— i :  deladérivée seconde permet Or 06g—-18=0 & g=3. i) Sy
. Si la dérivée seconde est négative sur I, alors la fonction est concave . : de démontrer la convexité, D e e c(q) \ /
EXEMPLE ¢ ainsi que l'existence b. Sur[0; 31, la dérivée est décroissante ;
EX = ) : . : ; : ’ = ' convexité Convere
Soit fla fonction du 3¢ degré x+——x>+ 3x? surR. 3 d un PIOE"E d'inflexion . donc le colt total est concave : def 5,6
Sa dérivée est donnée par f/(x)=—3x>+6x. 35 la gerlvee seconde s'annule sa croissance est dite « ralentie », concave
Sa dérivée seconde est f”(x)=—6x+6.0nrésout —6x+6=0 < x=1. : gEiananaeant de signe. Sur[3;7], la dérivée est croissante,
Sur]—ee; 1], la dérivée seconde est positive, donc la fonction est convexe. :  ©VLétude dusigne gonc Ile ‘;C‘Ut total est convexe : sa croissance est dite « accélérée ».
£ St o L . ! deladifférence permet n 3, la dérivée seconde s'annule en changeant de signe, donc la courbe de
. 4 fi ion est concave. i : i y = k ; 3
Sur[1; -+ [, la dérivée seconde est négative, doncla fonct : de démontrer que la courbe codt total admet un point d'inflexion d'ordonnée C(3)=56.
:  traverse satangente au point El Le calcul formel donne : d(g)=C(g)-(03g+47)=0,1(g—-3)3
. - " . ; & : 3 - i ; q ) 3
€3 Point d'inflexion i aupoint dinflexion. Or un nombre et son cube ont le mémesigne: (g—3)*=0&4g-3=0.
e R . . X G Doncsur[0;3], g = 3. Ainsi, d(qg) est négative et la courbe € est en dessous
intd'i i i ique : : s :
Un_pomtd inflexion estun pointoula r_epresentatlon graphiq : de sa tangente 9 , ce qui confirme la concavité de la fonction f.
! d'une fonction traverse sa tangente en ce point. : Etsur[3;7], g = 3.La courbe % est au-dessus de sa tangente &% .
CONSEQUENCE yj‘convexe
En un point d'inflexion, la courbe traverse sa tangente : cela signifie que la
; itd isetraduit par un changementde signe i i ) i i e
fonction change de convexite, ce quis pene gen 9 | Xercices d app[lca_tlon ............................................................ & Voir exercices B0 a B9
de la dérivée seconde. Cela signifie que la courbe d'une fonction admet un ) y=x3
int di ionla ot arive ‘annule en changeant de signe. - . H . ) o ;
point d'inflexion I ol sadérivée seconde s'annule en chang 9 / I s : Soit la fonction f définie sur [—2; 1] par: | B | Soit g définiesur [1;10] par g(x)=——.
EXEMPLES 77 0] 1 X ‘. fix)=x*+2x3+6x2—2x—5. . X+1
. La courbe représentant la fonction cube x+— x3 admet l'origine comme point : 1] Calculer g(x)=f(x), puis h(x)=g'(x). [T Etudier le sens de variationde g sur [ 1;10].
point diinflexion. d'inflexion : S Etudier Ifa signede h(x)sur R, puissur[—2;1]. FI Quel est le sens de variation de la dérivée g’de la fonc-
. Pour la fonction f: x+——x3+3x2,lepoint/(1;2)estun point d'inflexion 4 : ; En déduire la convexité de la fonction fsur[—2;11. tion g ? Que peut-on en déduire sur la convexité de la
de sa courbe représentative. concave| + La courbe %;admet-elle un point d'inflexion ? fonctiong ?
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S Faire le point

S Faire le point

Capacités Mise en ceuvre | , . Voir corrigés en fin de manuel

Calculer la dérivee .Si f(x)=k,alors f(x)=0, Do Si f(x) :l, alors f'(x) :,\_TZ ' Pour chaque question, indiquer la seule bonne réponse.
! : X
de fonctions usuelles. pour k nombre connu etxe R. . pourxe ]—oo;0[ ou xe 10;+eol.
.Si f(x)=x,alors f(x)=1. i I 7 I Soit fune fonction dérivable sur[0; 10] telle que f(2)=f(7)=3 etla dérivée s'annule seulement en 5.
«Sif(x)=x?,alors f'(x)=2x. o +Si f(x) =~/x ,alors f'(x)= SR Alors la fonction fest :
: a. croissant 0;10]. b. décroi s : % :
- Si f(x)=x",alors f(x)=nx""1, . pourxe 10;+eel. sante sur [ ] écroissante sur[0;10] c. non monotone sur[0; 10].

pour x € R et n entier naturel.

....................................................................................... ra ‘ o o - ,

-------------- La fonction f est définie sur R par f(x) =i Sa dérivée est f'(x)=...:
X2 +4x

Connaitre les formules . Pour une somme; si f=u+v,alors f'=u"+Vv". , 1 2 2
i = - — - 2 _ e
de dérivées. . Pour un produit : si f=kx u, k étantun nombre connu, alors fl=lkxu’. ’ _ ) g -2KF —2K—4 _ 2062 XH2) . 2RI B 2(x 2)(x+2)‘
si f=uxv, alors f'=u’"xXv+v'Xu. 2x+4 x+2 (x2 +4x)?2 x2(x+4)2 (x2 +4x)2 X2 (x +4)2
u u'Xv—-v'xXu
. ient:si f=—, alors f’=——————, avec v(x)=0. ‘ I o ’
Pour un quotient:si f v’ (v)? 9 | Alaide d'un calcul formel, on a obtenu les résultats Ak m{1e)2{ ) r—

........................................................... icarire. Morsla fonction Fesh: {1402 (1-2%

Connaitre le lien entre signe Soit fune fonction dérivable sur un intervalle L. e ALY {_ ” l} ' i(;(x)) "

de la dérivée et sens de . Si la dérivée est positive sur I, alors la fonction f est croissante sur L. 6 dx

| b. croissante sur[—-1;0].
¢. croissante sur [0 ;+eo[.

- * U 1 . z H
variation d'une fonction. . Si la dérivée est négative sur I, alors la fonction fest décroissante sur I.

. Si la dérivée est nulle en toute valeur de 1, alors la fonction f est constante sur 1.

F_o_' On considere la fonction f définie sur[0;20] par f(x) =-0,01x*+0,3x?+ 2. La fonction fest :

i i i i Srati t dérivable

Reconnaitre une fonction . Si la fonction est obtenue par les opérations usuelles, ou es : : [0; ;
continue sur un intervalle sur lintervalle [a; c1, alors la fonction est continue sur[a; c]. a. croissante sur [0;20]. b. decrm.ssante sur[0;20]. €. non menotone sur[0;20].
[a;cl. . Si la fonction est définie par morceaux, sur[a;b[et[b;c]par exemple,

=1

on vérifie que les deux expressions ont la méme valeur en b. n —Xx2 45, pourx €[0;2]
................................................................................................................................................................................................................. Soit fla fonction définie sur [0;+eo [ par f(x)={ 3 i foncEnf ek

) ¥ : ——, pourx > 2
Appliquer la propriété . Si la fonction fest continue sur un intervalle [a; b1, toutes les valeurs =3 p
: bdiai i sdiai ises au moins une fois par . . .

des valeurs mtermedlalTeS intermédiaires entre f(a) et f(b) sont prises aum ) p : a.continue sur [0 ; +ee [, b. continue sur[2; +eo [, c. décroissante sur [0 +oo[.

3 la résolution approchée . Si la fonction fest continue, strictement croissante (ou décroissante) sur

d’une équation f(x)=0 [a;b]etguelle passe de f(a) négative a f(b) positive (ou de f(a) positive a 12

surun intervalle [a;b]. f(b) négative), alors elle prend une seule fois la valeur intermédiaire 0. I_] Une fonction fest connue par son tableau de variations ci-contre, x |0 3 12
Donc I'équation f(x) =0 posséde une unique solution cvdans [a; b]. L'équation f(x)=0 possede une unique solution sur[0;12]si: Fix) |1 ~——0y 05
On ne peut connaitre a priori la valeur exacte de c. a.festdérivablesur[0;12]. b.festdécroissantesur[0;3]. : Y

........................................................... c.fest continue etStrictementdécroissante Sur[0;3].

Reconnaitre et démontrer Graphiquement 4‘ Par le calcul \ I_f

2 convexité_, U F?ncawte' l - si €, est toujours au-dessus | si f’ est croissante, c'est-a-dire : 13 | Léquation x>+ 3x+2=0 admet, sur [-5;5]:

d’une fonction f dérivable ‘ fest convexe... de ses tangentes. ‘ f(x)=0 sur[a;b]. a. une seule solution: =—0,6. b. une seule solution:-1. €. deux solutions: —2et—1.

sur[a;b]en utilisant la ! e — - == . ‘ -

arivé 7 si @, est toujours en dessous | sl f’ est décroissante, c'est-

dérivée seconde . ‘ . £ bl i e | & .
‘ ~ de ses tangentes. a-dire:f"(x) <0 surla;b]. | I La fonction racine carrée x+—~/x est:
Les fonctions usuelles, polynémes et rationnelles, sont deux fois dérivables sur a.concave sur[0; 4o [, b. convexe sur] 0;+eo . c.concave sur]0;4oo[.
tout intervalle ol elles sont définies.

........................................................... |15l La fonction fdéfinie sur [0;12] par f(x) R

Reconnaitre et démontrer Graphiquement : L Pt le calcul: a. a une courbe n‘ayant b. est concave sur[4;12]. c.estconvexesur[0;4].

I'existence d’un point un point ol ¢ gestunnombre qu'un seul point d'inflexion.

d‘inflexion d’abscisse a. la tangente traverse ou la dérivée seconde P—
la courbe 6, est un ¢ s'annule en changeant 16! i I . T

. . : : 1 D'aprés sa visualisation sur une calculatrice, la c la i &fini = :
point d'inflexion. 3 t de signe. 19 pap , la courbe de la fonction f définie sur R par f(x) - admet:
d‘inflexion a. un point d'inflexion. b. deux points d'inflexion. - . trois points d'inflexion.
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’ ) Exercices

-3Les exercices portant un numéro jaune sont corrigés a la fin du manuel.

/
[ E) Sens de variation et dérivée

m Construire un tableau de variations

On donne la courbe représentative €’ de la fonction
dérivée d'une fonction f, dérivable sur R .
Construire le tableau de variations de la fonction f.

Vrai ou faux ?

R Soit une fonction f définie et dérivable sur [ -3 41,
dont on donne le tableau de variations ci-dessous :

x |-3 = 1 4
0 |_y—7 3~y —4

Préciser si les affirmations suivantes sont vraies ou
fausses et justifier la réponse.

a.f(0)<0 b.f'(1)=1
d.—2<f(-2) e.f(3)<0
[18] ocm

E Nombres dérivés et tangentes

On considére lafonction f, définie sur[—4;4], et connue
par la courbe représentative € ci- -dessous.

On connait également les tangentes T, , T, et Ty aux
points d'abscisses respectives —3, 0 et 3.

Donner toutes les bonnes réponses.
Soit une fonction f définie et déri-
vable sur[—2,5;2,5].La courbe ‘¢’
ci-contre est celle de sa dérivée f.

Hr(1)=... a0. b.1. c2.
Br(-2)=... a.2. b.0. ¢ -3
El fest croissante sur

a.[-2,5;-1]. b.[-25;2]. A B e T

[18] ocwm

Donner la seule bonne réponse.

1 Soit f définie sur R par f(x)=x3-3x?+5x—1.
Cette fonction fest:

a. croissante.  b.décroissante. €. non monotone.

10x+5
Fl Soit g définie sur[10;20] par g(x}——T BB i ive les valaiirs de:
Cette fonction g est: f(=3),F(-

a. croissante.  b.décroissante. €. non monotone.

LA
24

i'lT]

f(0),f(0),f(3)etf(3).

El Préciser les valeurs de x telles que f'(x) =0

El a. Justifier qu'une équation de la droite T, est:
y=2Xx+5.

b. Déterminer des équations des droites T, et Ts .

[ Construire le tableau de variations de f sur I'intervalle

[—4:4],en précisant le signe de f'(x).

E Calculs de dérivées

Dériver chaque fonction donnée.
a. f(x)=—05x2+3x+5 b.g(x)=2x%- Ax2—3x+7

m Associer fonction et fonction dérivée

On a représenté ci-dessous les courbes €, €, et %, de
trois fonctions f, g et h dérivables sur R , et Ies courbes
I, T; et Iy de leurs fonctions dérivées.

]
e h(x)=02x3+0,1x? —x+—
X

l 1 Méme exercice

c.h() (4x+1)~x+10

E Calculer la dérivée de chaque fonction.

Associer chaque courbe de fonction & la courbe de sa - B 21

dérivée. a. X):4x+5 s
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W F)=3Vx +2x—1  b.g(x)=(3x2+x—1)(2x+3)

E Dérivées de carrés et de cubes

On considére une fonction u dérivable sur unintervalle L.

[l Démontrer que si f=(u)? alors f'=2xu'xu.
Fl Démontrer que si f=(u)3, alors f'=3xu’ % (u)?.
El Calculer la dérivée des fonctions suivantes :

a. f(x)=(x2-3x)2 b.g(x)=(4x—-1)3

. Calculer la dérivée de chaque fonction.
a. f(t)=(2t-3)2+1t
b-g(q)=0,1(2q—1) +3g+10

C. h(x)=3x+5——L
(4x+1)2

m Etudier des variations

Pour chaque fonction f définie sur l'intervalle I donné,
calculer f'(x) , étudier le signe de f'(x) et en déduire le
tableau des variations de f sur l'intervalle I.

Préciser les valeurs aux bornes et les extrema locaux.

a. f{x)=4x2+12x-5 sur [=[-2;10].
b.f(x)=x3+6x2—15x+10 sur [=[1;6].

c. f(x)=0,1x3—3x2+30x—100 sur 1=[100;500].

|29i Confirmer ou infirmer une conjecture

On considére la fonction f définie sur[-2; 3] par:
f(x)=60x3—33x2+6x+2.

On a représenté la fonc- VIZENR " T2 N E R

tion fa la calculatrice.

[ Conjecturer le sens

de variation de f sur

l'intervalle[-2;3].

Fla. Calculer f(x).

Y=ulE

b. Résoudre Iéquation i k

'(x)=0 eten déduire le tableau de signes de f'(x) .
=1 Que peut-on penser de la conjecture faite en £ ?
Argumenter.

E3_UJ Etudier un bénéfice
Une entreprise fabrique des objets. On estime que le
bénéfice, en centaine d'euros, réalisé par la production
et la vente de x centaines d'objets est :
B(x)=—3x2+33x—54, ol 1=x=<10.
[T a. Calculer B'(x) .
En déduire le tableau de variationsde Bsur[1;10].
. Quel est le nombre d'objets & produire, et a vendre,
pour réaliser un bénéfice maximum ?
Préciser la valeur de ce bénéfice.
1 a. Résoudre l'équation B(x)=
En déduire les points morts de la production.
b Résoudre l'inéquation B(x) = 0.
En déduire la plage de bénéfice de la production.

>) Exercices

m Etudier une productlon

Dans le Périgord, =,

un  producteur

de truffes noires

cultive, ramasse

et conditionne de

1445 kg de truffes

par semaine du-

rant la période de

production de la

truffe. Chaque kilo de truffes est vendu 950 €.

On désigne par f(x) le cot moyen, en euro par kg, pour

x kg de truffes traités en une semaine.

On estime que la fonction fest définiesur [ 1;45] par:

f(x)=x2—-60x+1250.

[0 Justifier que le coiit de production total C(x) pour

x kg de truffes est donné, en euro, par:
C(x)=x3—-60x2+1250x.

FJ Exprimer le bénéfice B(x), en euro, réalisé par ce pro-

ducteur pour x kg de truffes conditionnés et vendus.

E] a. Calculer B’(x) et en déduire le tableau de variations

deBsur[1;45].

b. Pour quelle quantité de truffes le bénéfice du produc-

teur est-il maximal ? Arrondir le résultat & 100 g prés.

Quel est alors ce bénéfice maximal, a 100 € prés ?

E Utiliser la calculatrice

On considére la fonction fdéfiniesur[0; 5] par:

_—2x+3

3x+2

[l A I'aide de la calculatrice, conjecturer le sens de varia-
tion de fsur l'intervalle [0;5].
Le démontrer a l'aide de la dérivée et dresser le tableau
des variations de fsur [ 0; 51, en précisant les valeurs
aux bornes.
El Résoudre I'équation f(x)=0
Interpréter graphiquement la réponse.

E-_3] Fonction rationnelle

On considére la fonction f définie sur [ 1;10] par:

4x2 +8x+1
fr) =21 8XE ; —
X+ 2 d ]._ 4-x°+8x+1 rRine
On a effectué e
la recherche de P "
sa dérivée a l'aide () 4x“+16x+15
d'un logiciel & (e+2)?

de calcul formel.
1 Justifier l'expression de f(x) obtenue.

Fl Etudier le signe de 4x?+ 16x+15 surR.

El En déduire le tableau des variations de fsur[1;10].
Préciser les valeurs des extrema locaux.
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O) Exercices

m Variations de fonctions rationnelles
Pour chaque fonction définie sur I'intervalle donné,
&tudier ses variations a l'aide de sa dérivée.
9x2 +36x+81
a.f(x)=—
x+4

2 =
g Pt

sur[—2;6].

sur[2;11].

m Avec une racine carrée

Une entreprise fabrique entre
1 000 et 4 000 chats en porcelaine
par mois. lls sont tous identiques.
On estime que le colt total de
fabrication de x milliers de bibelots, == =
en millier d'euros, est, pour 1 = x <4 : Clx) =x—/x+4.
£l Montrer que, pour tout réel xde [ 1] 4],0ona:
4-/x —1

2%
E1 a. Résoudre linéquation 4+/x —1=0.
b. En déduire le sens de variation du colt total C sur
lintervalle [ 1;4]. Interpréter économigquement.

C(x)=

m Etudier un codt moyen

Le colit, en euro, de x repas préparés dans un restaurant
peut sécrire: Clx)=0,1x? —x+640, pour x € [40; 1601.
On note CM(x) le cot moyen de x repas, en euro par repas.
E1 Justifier que C est croissante sur [40; 160 1.

Fl a. Calculer le colit moyen de 40 repas, puis de 100 repas.
b. Exprimer le cot moyen CM (x) par repas en fonction
du nombre x de repas préparés.

El a. Etudier le sens de variation du co(t moyen CM.

b. Quel est le nombre de repas a servir pour que le colit
moyen par repas soit minimal ?

Coittotal, coiit marginal et coit moyen

L'entreprise TOUTFABRIK fabrique entre 10 000 et

50 000 chaises chaque mois. Voir AP page 61

Le colit total de production C(x), en euro, de x milliers

de chaises est donné par:
Clx)=x3-3x2+11000x+123 200,0uxe [10;50].

[l a. Calculer C,, (x).

b. Dresser le tableau de variations de Csur [10; 50].

c. Justifier que la fonction C,, est croissante sur [10; 501].
Interpréter économiquement.

Le colit marginal C,,,(x) est le colit occasionné
par la production de la derniére chaise quand onena
C(x—0,001)—C(x)

0,001 ’
Il est exprimé en euro par millier de chaises.
Il est assimilé 2 la dérivée du colit total : C.{x)=C'(x).

fabriqué x milliers :
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Le coiit moyen C,, (x) est égal au colt total de
production divisé par le nombre de chaises fabrigquées :
C(x)
Cni(x)= Elxl :
X
Le colt moyen est exprimé dans l]a méme unité que le colt
marginal. Ici, en euro par millier de chaises.

Fl a. Exprimer Cy; (x) en fonction de x..

b. En utilisant les résultats ci-dessous obtenus par calcul
formel, étudier les variations de la fonction Cp sur
l'intervalle [10;50].

r1lx) 22 x2411000- x+122200
cm(x)‘ _ J1 () Terminé
X

d
t'actor(— (cm(x) ))

dx

(x-40): (2 2477 x+3080)
2
X |

E1 Vérifier par calcul que, lorsque le colit moyen est
minimum, le colt marginal estégal au colt moyen.

m Fonction de satisfaction

On mesure la satisfaction des consommateurs par une
« fonction de satisfaction » f, a valeurs dans l'intervalle
[0; 100 ] . La satisfaction vaut 0 lorsque les consom-
mateurs ne sont pas satisfaits et vaut 100 lorsque les
consommateurs sont pleinement satisfaits : on parle |
alors de « saturation ».

On définit la fonction « envie » v comme étant la dérivée
de la fonction f.Onadonc v=f".

On dit qu'il y a « envie » lorsque v est positive.

Sinon on dit qu'il y a « rejet ».
Une agence de voyages
propose différents types
de formules pour les
vacances et décide détu-
dier la satisfaction de ses
clients concernant la durée
en jours d’'une croisiére.

La fonction de satisfaction
f est définie sur l'intervalle
[0;21]par:

f(x)=0,02x3 - 1,4x> + 22x,
ol x est la durée, en jour,
de la croisiére.

Bl Calculer f/(x) , puis en
étudier le signesur[0;21]. : 7
E1Dresser le tableau de variations de fsur [0;21].
El a. Quelle doit étre la durée, en jour, de la croisiere
pour qu'il y ait saturation ?

b. Sur quel(s) intervalle(s) y a-t-il envie ? rejet 7

B Continuité et équation

m Vrai ou faux ?

Soit la fonction f définie par
sa courbe représentative €
ci-contre, en deux parties.
Les affirmations suivantes
sont-elles vraies ou fausses ?
a. La fonction f est continue
sur[—3;31.

b.f(1)=1.

¢. La fonction fest continuesur[—3;1].
d. 'équation f(x)=4 admet trois solutions.

@ Vrai oufaux ?

On considére une fonction f définiesur[-5;51].
Les affirmations suivantes sont-elles vraies ou fausses ?
a.Si f(—5) >0 et f(5) < 0, alors I'équation f(x)=0
admet au moins une solution sur[—5;51.
b. Si f est une fonction continue sur[ -5 ;5] et telle
que f(=5)=-2 et f(5)=1, alors I'équation f(x) =0
admet au moins une solutionsur[—5;5].
¢. Soitunréeladans[-5;5].
Si f est dérivable et strictement croissante et telle que
f(a)=0, alors le tableau de signes de f(x) est:

X | =5 a 5

ff]l = 0 4

A ocm

Donner la bonne réponse.

[lSur[—4;4],'4quation x>+3x2+1=0 admet:

a. 1 solution. b. 2 solutions.  ¢. 3 solutions.

1 La valeur arrondie a 0,001 prés de la solution de
I'équation —0,1x3+0,9x? —2,4x+1=0 est:

2. 0,507. b. 0,508. ¢. 0,509.

@ Reconnaitre graphiquement

la continuité
Pour chaque fonction définie sur [0 ; 7 ] et connue par
sa courbe représentative 6 , indiquer si elle est conti-
nuesur[0;71.

Sinon, préciser les intervalles sur lesquels la fonction
est continue.

' m Fonction par morceaux

On considére la fonction ftelle que

ssur[0;11, flx)==3x2+x+3;

esur]1:91], flx)=~/x .

a. La fonction fest-elle continue sur[0;917

b. Calculer le nombre dérivé de fen 1,sur[0;1].
Quell?e est le nombre dérivé de la fonction racine carrée
enl?

Peut-on dire que la fonction f est dérivableen 17?7

@ Investissement dans une entreprise

Une entreprise fabrique entre 10 000 et 50 000 compo-
sants électroniques par mois.

Lorsque sa production mensuelle dépasse 40 000 compo-
sants, elle doit faire appel a un prestataire extérieur, ce
qui l'oblige a un investissement et augmente ses cots.
La fonction colt total est donnée sur [ 10;50] par:

C(X)_{ﬁlx,pour 10=x=40

x2 —75x+1 650, pour 40 < x = 50

ou x est la quantité mensuelle de composants fabriqués,
en millier, et C(x) est exprimée en centaine d'euros.

a. Calculer le coQt total de fabrication de 10 000, 40 000
et 50 000 composants.

b. La fonction C est-elle continue sur [ 10;50]?

c. Justifier que C est croissante sur[10;50].

Demande discontinue ?

La demande d’un produit, en tonne, est modélisée par la
fonction f représentée ci-dessous, pour un prix x variant
de 1a8euros le kg.

3x+4,5
Fx) = ——— ., pourxell; 3]-
6-0,5x, pourx ]3;8]
Conjecturer la continuité et le sens de variation de cette
demande. Par calculs, établir ces conjectures.

a1y

11
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O Exercices

m Continuité de I'offre

Loffre des producteurs sur le marché des choux-fleurs
est modélisée par la fonction ftelle que :

f(x)= X+3
0,1(x-1)2+2,pour 4 < x <38

ol x est la quantité offerte, en centaine de tonnes, et f(x)
le prix en euro par cageot de 10 kg.

[ a. Calculer le prix au kg pour une offre de 300 tonnes,
puis une offre de 450 tonnes.

b. il se vend 500 tonnes, calculer le prix d’un cageot de
10 kg. En déduire le chiffre d'affaires dégagé par la tota-
lité de cette vente, exprimé en euro.

Fl a. Etudier le sens de variation de la fonction f sur
lintervalle[0;4]1, puissur]14;8].

b. Etudier la continuité de cette fonction d'offre.

¢. Cette fonction doffre est-elle monotone pour une
quantité de 0 a 800 tonnes ?

El Le prix du marché sétablit a 3,6 € le cageot de 10 kg.
Déterminer les quantités offertes a ce prix.

,pour 0 =x=4

|47’, Discussion sur le nombre de solutions

La fonction f, définie sur Y4
[1;81],est connue par e
sa courbe représentative @
ci-contre. = ‘
Son minimum vaut—1,6. |17 \ ]
ElPréciser le nombre O] 1

de solutions de chaque
équation :

a.f(x)=1. b.f(x)=0. G f(X)=3:

Fl Discuter, selon les valeurs du réel k, le nombre de solu-
tions de I'équation f(x)=k dans[1;8].

m Continuité et équation sur une courbe
Quatre fonctions f; , f, , f; et f, sont définies sur [0;5]et
représentées ci-apres par les courbes @, , 6, , 6 et €,:

10727 B Y B[Sy 7
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a. Préciser les fonctions qui sont continues sur [0 5].
b. Pour chacune de ces fonctions, indiquer le nombre de
solutions de 'équation f(x)=k dans[0;5 1, suivant les

“valeurs du réel k de l'intervalle [0;4].

m Extrema et signe

Dans chaque cas, f est une fonction continuesur[1;5].
Dresser son tableau de signes.

a. Le minimum de fest 2, atteinten 3.

b. Le maximum de fest —1, atteinten 4.

. Le minimum de fest 2, atteinten 1 et le maximum est
10, atteint en 4.

d. Le minimum de fest —3, atteinten 1, la fonction fest
strictement croissante et f(3)=0.

m Tableaux de variations et de signes

Pour chaque fonction f continue sur son ensemble de
définition, on connait son tableau de variations.

Dresser le tableau de signes de f(x) .

a. B [ 3 4 7 9

flx) |2 ——0—p 3 —0—" %
e x 48 2 o . 8
f(x) "_2/0/_»— 3 8 e 5

. X L(L 15 20

UL

f(x) \75 /#1“\ﬁ3/0‘/’ 5

m Résoudre par balayage ala calculatrice

On considére la fonction f définie sur [0; 4] par:
F(x)=—x3+6x2-9x+1.

[l a. Représenter f a la calculatrice. Quel semble étre le

nombre de solutions de équation f(x)=07

b. Etudier le sens de variation de la fonction f.

c. En appliquant la propriété des valeurs intermédiaires,

démontrer la conjecture faite en Fl a. 2 la calculatrice.

d. Encadrer chaque solution entre deux entiers consécutifs.

On les nommera: X, , X, , etc.

Fla.Sur la calculatrice,

on a tabulé la fonction f

a partir de 0, par pasde 0,1.

Expliquer pourguoi on peut ;

affirmer que la fonction f : -

sannule gntre 0,1et0,.2. R

b. En poursuivant le procédé a partir de 0,1 par pas de

0,01, puis par pas de 0,001, déterminer un encadrement

40,001 prés de I'une des solutions de f(x)=0.

E1 Obtenir de la méme fagon un encadrement a0,001 prés

de chacune des autres solutions de I'équation f(x)=10.

On pourra vérifier en utilisant le solveur de la calculatrice.

E Résolution approchée d'équations
[l Sur[—6;41, on considére |'équation :
) 2x3+3x2-36x+10=0.
a. Etudier le sens de variation de la fonction définie par
le premier membre de cette équation.
b. Déterminer le nombre de solutions de I'¢quation, puis
la valeur arrondie de chaque solution & 0,01 prés.
F1 Procéder de méme sur [ 10; 50 ] pour I'équation :
x3—30x? +302x+200=2000.

I§§ Utiliser le solveur de la calculatrice

Soit la fonction f définie sur [—1; 4] par:
flx)=x3-3x2-1.

[J a. Etudier les variations de fsur [—1;4].

b. Dresser son tableau de variations et justifier que

l'équation f(x) =0 admet une unigue solution a sur

l'intervalle [-1;4].

¢. En déduire le tableau de signes de f(x) en indiquant

le réel a.

F1a. Donner un encadre-

ment de la solution a par

deux entiers consécutifs.

b. Utiliser le solveur gra-

phique de la calculatrice,

pour obtenir un encadre-

ment de a d'amplitude

0,001.

Pi=H"2-EHz-1

@ Une fois la courbe tracée a I'écran, utiliser :

-Tim: Inde e pRTRL

e

”;ﬂ Tableau de signes

On considére la fonction f définie sur [0; 5] par:
f(x)=x3-3x-10.

[ Dresser le tableau de [yi=g~3-3H-1n

yariations defsur[0;5].

[ En déduire que I'équation

f(x)=0 admet une unique

solutionasur[0;5].

! En déduire le tableau de

signesde f(x)sur[0;5].

n=3 Y=g

Etudier le signe d'une dérivée

On considére la fonction fdéfinie sur [0; 5] par:

ET Montrer que, pour tout réel xde [0;5] :
3 2 =
f,(x):ZX +4x24+2x-10
(x+1)2

Fl a. Soit g la fonction définiesur [0; 5] par: -
gx)=23+4x2+2x-10.

Montrer que g est strictement croissante et s‘annule en

une seule valeur a.

b. Déterminer la valeur arrondie de a a 0,01 pres.

¢. En déduire le tableau de signes de g (x).

El Dresser le tableau de variations de fsur [0;5].

On établira le lien avec la question Fl.

m Points d'intersection
Soit les fonctions fet g définies sur[0; 3 ] par:

flo=x2 et  gx)=——

x+1
El Tracer, a la calculatrice, les courbes représentatives €
et €, respectivement de fetde g. '
Conjecturer les coordonnées du point d'intersection des
courbes €, et ‘6 et leurs positions relatives sur[0;3].
2] On pose d(x)=f(x)—g(x) sur[0;3].
a. Etudierlesvariationsde dsur[0;3].
b. Montrer que lI'équation d(x) =0 admet une unique
solutionasur[0;3].
Déterminer une valeur approchée de a a 0,001 prés.
¢. En déduire le tableau de signes de d(x) .
E1 Utiliser ces résultats pour confirmer, ou infirmer, les
conjectures de la question [ill.

Offre, demande et prix

d'éqilibre

2= 33

Un éditeur spécialisé en ouvrages d'art diffuse, sur une

année, 22 000 livres dont les prix varient de 15 a 75 euros.

On estime que- les quantités de livres offertes f(x) et

demandées g (x) sont définies sur [15;75 ] par:
f(x)=558x+1340

et g(x)=-0,03x>+5x?-300x+8780,

ou x est le prix d'un livre.

[l Etudier les variations de fetde g sur[15;751].

Interpréter économiquement le résultat.

F1 On rappelle que le prix déquilibre est le prix pour

lequel l'offre est égale a la demande : on parle alors de

quantité d'équilibre.

a. Aprés avoir justifié que I'équation f(x)=g(x) admet

une unique solution x, sur[15;75], déterminer la valeur

approchée de x; arrondie a dix centimes prés,

b. Calculer alors la quantité d'équilibre, arrondie a

10 livres prés.

-
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O Exercices

B) Convexité et inflexion

B ocm fﬁ

La fonction f, définie sur
[1;8],estconnue parsa
courbe représentative 6 4

ci-contre. I S
; o] 4 E1 Tk
Donner la bonne réponse.
I]festconvexesur:a.[1;8].h.[1;5].c.[5;8].
ﬂfestconcavesur:a.[1;8].b.[1;5].c.[5;8].

|_5__9_‘ Vrai ou faux ?

Soit une fonction f deux fois dérivable sur un intervalle L.
Les affirmations suivantes sont-elles vraies

ou fausses ? Justifier la réponse.

[l Si la dérivée ' est croissante sur I, alors la fonction f
est convexe sur L. .
F1 5i, pour tout réel x de ], la dérivée seconde est posi-
tive, alors la fonction f est convexe sur L

El Si la dérivée seconde f* s'annule en a, en changeant
de signe, alors le point d'abscisse a de la courbe 6, est
un point d'inflexion.

m Position de % par rapport aux tangentes
P

Soit la fonction f définie et déri-
vable sur[—1;4,5] et connue par sa
courbe représentative € ci-contre
et ses tangentes aux points d‘abs-
cisses 0,2 et 4.

El a. Lire la position de ‘6 par
rapport a ses tangentes sur
Iintervalle[—1;2].

b.Sur[—=1; 21, fest-elle convexe
ou concave ?

Flsur[2;4,5], fest-elle convexe ou concave ?

El Etudier graphiquement la position de la courbe % par
rapport a sa tangente au point d'abscisse 2.

@ Sens de variation de la dérivé

On considére une fonc- LYk fi]
tion fdéfiniesur[—3;5] et
représentée ci-contre par
la courbe € .

On a tracé guelques tan-
gentesa ‘6.

1 a. En utilisant les
coefficients directeurs des tangentes a €, justifier que la
dérivée ' de la fonction f est décroissante sur [-3;11.

)

N

58 CHAPITRE 2 Continuité et convexité

“b. En déduire une propriété de la fonction fet vérifier en

regardant la position de ‘G par rapport a ses tangentes
sur[—3;1].

F1Quel est le sens de variation de f'sur [1;5]7

Que peut-on en déduire pour la fonction f?

El La courbe ¢ admet-elle un point dinflexion ?

Si oui, en quelle abscisse ?

m Variation de f'sur la courbe €;

Pour chaque courbe ci-dessous représentant une'fo_nc
tion fdérivable sur[—3; 31, indiquer le sens de variation
de la fonction f et de sa dérivée f'.

@ Etudier la convexité d'une fonction

Soit la fonction f définie sur [ =10"x/(x+2)"2
X —>10-( X 2)

l'intervalle[0;10] par:
)= (+2)

= :
(x+2)2 o (x):=deriver(f(x))

On a obtenu les résultats X >-10-(x-2)

ci-contre, qu'on utilisera sans (x+2)3

justiﬁer. Bh(x);:deriver(g(x))

EiSur [ 0; 101, étudier le |~ . -20-(x-4) |

signede h(x)=f"(x), dérivée (x+2)4
secondede f.
1 En déduire la convexité de la fonction f.

El En quel point la courbe de la fonction fadmet-elle un

point d'inflexion ?

m Polynémes du second degré

Les fonctions f et g sont

définies sur[—5;3] par:

f(x)=0,5x2+2x—1 i ;
g(x)=—05x2—x+35. N \
El a. Calculer f/(x) , puis £7(x) .

b. Calculer g’(x), puis g"(x) .

On a obtenu 2 la calculatrice
F1 Démontrer la convexité de ces fonctions.

les courbes ‘@set 6.

E Cas général de la parabole

Soit fune fonction polynéme du second degré :
fix)=ax?+bx+c,aveca=0,surR.
Etudier la convexité de la fonction f suivanta.

m Reconnaitre un point d'inflexion

Une fonction f, définie sur [-10; 10 ], est représentée
sur un grapheur, ainsi que quelques tangentes.

¥y

s

/
— f

T

D'aprés la représentation graphique, indiquer le nombre de
points d'inflexion de cette courbe et donner un encadre-
ment de chaque abscisse par deux entiers consécutifs.

Existence d'un point d'inflexion
On considére la fonction fdéfinie sur[—-3; 3 ] par :
flx)=x3-3x+1.
Calculer f'(x) et f"(x).
! Déterminer la solution x, de I'équation f"(x)=0.
Puis étudier le signe de f"(x) sur[-3;31].
' La courbe ‘6;admet-elle un point d'inflexion ?

@ Fonction polyndme du 3¢ degré

Soit fune fonction polynéme du 3¢ degré telle que :
fix)=ax3+bx2+cx+d,aveca+0,surR.

[l On suppose que le coefficient a est positif.

a. Calculer sa dérivée seconde. En déduire l'existence

d'un point d'inflexion, d'abscisse o, pour la courbe ;.

b. Démontrer que, sur]—oo; tt1, la fonction fest concave

et que, sur [ o ; +o= [, la fonction fest convexe.

E! Etudier le cas ol le coefficient a est négatif.

Position d'une tangente

Soit la fonction fdéfinie sur [ 1;5] par:
f(x)=x3-6x2+11x—-8.

On note € la courbe représentative de f.
Kl Déterminer I'équation réduite de la tangente % 4 la
courbe % au point d'abscisse 2.
Bl a. Justifier que d(x)=F(x)-(-x)=(x—2)3.
b. Etudier le signe de cette différence d(x) .
c. En déduire la position relative de la courbe % par rap-
portala droite @ sur[1;5].

Que représente le point d'abscisse 2 pour la courbe € ?
Justifier en étudiant le signe de la dérivée seconde f”(x) .

Réaliser des prévisions

Apres de bons résultats obtenus entre début 2005 et
début 2007, un groupe hételier a vu le cours de son
action chuter les années suivantes. Décidé a retrouver
un cours équivalent a celui de début 2007, le groupe a
lourdement investi pour ouvrir des hétels en Asie. Les
résultats y du cours boursier de I'action du groupe hote-
lier, en euro, sont donnés sur le graphique ci-dessous,
ou x désigne le temps écoulé depuis le début 2005.

y
—— Estimation I
"~ + Coursdel'action |

On ajuste ces points par la courbe % d'équation :
y=06x3-72x2+21,6x+10, avecxe [0;7].

[l a. Calculer le cours estimé de I'action en début 2007.

b. Etudier les variations de la fonction f de courbe € .

c. Déterminer I'année au cours de laquelle le groupe

retrouve un cours équivalent a celui de début 2007.

[E2 Calculer f"(x). Montrer que la courbe ‘6 admet un point

d'inflexion. En donner une interprétation économique.

VAN Point d'inflexion et codt total

Une entreprise fabrique entre 20 000 et 70 000 bou-

teilles, toutes identiques, par mois.

Pour une quantité g produite, en millier, on estime que

les colts de production, en millier d'euros, sont
C(g)=0,005(g—40)3+0,1g+50, ol 20=<g=<70.

Par calcul formel, on a obtenu :

clg)i=0.005-(g-40)3+0.1.g+50 ~ Terminé

expand(gd—(c(q):l) 0-015'q2—1.2-q+24‘1
q

EXPand(j%(d%(f(q))D

[0 Justifier par calcul les résultats obtenus.

E2 Montrer que la courbe de la fonction de co(it Cadmet
un point d'inflexion en 40.

Préciser la convexité de la fonction C.

EIOn rappelle que le coOt marginal est assimilé a la
dérivée du colt total : C,(g)=C1(q).

Montrer que le colt marginal admet un minimum.

0.03:g-1.2

L On fait le lien avec la convexité du colt.
On dit que, avec I'augmentation de la production :
+sur[20;40], la croissance du codt est ralentie ;
+sur[40;701], la croissance du colt est accélérée.

——
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Dans l'énoncé

Etudier le sens de variation
d’une fonction f.

Dénombrer les solutions
d’une équation f(x)=k

et déterminer
un encadrement d’une
solution o, a 0,1 prés.

Etudier le signe de f(x) .

Visualiser la convexité
d’une fonction sur
sa courbe représentative.

Repérer un point
d'inflexion d'abscisse a .

On calcule la dérivée f/(x) et on étudie le signe de I'expression f'(x) dans un tableau
de signes. On concluten donnant le tableau de variations.

Dans le tableau de variations de f,

on raisonne sur chaque intervalle X |-3 1 o 5 |
[a;b],oufest continue et i ¥ 3
strictement monotone, repéré f(x) s 5 e |

| L'équation f(x)=0 admetune unique solution o |

Lour(-3:51. |

par une fleche oblique :

« si k n'est pas compris entre
f(a)et f(b), 'équation n'a pas
de solutionsur[a;b];

. 5i k est un nombre entre f(a) et f(b) , on applique la propriété des valeurs
intermédiaires et I'équation admet alors des solutions.

Pour obtenir un encadrement a 0,1 prés, on procéde par balayage a la calculatrice :
On tabule f(x) sur[a; b]par pas de 0,1 eton repére les deux valeurs x; et x;
décart 0,1 telles que f(x;) <k et f(x;) =k: oest compris entre x; etx;.
. Si on peut factoriser f(x) , on étudie le signe de chaque facteur et on conclut dans
un tableau de signes. Si besoin, on utilise le signe du polynéme de degré 2.
. Dans le cas ol f est continue, strictement monotone et sannuleenasur[a;bl,
on lit le signe de f(x) & partir du tableau de variations de f:

x |a o b x |a o b

fx) | =0+ flx) | F 0—=,

On imagine la tangente en chaque point de la courbe, de fagon dynamique :
. si la tangente reste en dessous de la courbe, la fonction est convexe ;
. si la tangente reste au-dessus de la courbe, la fonction est concave.

« Graphiquement, la tangente 3 la courbe 6, en a traverse la courbe.

Exercice ¢

f(x):-—g— et
x+2

.

: Onnote 6;et 6, leurs courbes représentatives.

* E Al'aide de la calculatrice, conjecturer les positions

: relatives de 6;et € sur[0;6].

B 0On pose d{x)=f(x)—g{x}.

a. Etudier les variations de dsur [0;6].

b. Montrer que l'équation d(x)=0 admet une unique

solutionoesur[0;6].

Il_z_l Soit les fonctions fet g définies sur [0; 6] par:

Déterminer la valeur arrondie de c.a 0,001 pres.
¢. Dresser le tableau de signes de d(x) sur [0 ;61
El Démontrer les conjectures de la question Hen

El On choisit une fenétre o X;,=0 et X5, =6.
E a. Comme d(x) est une différence, sa dérivée est:
f(x)— g’(x) . Pour en étudier le signe, il n'est pas
nécessaire de réduire au méme dénominateur.

b. Il ne faut PAS chercher a résoudre I'équation !

On demande seulement de montrer I'existence et
I'unicité d’une solution.

La calculatrice va permettre de trouver un encadre-
ment [ x, ; x, ] et de choisir, entre x; et x, , la valeur
dont I'image par d est la plus proche de 0.

El si la différence d (x) est positive, alors la courbé
6 est au-dessus de 6, . Voir AP page 62

gix)=x>-4.

* utilisant les résultats précédents.
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* Revoir les outils de base

. Par le calcul, la dérivée seconde f” s'annule en a en changeant de signe.

S Accompagnement personnalisé

©) Savair lire une courbe de coit total

Le co(t total pour la production d'un produit en

quantité g est la somme de tous les colts de fabrication :
la fonction de coUt total CT est donc toujours croissante.

Sur la courbe € d'un co(t total :

. le colit total CT(q) est I'ordonnée du point M de €
d‘abscisse la quantité g ;

« les colits fixes sont les colts lorsque l'on produit une
quantité nulle: CT(0);

- . |le co(t moyen, pour une production g, est le quotient

G,

~ . A q

Le coGt marginal, co(t de la derniére unité produite,

ou d’'une unité supplémentaire, est assimilé a la dérivée
du co(t total lorsque les quantités sont importantes ou

continues : C,(q)=CT(q).

il Pour la fonction CT ci-contre, par lecture graphique :
a. lire le colt marginal pour 3 500 unités produites, ainsi
que le colt moyen de l'une de ces unités ;

b. établir le tableau de variations du colt moyen.

El Graphiguement, comparer le co(it marginal et le co(t
moyen pour une quantité g=6.

du colt total par la quantité :

| ElExiste-t-il une quantité pour laquelle le coGt marginal

est minimal ? Si oui, en donner une valeur approchée.

m Sur la feuille de calcul ci-dessous, on obtient
la résolution d'équations ax2+bx+c=0.

‘ AlBlcl D NS F [ G
P12 b | ¢ | Delta [solutions 7 x4 Xz
“ 28 2 [ 3|5 49 oui 25 1
3 [ 100]-140] 49 0 oui 0.7 0,7
\ 4 10] 8 2 -18 non sl bl

a. Quelle formule est saisie en cellule D2 pour obtenir
le discriminant ?
b. Expliquer la formule ci-
contre [ ;

= { —S] = 1 L A
saisie en E2. ‘ s }i
€. Donner les formules saisies en F2 et G2, et expliquer
les résultats obtenus en F4 et G4.

m Etudier le signe des expressions suivantes en
t\Jt!ilsant la position relative de la parabole par rapport
al'axe des abscisses :
AX)=(x=3)2(x+1)
Clx)=—4x2+4x -1

4 1

E(X):—___ l -
©x2 X+4 F(X)—i()(72)2—4

B(x)=2x(x+3)
D(x)==3x2+4x-1

S —

fihs 3
sentatl g Codt total, en millier d'euros, pour
une quantité en millier d'unités :

A
| Cout (en ke)

J | | point ol la sécante |
devient/tangente |

i T+ 2
| codt total CT (q) i A
aied b . 18 !
| ﬂs';__;____; ______ M T i
4 S = : oo L )
5 - ; f Ltange.-ntqI enM:
P S I colt marginal
1 |
= | \__sécante (OM):
i dolts fixes| | codrmoyen
1 i |
T T —— T i T -
0| | 1 I+ q

.

Pour une production g, le coit marginal est le
coefficient directeur de la tangente a %6 en M et le cotit —
moyen est le coefficient directeur de |a sécante (OM).

@ Savoir étudier le signe d'un polynéme du 29 degré

L'existence des solutions de I'6quation du second
degré ax?+bx+c=0 dépend du signe

du discriminant A=b?—4ac.

» Si A est strictement positif, I'équation a deux

solutions: x, WL et x2=_b+—A.
. , a - XI 2 x a
- Si A est égal a zéro, I'équation a une seule solution:
—b
o=—.
2xa

- 5i A est strictement négatif, 'équation n'a pas
de solution.
Signe du polynome :

2 solutions 1 solution 0 solution
+ +
a>0 2 5 + 5 i
+ +
+ == i3 %
a<o 7 TALar N
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S) Accompagnement personnalisé

©) Savoir déterminer I'équation réduite d'une tangente

Kl sur le graphique ci-contre, déterminer
I'équation de la tangente T tracée,

E sur le graphique de I'exercice 73, déterminer
I'équation de la tangente en A et celle de
latangente T.

Pour chaque courbe % d'équation y=1(x),
déterminer I'équation de la tangente en a.

en a=2;

a.y=
4 2x+1

b.y=2vx+3 en a=4;
. y=—x2+3x—1ena=3.

$oit € la courbe représentative Y4

d’'une fonction f dérivable sur 4 M S Zals 2

un intervalle L. e S 2 =
: L 6r

Pour tout réel ade, f(a)d

I'équation de la tangente T =]

alacourbe ‘€ enaest: o

T O} i
Le coefficient directeur de
la tangente est le nombre dérivé de fen a.

Rt

y=f'(a)x(x—a)+f(a).

0

©) Savoir étudier la position relative de deux courbes

Une fonction fest représentée par

la courbe % d'équation y=—x2+2x.

Soit T sa tangente au point d'abscisse 0 et & celle
au point d'abscisse 2.

a. Déterminer 'équation de la tangente T sous
laforme y=t(x).

b. Exprimer d(x)=1f(x)—t{x) enfonctiondex.
¢. En déduire la position de la courbe “G par
rapport a sa tangente T.

d. Etudier la position relative de ‘€ et 9.

Soit 6 la courbe d'équation y=x*—3x.
Etudier la position relative :

a. de ¢ et la droite 9 d'équation y=—3x;

b. de ¢ et la droite %' déquation y=-2x.

Pour aller plus loin

m Démontrer un théoréme

[l Soit fune fonction dérivable et croissante sur
un intervalle I, et g une fonction dérivable et
décroissante sur le méme intervalle.
: Démontrer que la différence d, définie sur l'intervalle I par
d{x)=f(x)—g(x),est croissante sur L.
¢ HFApplication
La quantité offerte d’un bien, en fonction du prix
unitaire x de 1 3 5 €, est donnée par f(x)=0.2x%+3
et la quantité demandée de ce méme bien est donnée
: 40 o 4 .
: par g(x) :m, quantités en millier d’unités.
* a. Etudier les variations de fet de g . En déduire le sens

. de variation de la différence dsur[1;51.

b. Démontrer que I'équation f(x)=g(x) admet une
unique solution. En déduire le prix d'€quilibre pour ce

bien, au centime d'euro preés.
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Soit deux courbes 6.et 6, v

représentations graphiques 6g

de deux fonctions fetg.

Pour étudier la position

relative de ces deux courbes,

on étudie le signe de

la différence :
d{x)=f(x)—g(x).

- Sid(x) est positive, alors f(x)=g(x) etla courbe 6G;est

au-dessus de la courbe ‘€g.

.Sid(x) est négative, alors f(x) < g(x) etla courbe €,

est en dessous de la courbe ‘ég.

0} X

m Raisonner et chercher a8 démontrer

Sur la courbe de co(t total de l'exercice 73, on remarque
une tangente particuliére en A.
Kl a. D'aprés le graphique, combien y a-t-il de
tangente(s) a la courbe ‘€ passant par l'origine ?
b. Proposer une maniére de déterminer ce point A
d'abscisse a.
¢. L'appliquer a la fonction de colt total :
CT{(q)=q>-12g?+48q, pourge [0;9].

| H Sachant que le coGt moyen est CM(q):M,
calculer la dérivée de Cy;(g) en fonction de g .
En déduire que le colt moyen est égal au colit marginal
quand le cot moyen est minimum.
El Démontrer que le colt marginal est minimum
pour la quantité g, , ol la courbe de co(t total admet
un point d'inflexion.

E QCM-Utiliserlacourbed'unefonction

On considere la fonc-
tion f définie sur
[—1;4] par sa courbe
représentative ‘6.
Les tangentes a “
aux points d'abs-
cisses 0 et 1,5 sont
respectivement % et
T.

Pour chaque pro-
position,  donner
la bonne réponse.
FIf(0)estégal a:

a.—2. b.-1. c. -05.

1 La dérivée f’ s'annule en ;

a.—0,5. b.0. c. 3,5.
ASur[-1;4],lafonction fest:

a. convexe. b. concave. ¢. nil'un nil'autre.
I La dérivée f’ est croissante sur:

L [—1;4]. b.[-1;15]. e [1504 ).

m Vrai ou faux ? — Utiliser un tableau

On considere une fonction fdérivable sur[-3 ;6] dont
on donne le tableau de variations :

x |-3 1 4 6
f(x)‘ B s e

Les affirmations suivantes sont-elles vraies ou fausses 7
L'équation f(x)=0 admet une unique solution sur

lintervalle[-3;6].

[ La droite d'équation y=4 est tangente 4 la courbe

représentative de f.

E' Pourtoutréelxde[-3;4], f(x)>0.

[ Pourtoutréelxde[—3;41, f(x)=0.

m Sur la courbe de la dérivée

Soit une fonction f deux fois e
dérivable sur [ -1;:3].%’ 1
est la courbe de sa dérivée.
I 2. Résoudre I'équation
f(x) =0, avec la précision
permise par le graphique.
b.Indiquer le signe de
%) |

El =. Dresser le tableau de
variations de f*.

b. La courbe ¢ admet-elle un point d'inflexion ?

ElPour les courbes 6, , €, , €, et ‘€, suivantes, préciser
celle qui représente la fonction f et celle qui représente
la dérivée seconde f” de f, en justifiant celles qui ne
Conviennent pas.

E Déterminer une plage de bénéfice

Le bénéfice d'une entreprise est donné par :
B(x)=—x3+3x*+9x-2, pourxe [0;6],

ou x est la quantité de produit en millier et B(x) est

exprimé en centaine de milliers d’euros.

[l Etudier les variations de la fonction Bsur[0:6]. En

dédui‘re la quantité de produit qui optimise le bénéfice.

Fla. A l'aide du tableau de variations de la fonction 8,

déterminer le nombre de solutions de I'équation B(x)=0

sur l'intervalle[0;6].

b. Déterminer la plage de bénéfice de cette production.

On donnera les valeurs approchées a 10 unités prés des

points morts de la production, cest-a-dire les quantités qui

donnent un bénéfice nul.

m Signe de la fonction dérivée

Soit la fonction fdéfiniesur[1;10] par:
x3 —6x2412x+9
fix)= ;

x2

[ Ecrire f(x) sous la forme d'une somme.
Montrer que pour tout réel xde[1;10],0na:
Fix) = x3—-12x-18 '
x3
1 Soit la fonction g définie sur[1; 10] par:
g(x)=x3-12x-18.
a. Etudier les variations de gsur [ 1;10].
b. Montrer que I'équation g(x)=0 admet une unique
solutionacsur[1;10].
Déterminer un encadrement de o a 0,01 prés.
¢. En déduire le tableau de signes de g(x) .
El Déduire de ce qui précéde les variations de f sur
l'intervalle [ 1; 10 ]. Donner la valeur arrondie de o, a
0,01 prés, qui optimise la fonction f.
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Etude d'une fonction de codt total
Lentreprise chinoise Shishi -l
produit du tissu en coton & ]
quelle conditionne en
« roules » de 2 000 m de
long et 1,5 m de large. Elle
peut fabriquer au maxi-
mum 10 km en continu.
Le codt total de production, en euro, est donné en fonc-
tion de la longueur x, en km, par la formule :
C(x)=15x3—120x2+500x + 750,00 xe [0;10].

PARTIE A Etude du bénéfice
On a tracé ci-dessous la courbe 6 et la droite %, d'équa-
tion y=400x.

E1 Au vu du graphique, expliquer pourquoi l'entreprise

Shishi ne peut pas réaliser un bénéfice si le prix du marché

est égal & 400 euros par km.

1 Dans cette question, on suppose que le prix du marché

est égal a 680 euros par km.

a. Reproduire le plus précisément possible le graphique

précédent. (Utiliser le tableau de valeurs de la fonction C

sur calculatrice.) Puis tracer sur le graphigue la droite %,

d'équation y=680x.

Déterminer graphiquement, avec la précision permise

par le graphique, pour quelles quantités produites et

vendues, l'entreprise Shishi réalise un bénéfice si le prix

du marché est de 680 euros par km.

b. Soit la fonction B définie sur[0; 10 ] par:

B(x)=680x—C(x).

Démontrer que pour toutréel xde [0;10],0na:
B'(x)=—45x%+240x +180.

¢. Etudier les variations de la fonction Bsur [0;107].

En déduire la quantité produite et vendue pour laquelle

le bénéfice réalisé par I'entreprise Shishi est maximum.

Donner la valeur de ce bénéfice.

PARTIE B Etude du coiit marginal

Le colit marginal C,, peut étre assimilé a la dérivée du
colt total. Ainsi, sur[0;10], G, (x)=C'(x).

Kl Calculer C,,(x) et étudier les variations de C, sur
l'intervalle [0;10].

F1En déduire que le codt marginal C,, admet un mini-
mum au point d'inflexion de la courbe de colt total C.
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PARTIE C Etude du coiit moyen
Le codt moyen CM mesure le colit par unité produite.

Ainsi, sur]10;101, CM(X)=C(X)_

ET Par calcul formel, on a obtenu :

15 x°~120-x2+500-x+750 Terminé
cemlx)i=

X

50 {x-5) (Pers)

facmr&(mcx)))

X

Justifier I'expression obtenue pour la dérivée CM’(x) du
colt moyen.

F1 En déduire les variations de CM sur]0;101.

El a. Pour quelle longueur x, de tissu produite le colt
moyen est-il minimum ? Que valent dans ce cas le colit
moyen, le colt marginal et le colt total ?

b. Si le prix du marché est 680 euros par km, quel est le
bénéfice réalisé par l'entreprise si elle fabrique et vend
une longueur de tissu de x, km?

Fonction d'offre_

Un supermarché souhaite
acheter des pommes a un
fournisseur qui propose
des prix au kg dégressifs
en fonction de la masse de
pommes commandée.
Pour une commande de x kg
de pommes, le prix P(x),
en euro par kg de fruits, est
donné par la formule:
P(x)= x+ 300 )
x +100

PARTIE A Etude du prix P proposé par le fournisseur
[l Calculer P/(x) .

F1En déduire le sens de variation de la fonction P sur
[100; 10001 . Interpréter économiguement le résultat.

pourxe [100;1 000].

PARTIE B Etude de lasomme S a dépenser

par le supermarché
On appelle S(x) la dépense, en euro, du supermarché
pour une commande de x kg de pommes au prix de P(x)
euros par kg.
Ainsi: S(x)=xxP(x), pourxe [100;1000].
Par calcul form’el, on L‘I_S(X)Z=X*(X+300)/(X+1 00)
a obtenu 19:5 res.u.!tats X ->x (x£300)
ci-contre, qu'on utilisera x+100

sans justifier.

Kl Etudier le sens de
variation de la fonction S
sur[100;1000].

x2+200~ Xx+30000
(x+1 00)2

Interpréter économiquement le résultat.

factoriser(deriver(S(x))

71 Le magasin dispose d'un budget de 900 € pour la
commande de fruits.

a. Justifier que I'équation 5(x) =900 admet une unique
solution x, sur [ 100; 1000].

Déterminer la valeur arrondie, au kg prés, de la masse
maximum de pommes que le supermarché peut
commander sans dépasser son budget.

». Dans cette question, toute trace de recherche, -méme
incompleéte, ou d'initiative, méme non fructueuse, sera prise
en compte dans I'évaluation.

Déterminer la valeur exacte « mathématique » de x; .

m Propagation d'une maladie

Une épidémie a frappé les habitants d'une ville.
PARTIE A Lectures graphiques

La courbe 6 représente le nombre de personnes malades

en fonction du temps t, exprimé en jour depuis le début
de la maladie.

5 | 30 ¢

£l Donner les jours ou il y a 2 000 malades.

£ Donner le jour ol le nombre de malades est maximal.
Quel est alors ce maximum ?

El Estimer le jour ou la vitesse de propagation de la
maladie est la plus grande.

PARTIE B Etude théorique

Le nombre de personnes malades en fonction du
temps t, en jour, peut &tre modélisé par la fonction f,
définie sur l'intervalle [0; 301 par: f(x)=—1t3+30t2.
La vitesse de propagation de la maladie au jour t est
assjmilée au nombre dérivé f'(t).

E¥ Etudier le sens de variation de la fonction f.

Fl Déterminer le nombre de solutions sur [ 0; 30 ] de
'équation f(t)=2000.

Déterminer un encadrement a l'entier prés de la solution
non entiére.,

B @. Calculer la dérivée seconde (1) .

b. Etudier le sens de variation de la dérivée f'.

En déduire la convexité de la fonction fet en donner une
Interprétation.

€. Démontrer que la courbe % admet un point d'in-
flexion. En donner une signification concréte.

d. Calculer la vitesse de propagation de la maladie le
108 jour,

) Reussir au Bac

m Rythme de croissance

On a recensé ci-dessous la superficie de l'espace urbain
en France, en millier de km?, depuis 1954,

- S e e
Années 1975/1982|1990| 1999 | 2007
Superficie i A
ubainE 76,3 ‘ 83,4896 100 (1188

Source: INSEE.
Une modélisation consiste a estimer la superficie urbaine
S(x), en millier de km? par :
S(x)=0,001x3—0,09x2+ 3,6x + 28,
ou x est le nombre d'années écoulées depuis 1950.

lSuperﬁcic&! (en millier de km?)

— Modéle
Superficie du
territoire urbain

Années depuis 1950

10 50

On suppose que le modéle reste valable jusqu'en 2020,
c'est-a-dire pourxe [0;70].
Le rythme de croissance instantané de la superficie est
assimilé a la dérivée de S.
[l a. Calculer la valeur estimée de la superficie urbaine
en 1990, a l'aide de ce modele.
b. Calculer le pourcentage d'erreur par rapport a la
valeur effective de la superficie urbaine en 1990.
c. Estimer la superficie urbaine en 2015.
1 a. Calculer §°(x) , puis §”(x).
b. Justifier que la fonction § est croissante sur [0; 701].
Interpréter le résultat.
EI Au cours de quelle année le rythme de croissance
est-il le plus faible ? Que représente cette année pour la
fonction S ? Retrouver graphiquement le résultat.
I3 Dans cette question, toute trace de recherche, méme
incomplete, ou d'initiative, méme non fructueuse, sera prise
en compte dans évaluation.
On a pu lire le commentaire suivant a propos du recen-
sement de la superficie urbaine :
« Le rythme de croissance de l'espace urbain entre les
recensements de 1999 et 2007 a été plus important que
lors des décennies précédentes, et se rapproche de ce
que I'on avait connu dans les années 1950-1960. »

Source : INSEE Premiére — Aot 2011.
Expliquer le commentaire.
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91 ... en décoration

Le triskel _
On modélise deux morceaux des trois branches d'un
triskel par les courbes de deux fonctions fetg:

92 ... en technologie

Le toboggan

Un toboggan est formé d'une échelle verticale et d'une
glissiére qui suit la courbe d'équation :

y=0,1875x% - 1,125x*+6, ouxe [0;4].

Les dimensions sont en metre. =
El Pour des raisons de sécurité, la pente A

du toboggan doit étre horizontale

en haut de I'échelle et au niveau

du sol. Est-ce le cas ?

93 ... en sciences

Test de Conconi et entrainement sportif

Lors d'un test d’effort ou test de Conconi, les pulsations
cardiaques augmentent réguliérement jusqu‘a un point
de « cassure » ou 'on remargue une discontinuité du
rythme. Ce point correspond a une transition entre
aérobie et anaérobie, c'est-a-dire entre un rythme d'en-
durance que I'on peut tenir « facilement» etun effortplus
soutenu, mais qu'il est impossible de tenir longtemps.
'abscisse de ce point sappelle « Vitesse Maximale
Aérobie » (VMA).

Les sportifs (cyclistes, marathoniens, etc.) se servent de
ce test pour déterminer leur VMA et leur progression a
l'entrainement.

Le test de Conconi de Julie est donné ci-contre.
Déterminer la VMA de Julie a la vue du graphique.
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E Etude d'une des branches

a. Calculer la dérivée de fsur R .

b. Etudier le signe de F(x) . En déduire le tableau de
variations de f sur R en précisant les extrema locaux.

. Démontrer que la courbe 6, admet un point d'in-
flexion dont on précisera les coordonnées.

Fl Etude sur la seconde branche

a. Calculer la dérivée g'(x) .

b. En déduire les variations de la fonction g sur R

c. Dresser le tableau de variations de g en précisant les
extrema locaux.

H Etude du modéle

a. D'aprés le croquis, associer a chaque branche la fonction
qui lamodélise, en précisant 'intervalle qui peut convenir,
On s'aidera de la visualisation sur une calculatrice.

b. En quelle valeur x, de I'abscisse a-t-on le raccordement ?
¢. Ce raccordement est-il « bon », c'est-a-dire que les
deux courbes ont la méme tangente en leur point de
raccordement ?

Bl En quel point du toboggan
la pente est-elle la plus forte ?
El Pour consolider le toboggan,
le constructeur souhaite
installer une barre de renfort
horizontale a 3,5 m du sol.
Quelle est la longueur de

la barre, arrondie au cm prés ?

} Fréquence cardiaque (en pulsation/min)
2104
200+
*
1904 .O
, se® . o ¢
180+ 3
+
170+ ®
*
18—
1504+
Vitesse (en km/h)
140+ T T T T T T T T o=
11 12 13 14 15 16 17 18 19

94 ... en économie

Rythme de production et rendements

Une entreprise Boulon

fabrique des boulons.

En courte période,

sa production totale P,

en nombre de boulons,  Vis

dépend du facteur travail L selon la relation :
P(L)=-15L3+175L2+150L,

oU la quantité de travail L est exprimée en heure et est

comprise entre 0 et 8.

Le rythme de production V (ou vitesse de production)
est égal a la dérivée P’ et est exprimé en boulon produit
par heure : V(L)=P'(L).

[l Quelle est la production au bout de 2 h de travail ?
au bout de 4 h de travail ?

Fla. Calculer V(L).
En déduire le rythme de production au bout de 2 h de
travail et au bout de 4 h de travail.
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Des colits par morceaux

Une entreprise fabrique au maximum 80 verres de lu-
nettes par jour, a I'aide d'une machine. Cette machine
nécessite une intervention technique a certaines phases
de la production, ce qui augmente les co(ts. Le colt total
C(x), en euro, dépend du nombre x de verres fabriqués :
30x+200,s5i0=x<20
—x?2+80x—250,si 20 < x < 40
18000 )

Cix)=

1050— , 5140 = x <80

x =100

Un grapheur a permis d'obtenir la courbe représenta-
tive ‘€ de la fonction de co(t total C:

5) Réinvestir...

b. Etudier le sens de variation de Psur[0;8].
Interpréter.

El a. Etudier le sens de variation de Vsur[0;8].

b. Pour quelle quantité de travail le rythme de produc-
tion est-il maximum ? Arrondir a 10 minutes prés.

¢. Phases de rendements

« Sur un intervalle ol le rythme de production est croissant,
on parle de « phase de rendements croissants »,

+ Surunintervalle ou le rythme de production est décroissant,
on parle de « phase de rendements décroissants ».

Identifier ces deux phases pour la production.
Interpréter graphiquement les résultats.

Ed Lentreprise doit livrer & un client une commande de
3000 boulons.

Alaide de la calculatrice, déterminer le nombre d’heures
de travail nécessaires pour honorer la commande, en
arrondissant a 10 minutes prés.

[ a. La fonction C est-elle continue sur [0;80]7
Justifier par un calcul.

b. Etudier le sens de variation de C sur chaque intervalle
de définition.

H On rappelle que le cot marginal C,, est assimilé a la
dérivée du coUt total :

pourxe [0;80], C,(x)=C"(x).
a. Calculer le colt marginal m lorsqu'on fabrique entre
0 et 19 verres. Interpréter.
b. Lorsqu'on produit entre 20 et 39 verres, le colt
marginal peut-il &tre égalam?
Interpréter graphiquement le résultat.
c. Méme question lorsqu'on produit entre 40 et 80
verres.

El On rappelle que le coGt moyen CM est le colit de
production par unité produite :

polir £& 10807, cMexy= S

a. Rappeler comment se lit graphiquement le colt
maoyen.

Par lecture graphique, indiquer le sens de variation du
cout moyen.

b. Déterminer la valeur arrondie a I'unité de la quantité
qui conduit a un colt moyen minimal. Indiquer la
démarche employée pour cette détermination.
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