GENERALITES SUR LES FONCTIONS 1 s

| RAPPELS SUR LES FONCTIONS

1 FONCTION

Définir une fonction f sur un ensemble 2 de nombres réels, c’est associer a chaque nombre x € 2 un
unique nombre réel noté f(x). On note:

f:9—-R
x— f(x)

— 9 estl’ensemble de définition de la fonction f. x est la variable.
— Lenombre f(x) est 'image du réel x par la fonction f.

— Quand on sait que f(x) = y, on dit que x est un antécédent de y par la fonction f.

2 COURBE REPRESENTATIVE

Soit f une fonction définie sur un ensemble 2 de nombres réels.
La courbe représentative de la fonction f dans le plan muni d'un repere, est I'ensemble des points
Xe9D

M(x; y) du plan tels que
y=rx

Cr

Cy estla courbe représentative d'une fonction f définie sur 2 =] —oo; a] U [b; +ool

3 VARIATIONS

FONCTION CROISSANTE

Dire que la fonction f est croissante sur un intervalle [ signifie que pour tous réels a et b de 1.

Sia<balors f(a)< f(b)

On dit que la fonction f conserve I'ordre : les réels de 'intervalle I et leurs images par f sont rangés dans le
méme ordre.

FONCTION DECROISSANTE

Dire que la fonction f est décroissante sur un intervalle I signifie que pour tous réels a et b de I.

Sia<balors f(a)= f(b)

On dit que la fonction f change I'ordre : les réels de 'intervalle I et leurs images par f sont rangés dans un
ordre contraire.

REMARQUE

On dit que f est monotone sur I si elle est croissante sur I ou décroissante sur 1.
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EXTREMUM

— Dire que la fonction f admet un maximum en a sur un intervalle [ signifie que pour tout réel x
appartenanta I, f(x) < f(a).

— Dire que la fonction f admet un minimum en a sur un intervalle I signifie que pour tout réel x
appartenanta I, f(x) = f(a).

Il FONCTIONS DE REFERENCE

1 FONCTION AFFINE

DEFINITION

Soit a et b deux réels.
La fonction f définie sur R par f(x) = ax + b est une fonction affine.

PROPORTIONNALITE DES ACCROISSEMENTS

[ estune fonction affine si, et seulement si, pour tous nombres réels distincts x; # x»,on a:

f(x2) = f(x1) — 4

X2 — X1

VARIATION

— Si a est positif, la fonction affine f définie sur R par f(x) = ax + b est croissante.

— Si a est négatif, 1a fonction affine f définie sur R par f(x) = ax + b est décroissante.

COURBE REPRESENTATIVE

Soit a et b deux réels.
La courbe représentative de la fonction affine f définie sur R par f(x) = ax+ b est la droite 2 d’équation
y=ax+Db.

Soit a et b deux réels. J

a>0

Il
o
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7

y y y
\ 2
1-\ 14 14 /
0 1 b X 0 1 X O/b X

a a
2




2 — FONCTION VALEUR ABSOLUE

VALEUR ABSOLUE D’UN NOMBRE

GENERALITES SUR LES FONCTIONS

e s

Pour tout nombre réel x, la valeur absolue de x est égale a la distance de ce nombre a 0. Elle est notée |x|.

x| = —x Slx=
- x sl x>0
EXEMPLES :

3 3 4
2| =2; —3|=3; _2|l=2; 1—|—2|=1-2=—
2 -3 -3-3 -5|=1-3
REMARQUES :
x| = | —x5
|x] = 0 équivaut a x = 0.

ETUDE DE LA FONCTION VALEUR ABSOLUE
La fonction f: x — |x|, définie sur R est une fonction affine par morceaux. En effet :
— sur intervalle | — 00;0], f(x) = —x;
— sur lintervalle [0;+o0], f(x) = x.
VARIATIONS :

La fonction valeur absolue définie pour tout réel x par f(x) = |x| est :

— strictement décroissante sur I’intervalle | — 00;0] ;

— strictement croissante sur I'intervalle [0;+o00[.

x —00 0 400
f(x) = |x]
0
COURBE REPRESENTATIVE :
Y
A==z XI[=

-
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3 FONCTION INVERSE

DEFINITION

1
La fonction inverse est la fonction f définie pour tout réel x # 0 par f(x) = e

ENSEMBLE DE DEFINITION

Lensemble de définition de la fonction inverse est I’ensemble des réels non nuls noté R*, c’est la réunion
de deux intervalles ] —oo;0[U]0; +oo]

VARIATIONS DE LA FONCTION INVERSE

La fonction inverse est strictement décroissante sur chacun des intervalles ot elle est définie.

TABLEAU DES VARIATIONS DE LA FONCTION INVERSE

X —00 0 +00

] TN T

COURBE REPRESENTATIVE

1
La courbe représentative de la fonction inverse est ’hyperbole d’équation y = =

REMARQUES :

1
— Pour toutréel a #0, f(—a) = ——= -f(a).
Les points M (a; f(a)) et M’ (—a; f(—a)) sont symétriques par rapport a I'origine du repeére.
Lhyperbole admet I'origine du repere comme centre de symétrie.

1
— Onpeutrendre f(x) = — aussi grand que I'on veut, pourvu que x soit suffisamment proche de 0 et positif.
x

1
On peut rendre f(x) = < aussi proche de 0 que I'on veut, pourvu que x soit suffisamment grand.
Graphiquement, 'hyperbole se rapproche de I'axe des abscisses lorsque x tend vers +oo (ou vers —oo) ,
et de I'axe des ordonnées lorsque x se rapproche de 0.
On dit que I'’hyperbole a pour asymptotes les axes du repere.
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4 FONCTION RACINE CARREE

DEFINITION 1

Soit a un réel positif. Le nombre y/a est le seul réel positif dont le carré est a.

DEFINITION 2

La fonction racine carrée est la fonction f définie pour tout réel x appartenant a I'intervalle [0; +oo[ par

F(x)=/x.
REMARQUE

11 ne faut pas confondre (y/x)° et vx? :

— (v/X)* = x seulement pour x > 0.

Si x=0, alors Vx2=x.
Si x<0,alors —x>=0,dou vVx*=-x.

EXEMPLE

\/ (=0,5)2 =4/0,25=0,5

VARIATIONS DE LA FONCTION RACINE CARREE

‘ La fonction racine carrée définie pour tout réel x positif par f(x) = /x est strictement croissante.

3% DEMONSTRATION

Soit a et b deux réels positifs telsque0<a< b:
a=b=(Va)'~(VB] = va+ vB) (va- Vi)

Comme 0 < a < b, alors (\/E + \/E) > (. Par conséquent, a— b et (\/E - \/E) sont de méme signe.

Ainsi, si a— b <0 alors (\/E - \/E) < 0soit f(a) < f(b). La fonction racine carrée est strictement croissante
sur [0; +ool.

COURBE REPRESENTATIVE

5 FONCTION CUBE

DEFINITION

La fonction cube est la fonction f définie pour tout réel x par f(x) = x.
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VARIATIONS DE LA FONCTION CUBE

La fonction cube est strictement croissante sur IR.

3% DEMONSTRATION

Soit a et b deuxréelstelsque a< b :
— Sia<O0etb>0,alors a® <0 et b >0donc a® < b.
— Si a et b sont de méme signe :
Pour tousréel aet bon a
a*-b*=(a-Db)(a*+ab+b?)
a et b étant de méme signe, le produit ab >0 d’ol1 a® + ab + b* > 0. Par conséquent, a® — b° est du méme
signe que (a—b).
Comme a < b on en déduit que a® < bS.

COURBE REPRESENTATIVE
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Il FONCTIONS ASSOCIEES FONCTION f: x +— u(x)+k

1 — VARIATIONS

Soit u une fonction définie sur un intervalle 7 et k£ un réel fixé.
f est la fonction définie pour tout réel x de U'intervalle I par f(x) = u(x) + k.
Les fonctions u et f ont les mémes variations sur /

3% DEMONSTRATION

Supposons que la fonction u soit strictement croissante sur un intervalle [a;b] de I.

Pour tous nombres réels x et x, de I'intervalle [a;b], six; < xp alors u (x1) < u(xp),d ot u(xy)+k < u(xy)+k,
soit f(x1) < f(x2).

La fonction f est strictement croissante sur I’intervalle [a;b].

On démontre de la méme maniére que si u est strictement décroissante sur un intervalle [a;b] de 1, alors f est
aussi strictement décroissante sur [a;b].

2 — COURBE REPRESENTATIVE

Soit u une fonction définie sur un intervalle / et k un réel fixé.

f est la fonction définie pour tout réel x de 'intervalle I par f(x) = u(x) + k.

La courbe 7%, représentati_v)e de la fonction f, est I’image de la courbe %, représentative de la fonction u, par
la translation de vecteur k j

€y
N u
\
kj J
X of +
M

# DEMONSTRATION
Soit N (x;y) un point de la courbe € alors
y=f(x) oy=ux)+key—k=ux

Donc le point M (x;y — k) appartient a la courbe 6,
Les coordonnées du vecteur MN sont MN (0;k) d’ou MN =k j . .
Par conséquent, N est 'image du point M par la translation de vecteur k j .
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IV FONCTIONS ASSOCIEES : FONCTION f: x > u(x+k)

1 — VARIATIONS

Soit u# une fonction définie sur un intervalle / et k un réel fixé.

J est I'intervalle constitué des réels x — k, avec x dans /.

f estla fonction définie sur I’intervalle J par f(x) = u(x+k).

Pour tout intervalle [a;b] ol u est monotone, la fonction f a les mémes variations sur [a — k;b — k] que la
fonction u sur [a; b]

REMARQUE :

Si la fonction u est définie sur un intervalle [a;b], on peut calculer u(x+ k) seulement lorsque x+ k € [a; D] soit
pour x € [a—k;b— k.

3% DEMONSTRATION

Supposons que la fonction u soit strictement croissante sur un intervalle [a;b].

Pour tous nombres réels x; et x, de Iintervalle [a — k;b— k|, si x; < x; alors x; +k < x, +k avec x| +ketx, +k
dans Iintervalle [a;b], d’ol u(x; +k) < u(xz+k), soit f(x1) < f(x2).

La fonction f est strictement croissante sur I’intervalle [a — k;b — k].

On démontre de la méme maniére que si u est strictement décroissante sur un intervalle [a;b], alors f est aussi
strictement décroissante sur [a — k;b — k].

2 — COURBE REPRESENTATIVE

La courbe %, représentative de la fonction f définie par f(x) = u(x + k), est I'image de la courbe %,
—>
représentative de la fonction u, par la translation de vecteur —k i

% DEMONSTRATION

Soit N (x;y) un point de la courbe € alors
y=f(x) & y=ulx+k)

Donc le point M (x+ k;y) appartient a la courbe ¢,
Les coordonnées du vecteur MN sont MN (—k;0) d’ou MN=—ki.
Par conséquent, N est I'image du point M par la translation de vecteur —k i .
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Soit u une fonction définie sur un intervalle 1. La fonction f = |u| est définie pour tout réel x appartenant a I
par:

— f(x) = u(x) lorsque u(x) >0

— f(x) = —u(x) lorsque u(x) <O0.

VARIATIONS :

)

— Les fonctions f = |u| et u ont les mémes variations sur tous les intervalles ot u(x) > 0
— Les fonctions f = |u| et « ont des variations contraires sur tous les intervalles ot u(x) <0

EXEMPLE :

Soit u la fonction définie sur R par u(x) = x> — 2x — 8. Le tableau de variation de la fonction u est :

X —00 -2 1 4 +oo

u(x) \ 0 0 /
\ /

-9

Le tableau des variations de la fonction f définie sur R par f(x) = |x2 —2x— 8| est:

X —00 -2 1 4 +oo

09 = o) \0/9\0/

COURBE REPRESENTATIVE :

— Lacourbe représentative 4], de la fonction |u| est confondue avec celle de la fonction u sur tous les intervalles
ot u(x) >0

— La courbe représentative ], de la fonction |u| est symétrique de la courbe de la fonction u sur tous les
intervalles o u(x) <0

EXEMPLE :




