Limites de fonctions (I)

I - Le paradoxe d'Achille et la tortue Site de Gérard Villemain

Le philosophe grec Zénon d’Elée (= -450) est connu pour ses paradoxes, notamment celui d’Achille et de
la tortue : « Achille, situé en O, poursuit une tortue qui se trouve en A. Le temps qu’il arrive en A, la
tortue sera en B. Achille devra donc ensuite aller en B. Mais alors la tortue sera en C, et ainsi de suite.
Achille pourra se rapprocher sans cesse de la tortue, mais il ne pourra jamais la rattraper. ».

IT - Asymptotes et limites

1. Limite infinie d'une fonction en un point, asymptote verticale

Définition : Soit fune fonction définie sur un intervalle I de la forme |a;b| ou |b;a| oua et
b sont des réels. Lorsque le réel x s’approche de a, si les nombres f'(x| deviennent de plus
en plus...

« grands, on dit que f'a pour limite +oo et on note lim f'(x|=+o

xX—a

» grands en valeur absolue, mais négatifs, on dit que fa pour limite —co et on note lim f(x)j=—o0

x—a

Remarque : on peut préciser si on s'approche de a
» par valeurs inférieures : lim f(x|=%00 ou lim f(x|=%o

x—a x—a
x<a
» par valeurs supérieures : lim f(x|=+00 ou lim f|x|=*00

x—a xX—a
xX>a

Définition : dans le cas ou la limite en a vaut +oo, on dit que la droite d’équation x=a est
une asymptote verticale a la courbe représentative C, .

20—5x
2—x

lim f(x|=+0 et lim f(x|=—c donc la droite d'équation x=2 est une asymptote verticale a C, .

x—2" x—2°

Exemple : 1a fonction f de l'activité définie pour tout x#2 par flx|=

Savoir Faire 2 page 43 ; exercices 9 a 14 page 60

2. Limite finie d'une fonction au voisinage de I'infini, asymptote horizontale

Définition : a est un nombre réel. Soit fune fonction définie sur au moins Ja ; +oo[
(respectivement ]-oo, a [). Lorsque le réel x prend des valeurs de plus en plus grandes vers +oo,
(respectivement vers -o0), si les nombres f (x| deviennent de plus en plus proches d’un réel L, on dit que
fx] apour limite L en +oo (respectivement vers -o0).
Onnote lim f(x|]=L et lim f{x|=L

X——0 xX—+ow

Définition : dans le cas ou la limite en +oo vaut un réel L, on dit que la droite d’équation
y=L est une asymptote horizontale a la courbe représentative C, .

Exemple : 1a fonction f de l'activité définie pour tout x#2 par flx|= 2(;—5x
—X
Ona lim f(x|=5 et lim f(x|=5 donc la droite d'équation y=35 est une asymptote verticalea C, .

X—+o0 X— —00

Savoir Faire 1 page 41 ; exercices 1 a 6 page 59
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3. Limite infinie d'une fonction au voisinage de 1'infini

Définition : Soit fune fonction définie au moins sur ]a ; +oo[ (respectivement |—oo ; af).
Lorsque le réel x prend des valeurs de plus en plus grandes vers +o (respectivement -oo),
si les nombres f (x| deviennent de plus en plus

* grands, on dit que f'a pour limite +co en +oo (resp. -o0) et on note :
lim f(x|=4o (respectivement lim f|x|=+o0).

xX—+ow

« grands en valeur absolue et négatifs, on dit que f'a pour limite —co en +oo (respectivement —) et
onnote : lim f(x|=—oc0 (respectivement lim f|x|=—o0).
xX—+oo

xX—o—w

Hllustrations (extraites du site de N. Duval)

f(@) » —o0' : f(z) = —o0
mlﬂr_loof(m) = —00 lim f(z) = —o0

T——00

Remarque : certaines fonctions n'ont pas de limite au voisinage de l'infini comme par exemple les
fonctions sinus et cosinus.
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III - Limite des fonctions usuelles

[\
[a—

| m | ¢ =|[(+ao0
im| x? :\-\'30 LE_}_OOQ = oo r—p 400

La fonction carré est définie sur IR

—
—T | lim 2 =+ /
|1 t— 100 /
La fonction racine carrée est définie sur [0 ;+ o0 /
lim zf = /— DO
Tl —do [

La fonction cube est définie sur IR

La fonction inverse est définie sur |—o0;0[U0;+o0]

lim (1/2) = +00 L'axe des abscisses est asymptote a
a>p C, au voisinage de +oo et —oo
L'axe des ordonnées est asymptote a
\ c,
lim (1/2) =0 \ Jlim (1/#) =0

lim| (1/¢) =|—oq
x—0
<0
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IV - Opérations sur les limites

Limitede f+g Limitede fxg
lim f lim f _
. e e e
£ ]+ | - : = P
limg| += | += | +e | EL b2l tf - S Rens 1o
o Tl R B Eacbd 0o | oL B fowen
s 1 i I E.l
Limite de 7 limg O 0 | e 0 2
| oo bolg e + oo (‘ — oo
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I
Exemples : cas simples, les théoremes s'appliquent.
lim 5x*—3=7? On sait que lim x’=+4o donc lim 5x°=+o0 et lim 5x°—3=4o
X—+o0 X—+o0 X+ x—+ow

lim —5x°=3=? Onsaitque lim x’=+o donc lim —5x’=—o0 et lim —5x°'—3=—o

X+ X—+o0 X— 40 X——00

Savoir -faire 4 page 47 ; ex 27 et 28 page 63

. 1 . ) . 1
lim ————=7? On sait que lim 5x°—3=+o donc lim ——=0
Yo+ 5 X —3 x—+o x—+oo 5 X _3
Savoir -faire 6 page 51 ; ex 38 a 47 page 63/64
. 1 ) . .1 . 1
lim x’+—="7 On sait que lim x’=+o0 et lim —=0 donc lim X+ —=4ow
x>+ X x—+o x—+0o X x— 4o X
lim x*xVx=? On sait que lim x’=+o et lim Vx=+o donc lim x*Xx=+o0
xX—+o0 x—+ow X—+o0 x—+o0

ex 29,30, 33a/c
Exemples : cas plus complexes quand les théoremes ne permettent pas de conclure.
F.I. signifie « forme indéterminée », dans ce cas, il faudra « lever l'indétermination ».

lim 5x°—x—3=? On sait que lim 5x’=+o0 et lim —x=—oo ;ona donc une F.L

X— oo X400 x> 4w
; . . 1 3
Méthode : on factorise par le terme de plus haut degré : 5 X —x—3=x S5————
X ox
. . 2 .1 . 1 . 1 3
On sait que lim x"=+oc0 ; lim —=0 ; lim —=0 donc lim 5———— =5
x>+ x—+0 X x—+0 X x— -+ X X

doncona lim 5x’—x—3=+o

X— +o0
Meéthodes : 2/ 3 page 54 et 2/ 3 page 55 ; ex 53 a 55 page 65
2
lim 5)§+43=? On sait que lim 5x"+3]=+0 et lim x’—4=+ ; ona donc une F.L
x—o+4w X — xX— 4+ Xx—+o0
s x’ 5+i2 | 5+i2 ; A 5+i2
xS LR VS S lim 5+—=5; lim 1-—— =1 donc lim — =5
X —4 3 4 X 4 x>+ X x40 X x—+w 4
X -3 I_T 1—73
X X x
2
lim i=O donc lim 5)§7+3=O
x—+w X -+ x —4
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