FONCTION EXPONENTIELLE

Activité d'introduction « Vers la fonction exponentielle »
I — Définition et propriétés

Pour tout réel a, il existe un nombre strictement positif unique b tel que In|bj=a .
On le note h=expla/ et on le lit « exponentielle de a ».

Ainsiona: In(1/=0 donc 1=exp|(0] In(e|]=1 donc e=expll]

a. Définition :

La fonction exponentielle, notée exp, est la fonction définie sur IR qui a tout
nombre réel x associe le nombre strictement positif y tel que In|y|=x .

Pour tout réel x et tout réel y>0,, y=exp|x| équivauta x=In(y|.

b. Relation fonctionnelle :
Pour tous réels x et y, on a exp|x+ y|=exp|(x|exp|y]

c. Notation : Pour tout entier relatif n, Inle”)=nXInle/=n donc exp(n|=¢"

On convient donc d'écrire que pour tout réel x, exp(x/=e"

Pour tout réel x et tout réel y>0,, y=e* équivauta x=In|(y|.

Application : Passer de In(x|=a a x=e“ et réciproquement :
1. Résoudre dans R 1'équation 3e"+4=0.
4

3e"+4=0 = 3e'=—4 o e"=_§

Or, pour tout réel x, e">0 donc I'équation 3e*+4=0 n'a pas de solutions.

2. Résoudre dans IR 1'équation 2e"=8§ .

2¢'=8 © e'=4 o x=Inl4

3. Résoudre dans IR 1'inéquation e*—1=0 l'inéquation e*'—1>5

e’ =120 © e'=21 o x>0 e'—1>5 o e¢'>4 o x>Inl4

SF1 page 135 + Exercices 1 a 11 page 146

d. Propriétés :
Pour tout réel a et tout réel b strictement positifs, on a :

r . \ Inb
® c'>0 e Inb=a équivauta b=e’ o Infe’|=a et ¢"’=h )4
Pour tous réels x et y et tout entier relatif n, on a : 2 E
: 1 - e’ _ =
° ex+}:ex><ey ° i:e X ° 726)‘ y ° (ex)":enXx
e e’
3 7 3+7 10 5 +5 -3 x=3 -2 In4+2 In4
Exemples : ¢ Xe' =¢  '=e e'Xe'=e"~ e'Xxe '=e¢" TT=e¢ e’ T=e""Xe'=4¢"
X 2x
x—4 € 2x+3x 5x ( x)z 2x —3x ( x)—3_ 1
e = o=¢€ =e e’ =e = =-
-3x x|3
e e e )

SF2 page 135 + Exercices 12 a 21 page 146
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IT — Etude de la fonction exponentielle

On appelle fonction exponentielle la fonction définie sur IR qui, a tout réel x, associe le réel e .

a- Dérivée et sens de variations

Propriété admise : la fonction exponentielle est dérivable sur R . 4
Pour tout réel x, si f(x|=e",alors f'[x|=e". =

On en déduit donc qu'une primitive de f:x—e" est F:x—e"
Pour tout réel x, e" est strictement positif donc f”'(x| est strictement positif. On en déduit :
Propriété : la fonction exponentielle est strictement croissante sur IR .

r - b
Pour tous réels a et b, si a<b alors e“<e

SF3 page 137 et Exercices 22 a 35 page 147/148

b- Limites

Propriétés : lim e¢'=0 et lim e'=+o0 o
X—>—w x—+w % £

Interprétation graphique : Au voisinage de —oo, I'axe des abscisses est asymptote a C, . X =

SF4 page 137 et Exercices 36 a 41 page 148

c- Tableau de variations et courbe représentative

X —0 +o0
f'lx|=¢" +
ex

Remarques : les courbes représentative des fonctions x— In(x| et
x—e" sont symétriques par rapport a la droite A d'équation ;
y=x.

La courbe représentative de la fonction exponentielle « monte plus
vite » que la la droite représentant la fonction x— x lorsque x !
prend des valeurs de plus en plus grandes.

X

. e
On admet lim —=+wo
x—o+0wo X

y = exp(z

X

o . e .
Et plus généralement lim —-=+o00 pour tout entier naturel n.
x—+0o X

A I'infini, I'exponentielle I'emporte sur toute puissance.
A I'infini, toute puissance I'emporte sur le logarithme népérien.

SF5+ Ex 42 a 49 page 148
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III - Fonctions de la forme ¢“ ou u est une fonction définie sur un intervalle I
a. Propriété (admise)
Soit # une fonction dérivable sur un intervalle I de R .

La fonction e¢“ est dérivable sur I et sa dérivée est 3’ Xxe" .

La fonction ¢" a le méme sens de variation que la fonction u.

Exemple : soit f1a fonction définie par f(x|=¢ ",

festde laforme e avec u(x|=—3x+5.festdérivable sur R et f'(xj=—3¢*".

f'[x)<0 donc la fonction fest strictement décroissante sur IR .

b. Propriété (admise)

Soit # une fonction dérivable sur un intervalle I de R . 3
une primitive sur I de la fonction f:x—u'(x]e"™ est F:x—e"" ,,.-. |

Exemple : Déterminer les primitives de la fonction  définie sur R par Alx|=(4 x+6)e* "

Si ulx|=x*+3x alors u'(x|=2x+3 et hlx|=2u'lx|e""
On en déduit que les primitives de 4 sont les fonctions H définies sur IR par
H(x]:2ex2+3x+k .

SF6 et SF7 page 141 + ex 50 a57 p 149 et 68 a 75 page 151

IV - Puissances d'exposants réels

- Si n est un entier naturel, la notation ¢" a un sens pour tout réel a : a"=axXaXaX...Xa nfois;
Ex: 2°=2Xx2x2=8

- Dans le cas ou 7 est un entier négatif, la notation ¢" a un sens pour tout réel a non nul : a"= —
a
5311
Ex: 2 '=—=—
2> 8

On se propose de donner un sens a la notation a’ quand b est un réel quelconque.
Définition : Soit x un réel et @ un réel strictement positif.

xinla)

a exposant x (ou a puissance x ) est le réel noté " défini par: a =e

3,5 3,5In(2,5) PR \
Ex: 2,57=e"""" 224,7 au dixiéme preés.
1

Attention, | —3)* existe mais —3)* n'existe pas...

V - Les fonctions exponentielles de base a

Définition : Soit ¢ un réel strictement positif.
On appelle fonction exponentielle de base a la fonction notée exp, définie sur IR par :

exp,lx|=a"=e"Inlal

Cas particuliers :
« La fonction exponentielle de base 1, exp,(x/=1" est constante et vaut 1.
« La fonction exponentielle de base e, exp, (x|=¢" est la fonction exponentielle déja étudiée.
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