
Exercice :  Soit la fonction f définie sur ]0 ; + ∞[ par f ( x )=(ln ( x ) )3−3 ln ( x ) .

a. Déterminer les limites aux bornes de son intervalle de définition. Que peut on en déduire ?

Au voisinage de 0+, on a une FI «−∞+∞»

f ( x )=ln x [ (ln x )2−3 ]
lim
x→ 0
x>0

ln x=−∞  et lim
x→ 0
x>0

(ln x )2−3=+∞  donc par produit des limites, on a lim
x→ 0
x>0

f ( x )=−∞

Au voisinage de +∞ , on a une FI «+∞−∞»

 lim
x→+∞

ln x=+∞  et lim
x→+∞

(ln x )2−3=+∞  donc par produit des limites, on a lim
x→+∞

f ( x )=+∞

b. Montrer que f ' ( x )= 3 ( ln ( x )−1 ) ( ln ( x )+1 )
x

 puis dresser le tableau de variation de f.

f ' ( x )=3× (ln x )2× 1
x
− 3

x
= 3

x
× (ln ( x )2−1 )= 3 (ln ( x )−1) (ln ( x )+1 )

x
Sur ]0 ; + ∞[ , f ' ( x )  est du signe de ( ln x−1) (ln x+1 )  d'où le tableau de signe :

x 0 1/e e +∞
signe de ln x+1 − 0 + +
signe de ln x−1 − − 0 +
signe de f ' ( x ) + 0 − 0 +

2 +∞
variations de f

−∞ -2

c. Déterminer l’équation de la tangente T au point d’abscisse 1.
y= f ' (1 ) ( x−1)+ f (1 )  avec f ' (1 )=−3  et f (1)=0

Donc T : y=−3 x+3

d. Résoudre f ( x )=0  puis construire C f  et T dans un repère.

f ( x )=(ln ( x ) )3−3 ln ( x )=0  ⇔  ln x [ (ln x ) 2−3 ]=0  ⇔  ln x=0  ou ( ln x ) 2=3

ln x=0  ⇔  x=1 et ( ln x ) 2=3  ⇔  ln x=√3  ou ln x=−√3

⇔  x=e√3  ou x=e−√3

L'équation f ( x )=0  admet donc trois solutions : 1 ; e√3  et −e√3 .
Autrement dit C f  coupe trois fois l'axe des abscisses.
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Pensez à vérifier vos
résultats à l'aide de la
calculatrice graphique.
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Exemple :  On considère la fonction f définie par f ( x )=ln ( x+2
1−x )

a) Déterminer l’ensemble de définition de f .

b) Calculer les limites de f aux bornes de son ensemble de définition.

c) Déterminer le sens de variation de la fonction f.

a) f est définie pour tout réel x tel que 
x+2
1−x

>0 . On a D f= ]−2 ;1 [

b) Limite lorsque x→1 , x<1

On pose X=
x+2
1−x

 On a lim
x→ 1
x<1

X=+∞  donc lim
x→ 1
x<1

f ( x )= lim
X→+∞

f ( X )=+∞

Limite lorsque x→−2 , x>−2

On pose X=
x+2
1−x

 On a lim
x→−2
x>−2

X=0  donc lim
x→−2
x>−2

f ( x )=lim
X→0

f (X )=−∞

c) Déterminer les variations de f c'est étudier le signe de f ' ( x )

u ( x )=
x+2
1− x

 et u' ( x )=
3

(1− x )2
 donc f ' ( x )=

3

(1− x )2

x+2
1−x

= 3
(1− x ) ( x+2 )

∀ x∈ ]−2; 1[ , f ' ( x )>0  donc f est strictement croissante sur ]−2; 1 [ .
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